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Arithmetik. 

Kr.  I«t 

AlilMiidlaiis.  II«fl.  Seit«. 

1  FtoktoWni.  Von  H«rni  Prof«Mor  Dr.  K5  n  i  g  ain 
KoelpliSfBclieii  Gymimiiiini  %n  Königsberj^ 
i.  Fr  I.      .  I 

IV.  ZtMT  AoflÖBun^  der  Gleichung  in 
ganzen  Zahlen.  Von  Herrn  J.  B.  St  arm  in 
^         Begenaburg  ...»  J.  -  93 

.  V.  Zur  Theorie  der  periodischen  Decinialbräch«* 

VoB  Horm  4*  B.  Starm  in  Regennbarg;    .  L  *   .  91 

VII.  Ueber  «Im  RatioDuliiiadieB  des  Nennen  in  Brneh^ 
▼nn  Fnrm 


Veii  Herrn  Fr»BS  Uof erdinger,  Lehrer  der  < 
MnAeoMtik  Jb  der  k*  k.  dsterrdeiiteehen  Kri^» 
Ifarine,  «ingeediiffl  anf  Sr.  M^j.  Propeller  Fre- 
gatte Oonaa  I.  104 

Vin.  Ceber  etne  Elgenaehnft  der  geometrieehen  Pro- 

greMion  1,  3,  9,  27,   Von  Herrn  Frans 

Unferd  inger,  Lehrer  der  Matherotttik  in  der 

k.  k.  üstorretchlachen  Kriegs-Marine,  eingeschifft  , 

iiaf  Sr.  Mai*  Propeller -Fregatte  Donau  .  .  •  I.  tM 
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Nr.  der 

AbhuDdluB^.  HA  ficHe« 

X,  N^C»  AbwDlfl(min-iMDi£r«twli«l-Q«ii||fB|«i 
Von  allg^dner  Ordoniignalit  Vob  Herrn  81-  * 
mon  SpiUer,  Fffonn  «a  dw  Bandtob-Atn- 

denitt  stt  Wien  ].  ii6 

XL  Kote  Star  Integ^ration  e{ne^  linearen  Oiffer^tial- 
g;leichoog  der  Form 

Von  Htm  Simon  Spltnor,  Pntfeowkran  4or 

Hondolo- Akndonio  sn  Wi|n  I.  Iis 

XI?.  IntograCion  dorparCiellenDlfrerentiolgleichungren 
erster  und  zweiter  Ordnung.  Von  Herrn  Dortor 
A.  Weiler,  Lehrer  der  MBthernntik  an  der 
höheren  Bürgerschule  za  Mannheim    .   ,  .   II.  i     17 1 

III.  {  249 

XVIII.    Sur  la  transformntion  dcst  fonctions  elUpttqneii 
.    de  la  premiere  fspice.    Par  Monsieor  Dr.  G.  F. 

%\r.  Bachr  a  Groningue     ,       .    ,   ,   .    .    IH,  a&l 
i     XIX.   Einige«  über  KetteohTi^cho.   Von  Herrn  Or«  J. 

F.König,  Profeetor i|niKneiphö|'i«li^ G^Mi- 
nooio  in  Künigeberf  i.  Pf,  IV,  M» 

XXL  latogrntion  4er  linetron  DUfer^Uilgloifii^nng 

Von  Herrn  Sin on  Spitior,  ProfeMornn  der  ^ 

Handeln -Almdemfe  nn  Wien  «  |?.  418 

XXn.  Note  besogliiA  einen  swieohen  Dfffereriienglel' 
elinngen  nnd  DIfferenlinIgleiebangen  atettlln- 
donden BeeiproeiUligeeeteoe.  Von Hemi  Simon 
Spitsor,  Profeeeor  nn  .der  Hnndele-jUndemio  ' 

«»  Wien  IV.  4I{> 

XXIIL   Note  über  unendliche  Kettunbrüche.    Von  Herrn 
S  i  iti  n  n  Spitzer.  Prpicssor  an  der  Hondelie* 

Akademie  zu  Wien  ,    ,    ^      'fV,  41g 

XXVIl«  Zur  AuflüsuDg  btc^uadratischcr  ]QI«M}huiig«nw 
Von  IIerrilOi>.  Carl  Spits,  lichrT  am  y^ljf« 
techniknni  zu  CarlsruUe..  .  .  .  1.  ,  |V.  448 
XXVUI.  Uißber,  poripfllec^o  K«ttenb<acb^.  V«  H«im 
Dr^a  3ipioo4.or4niitli4ai«iiiMiiwr.amb4nig|tf 
JFoii!Bhifno(|i^'oG^|i  Pjmnanio  /ui  aorliji      .  IV.  448 
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yon  Bim  Slnoa  8piU«v,  FkofbMar  m 
,Haodelt-4lHid«Dfo     WUa    ••••••  IV.  461 

XIEU,  DwtCaUimg  dw  aBeodlidiMi  K^ttenbradM^ 

K«)MCftH-i)+—  ^  ^ 

in  g««chlo88eoer.  Form*  Ton  Herrn  S int oo 
Spltser,  Prafaffpr  m  der  Pwulela-Akulflmle 
in  Wien«  9..  •  .          ...  IV*  474 

XTOXL  iBtflgntiw  dw  ywUellMi  DiffräOalgldclimt 

VpD  Herrn  Simon  Spitzer,  Profeaior  an  der 
tiandels- Akademie  in  Wien  •   .   .   .       .   •   IV.  476 
UXIV.-  va^t  den-  Werth  Ten  e»l-K  Ven  Herrn  Pre». 

fraaer  Deeter      Bl enget  ani  PolyCeefcniknte 

in  Knrltcvfc%  '  • '  i  IV.  dftt 


• 


"Geometrie. 

Ii;.  Il#her  einige  Sitee  der  kdliflten  Geonielrle,  Von 
Barm  Dedev  Ott«  BSfclen  an  Snin  n.  9.  in 
Wirlembeig.  •  •  •  I.  III 

Xil.  Znr  Beatinininng  der  Rnnminiinlte  und  Sdiwer* 

pnnltte  Yim  litorpem  swia<dbeo  swei  Pamllcl-lübe-  ^ 
.  nen  und  einer  zasammenhänf^nden  Umfläche. 
Von  Herrn  Dr.  Wilh.  Maf^ka,  Profesnor  der 
Mathematik  an  der  Hoob«>i  Imh;  in  Praf»;^    .    ;  IL  121 
XUI.   Heber  die  Cenatraction  der  Tangenten  gcvriaaer/ 
ekenar  Corven.  -Vw  .Herm  Beeter  Wiegere 
Hl  Berlin  II.   .  166 

XV.  lieber  den  ICreb,  der  dnrdi  dfe  AdinHehkelU* 
pfnkle  nweiar  Kreiee  beetinMit  iet  Von  Heren 
Ednnrd  Noeggernth,  ordentKciieai  Lebter 
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».  der  * 
AKbandliliig.  H»tL  8mI«. 

für  mathemBtiscfie  W{tt«ntehafteoin  d«rKnn{g1. 
ProvinTiBl-newprIjeschnle  za  Snarbrncken  .    III,  829 
XVn.   Zusätze  zit  d«D  in  TheÜ  XXXI.  Beft  4»  vni  in 
Thttit  XXXII.  Heft  2.  gegebenen  GränzTerhält- 
■iMMi  Iia4  AbleitOBff  der  Famel  lir  im  EiAin- 
,  nniigMlio«,  *  Vo*  ttrtn  l>Mliir  TSI 1  er,  Lek* 
rar  an  itr  Realtdiiile  mn  Ssatfeldl  •  •  •  •  ID.  ISO 
XX.  Einige  BeMeriMtgea  fiber  Um  W9m  dm  Kite* 
airngtlfniis  atif  tat  BNIpioid  gebitdetaa  Vier- 
ecke.    Von   Herrn  Doctor  Plagemann  zu 

Wismar  .  IV.  890 

XXIV.  Znr  liChre  vom  Dreieck.  Von  Herrn  Frans 
Unf erdinger,  Lehrer  der  Natheioatilr  in  imf 
k.  k.  otterreidiiaelfen  firiegt^KfttbWi  <fcg»* 
tdilfllhMf  8r.  Mi^.  Pfepeüer-Vregatle  OoHA«  IV.  4fiO 
XXIC.  Die  BMenpaaH«  efaiea  Keg4l«^ltti  «le  wtMm 
PniAte  Bbeae  mfgflM,  Im  wMtm  J«  iv«! 
entepreeiieode  Poeicie  wwtkK  fcubwwwi^tet 
Systeme  Terelnlgt  «Ind.  Ven  Herrn  Deelee 
H.  Siebeck,  Uirector  der  ProTinzial-Gewer- 
beeebnle  zaLieg;nitK.  IV.  4€i 

XXXUI.    Demonstratio  iheoreiimtiii  Lambertini  de  secto« 
« 

ribiuparaboliciiqnadrandis.  AucloreD''«.  Chri- 
atlBDo  Fr.  Llndna»,  Lest*  Streagoe- 

aesei   IV.  47B 

XXXVI»  Beweis  der  CeeetractieB  4er  aitllereB  Prep«»* 
Heiiel«  Goasy.  Ven  Hettn  1MclM^i«>' 
ke«,  gen.  Sommer,  Iii  Braanedkirolg,  '«  IV. 


Trigc^nometrie. 

II.  Das  sphärische  Dreieek  dargestellt  in  seinen 
Beriehiingen  itam  Rreis.  (FortaeAinng  der  Ab« 
kirndtoü^i«;^ Vhefl  XXIX.  4t9.>*  Ven.  Hwnr 
•  Frans  VnfHediagep,  Mm  der  MiilMMAlilP 
In  ier  'k.  !;  diierreldllMlMa'ltiPlegif-llKirine/ 
eliigteiirift  «<lf  8r.  Mil;  Propeller*  Ffcgdtnr 
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Sr.  der 

Abhaadluog.  Hefk.  Seit». 

III.   Nener  Beweis  4et  von  Herrn  Ur«n«rt  in 

Abhandlung! 

*  Da«  sphärische  Dreieck,  mit  MÜBem  Seimen- 

4reieckirergUchen,  mit  besonderer  Rücksicht  , 

*  ■ 

gVgelbenoi  TheoraM.  Vm  H«rrp  Fraas  Un*  ' 
Uw4lug99f  Lp hnr  4ot  HnlhMiakik  ia «mt  k. k. 
ittandclibchMi  Kffl«g«-llvi««f  «iffg«iabiA|aal 
Ar.  Mi^.  Prapelter-Pregttle  Doa««  .  •  ,  .  I.  8» 
KVI.   Ueber  einige  goniometrische  Formeln.  Von 

Herrn  Doctor  Wieger«  mn  Berlin    ....    IIL  896 
XXV.   Einfache  Begründung  der  ebenen  Trigonometrie. 
Von  ilerrn  Franst  Unferdinger,  Lehrer  der 
Mathematik  in  der  k.k.  österreichischen  Kriegs- 
~    Mnnne,  eingeMhiilt  mI  Sr.  U»i*  Fnipdi«^ 

FNgstte  DoiiAii  IV.  49 

XXVL  BttlMHny  4ot  ^M4Mit«M«  dUBMlIiclMv  Ka- 
^gdacteltto  aictibl  jewM  iv  Tlnil  XXXI* &  4» 
fcwrinn««^  «Ug— ii»Mi  Satpp«  yoq  4cpi  Onma«  . 
T«0  Horm  Oo^Cor.  VSIJter Imfenr  t(ß  4cr BiM- 

■  S««U«UI  IV« 


III*   Neuer  Beweis  dee  Ton  Herrn  Gr  na  er  4  in  der 
AbhandJang : 

Da*  sphärische  Dreieck ,  mit  aeinem  Sehnen- 
AMiedc.Twgliehen,  niC  beaoaderar  Bidke^t 
aaf  Geadiala.  Kieaer  methwMigaffliahr* 
•ata.  AfdiW.  m  XXV.  &  i9r. 
g9gthtum  Thaareaa.  Taa  Hana  Fvama  Ua« 
f  ar4i  ngert  Lehrer  4er  Mtfhaiaitifc  la  4ar  k.lU' 
ieiamUhhehaa  Kriegs-Marine ,  eingeaduflBfc  aaf 
Sr.  Maj.  Propeller -Fregatte  Doaan  .   .   .   .   I.  89 
VJ.    Ucber  die  Uostimnaung  jener  drei  Gleichungca, 
welche  dienen,  aus  g^cmachten  Ahlesnngcn  am 
.Limhna  einer  Winkelinetrameatee  die  EiMaCr»-  * 
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VI 

Kr.  der 

AblMüdlmis.  IM*  Seile, 

ailiidaiNlIimmiMiMtaab  VMlimTbe»' 
dor  Alleres,  1c.lr.HMiptawulnil4ilMi]>fail«a* 

Inüguilerie  -Begimeot«  M  Prag  I«  ^ 


Uebungsajafgaben  für  Schüle^; 

» 

XXXV.   Geometrische  Aaff^be.  VraHemDoetorLtiid-  |^ 
man  zu  Streuguu*  in  Schweden  .    .    .    .    >   IV»     ^  AM 

XXXV.   Zu  beweUende  Relaüoa  aus  der  sphärischen 
Trigonometrie ; 
•in  ^  sin     cos  6  cos  c  cos  i = sia  sin  (7 — cos  ^  cos  C  cos  n 

von  Cayley   IV.  ^  48T 

XUV.  Zwei  M  boweisende  Lehrsätze.  Von  Herrn  Doc- 
tor  H.  SIebeclt,  Direetov  d«r  ProTiosial-Ge- 
wtbeachale  so  Liegaita    «-  IV.  487 


Litevaiisclie  peridite*)« 

€xm.  .    ....   .......  I.  1 

cm                                          IL  i 

CXUL  ♦     .     .     •     .     *     •     •  '  *  •     .     »  III.  1 

GXXXII.   .     IV.  1 

•)  Jede  tiuzelne  Jiummer  der  Literari»cheu  Berichte  i»t  für  &lcU  be- 
sonders pagiuirt  von  Ssite  1  aa. 
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Zerlegung  der  GJeiclwng  s^-^fy^^s^l  in  Faktoren*). 

/ii  !         Herrn  Professor  Dr.  Ks  st^  . 

aqi  Kjiei)ih«!ru:l|«n  GjniDMioni  au  Königsberg  i.  F. 


Setst  man  die  Gleicboiig  :         •  - 

•  * 

gleich  dem  Predäkte  di^r  4  Faktoren: 

'  ..  ♦ 

so  lassen  sich  zur  Üerechnuiio;  der  Zahlenwerthe  von  a,  b,  c,  d 
allgemeine  Formeln  audindenj  die  hier  nebst  kurzer  Angabe  ihrer 
Ableitung  folgen  mögen.         '*  ... 

Zunächst  iats  * 

lA.B  =  {a''-ß^'-SfC^-^fyd^)-^2Cad—Ö€)Vfy 
'  ic.D^  -  

tA.  C«  (tt«  i-fb^—gc^—fyd^)  -f  2  (ab  -gcd)  Vf 
B.D^   

UI. 


f>  ämng  SM  «iam  vra       getdwiebenea  gchelyriigri— e  M. 
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2  Sil  »ig:  ZtrUgung  Oer  Cieickumf 

und  weon  man 

1)  «i_/»t_^c«^-f^iP=dtw,  2(«il-6e)  =db«. 

3)  a^-^ß^i'ffc*'~fgd^=:±m'',2iac'-ßd)  =  ±n''', 
setzt:  * 

,    lU      .  .  ;  =m'*— /»'*  =  !  S  (A) 

ni  z=:m'^-ffn*^=zl  ) 

Da  die  m  (and  7i)  ans  die^sen  (iteichuntjen  ijffnndon  werden  kön- 
nen, so  hat  man  die  Unbekannten  a,  b,  c,  d  nun  durch  s\%  auS" 
zudrücken,  vrofiir  ich  zwei  Auflusuogen  gefunden  habe*). 

§.  2. 

Er«te  Auflueung. 

Setzt  man  4)  a!^ -\-ß^ -^gc^-i  fgd^^x  und  nimmt  die  m  ?or* 
iSufig  positiv  an,  so  erliäif  naii  durch  Verbindung  der  Gieicbiia- 

gen  1)  bU  4): 

4^c*  =a^»-.ii/  +  i»''  +  x=4««-2(»i  +JII'), 
Afyd^tik   m— m'— iii"  +  s=4a*— 2(m'-fm*); 
bat  also  nur  noch  t  au  beatimiAen.  «  - 


*)  Der  Prof.  C.  G.  J.  Jacobi,  der  mir  olii^o  Zerleguog  iniUtieilCe, 
'vüotchte.  aua  den  Gleichungen 

I)+3)  a«-/»*=dt-=^^. 

2J  +  3)  a«-/5/iP= i  ^^^-±^  ■ 

ISr  tf,  wofftr  er  damals  allgemeine  Pormela  aWhi  kannte,  eioiKe 

Werthe  diirrh  Veraitdhen  berechnet  Stt  erhalten.  Naebdem  irh  ihm  sn 
•eAaec  UabemMsbuilg  nelae  Fnriaeia  geeeig«  'liatle»  tnaat  er  eioft  eigene 
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x*—fifp*=±l  in  Faktoren.  3 
Entwickelt  naii^.iei.C./>=sl,  ferner  m'\  m'*^  »o  ist : 

d.  b« 

Entwickelt    man*  auch  <^.B.C.i))*=:l,  Hl*»'*, 
w'V^  so  wird  auch: 

ft«m'm''a +  m«««^ + m'%*^+  U.B.  C,X>)»  ' 

d.  h. 

Durcli  Gleiclisetzung  beider  Werthe  ergiebt  eicb: 
«=jwjji'm^i  V(m«— (m»»-  J) 

=mm'm"±fynn*n",  i 

alee: 

&S weite  Aufiüsungf. 

Daeseibe  Resultat  erliält  man  durch  eine  oogleieb  einfacbere 
Recbneng  auf  folgende  Weise.  £0  iet 

also : 
oder,  da 

C^^A.CxB.CxC.JJ,  ü^=iA.Dx.B.Dx.C,D: 

l6a*siA.C(A,BxA.Di^ß.CxCDHB.D(A .  BxB.C^AMxC.D) 
4- ^(A.B-k-  A.C^A.Di-  B.C-^BM  -f  CD). 

entwieIceU  beben,  denn  er  schrieb  mir:  ^Mehie  Formeln  natereebeiden 
eich  ven  den  Ihrigen  dadurch,  dace  tf,  ^,  4  «neh  Halbe  nnd  bieweilen 
TSertei  werden/'  Oie  ueinigen  .geben  immer  gnnne  Zahlen;  die  eelnigen 
kenne  ich  nicbl. 
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4  König:  Zerhguwg  dw  ßieicAuHff 

C./)=±2jiV/<3r=±2t/(iii»-.l);  * 
ftlsoi  ■. »      ^  .  , 

eben  soi 

^ .  t =W4'  i         —  J),  iJ.  £>~j,/  if  v(m'«—  1) ; 

welche  Werthe  in  Wa^  substifuirt  oltigeil  Ausdruck  für  4a*  geben. 
b,  c,  d  am  heijuemsteo  aus  (B)  2. 

j.  4. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  für  4««  u.  s.  w.  lassen  sich  fmk 
unter  eine  bequemere  Form  bringen.  Da  nämlich: 

"  2 
*  2 

r 

^  2  -  . 

nperfifittraan,  wennmannoch  m  i  l=2p,  »i'-fl=2t',  wi"+l==V&eUt j 

«««  ö»'«''  -Ko  - 1)  1)  ±  2t/TO  V  (©  -  ])  (r'  _  [)  i); 

a  =  ±  v^üü'u" i:  V(P  - 1}  (©'  —  1)  1), 

n*  8.  w. 

Da  die  negatWen  Werthe  nur  die  Zeichen  von  A,  C,  D 
Snderu»  so  können  die  negativen  Zeichen  von  den  ersten  oder 
sweiten  Gliedern  fortbleiben.  Zirei  positive  nnd  xwei  negative 
würden  die  Faktoren  nur  vertauschen,  oder,  wenn  a  unter  den 
negativen,  verfuuscben  und  sugleich  die  Zeichen  ändern.  Drei 
positive  und  eine  negative  oder  iinii^^ekehrt  kftnnen  nicht  zusam- 
mengehören, indem  dadurch  die  absoluten  Werthe  der  n  gefinÜert'. 
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wetHen,  «rahrenfl  die  Her  für  jede  Verbindung  der  Zt-i«  licn  von 
a,6,  c,  d  sich  gleich  hIt'iltcM»,  was  gegen  die  Pell'schen  Gleichuu- 
gen  (A)  iiireitet.  Wü)  nuui  also  bloss  tiie  klcitierif  Werthe  vod 
a,  bf  c,  d  haben,  f»o  kann  man  auch  vor  einem  der  Glieder  dil^ 
positive  Speichen  lortlassen,  wo  dann' die  sich  etwa  ergebenden . 
njegaiiven  Zahlen  positiv  zu  nehmen  «iod.   Ee  ietraUio:*  t 

oder  auch»  da 

"»^-^  f£(r-l) 

Anmerkung.    1.    Der  Ausdruck  für  a  löst  aucfc  die  Auffalle: 

Drei  Zahlen  zn  suchen,  so  dass  sowohl  ihr  Produkt,  wie 
'    auch  das  der  um  1  kleinem  (oder  ^rueaeren)  voUatäpdigj^ 
'  Quadrate '  werden, .  St  B. : 

2.5. 10  =  10«,  2.8.64  =32^  4. -II.—  WaW, 

1.4.  9=  6»,  1.7.63=21«    3,— 12.— 100=60«. 

Diese  Zahlen  nnd  die  um  l  kleineren  (oder  grnuMren)  haben 
auch,  wie  die  ktaten  Ausdrficke  USit^  €,d  seiften,  die  Eigenacball, 
dass  das  Produkt  je  aweier  durch  die  drifte  ein  voUatändiges  Qoa^ 
drat  ist. 


iat: 
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6  König:  Z^rl^tmg  der  Gleichung 

%  Di«  Aotdrikke  fflr  d,  e,    der  Glekfaofigeii  <C)  I8<en  die 

Aufgabe: 

Drei  Zahlen  zu  suchen»  die  so  beschaileo  sind,  da8s  ihr  Pro- 
dakt  und  auch  das  der  Zahlen,  die  man  erhält,  wenn  niaii  die  eine 
derselben  em  1  ?erkleinert  (oder  Tergrussert),  die  beiden  andere 
am  r  vergrusaert  (oder  verkleinert),  gleich,  und'airar  gegebene 
Tlelfache  von  Quadraten  werden.  Z.  B.: 

2.4.  9=2.6»^   1.6.  9=6.3«,  4.-12   99=33.12», 

K5.I0=s2.8*,   2.4.10^5.4«    3. -11.- 100==  33. 10*. 

J.  6. 

Die  Zeiehen  der  m  anlangend,  sieht  man,  dasa»  da 

peaitiT  aeio  mnss,  also  mm'm"  wegen 

«=mm'j»"±  V(j»*-.  1)  (m'*— l)(f»'«»— 1) 

nor  positiv  sein  kann,  die  m  alle  positiv  sein  nSssen,  oder 
das  eine  positiv,  die  beiden  andern  negativ* 

Vm  die  kl  feinsten  Werthe  zu  erhalten,  hegin  «le  man  die  Rech- 
ouug  nach  den  Formeln  (C)  am  bequemsten  mit  den  positiven  m, 

oder 


nnd  sehe  sn,  falls  a  irrational  wird,       '~T~*  ®^   "ä  * 

ein  vollstftndigee  Quadrat  ist,  wo  danp  \m  erstell  Falle  6, 

iia  awelten  e,  im  dritten  d  rational  gernnden  wird,  und  in  ersten 
Falle  m  und  m'^  im  «weiten  et  end  m',  im  dritten  m'  end  m'^  ne- 
gativ Sil  nehmen  sind  (vergi.  (B)).  Dass  aber  immer  rationale 
Werthe  vorhanden  aind,  zeigt  entschieden  die  rationale  Form,  welche 
die  allgemeinen  Aesdricke  annehmen,  wenn  man  Im  Kettenbiuebe 
bis  ans  Ende  der  zweiten  Periode  gebt,  d.  b.  wenn  man  Sm* — 1» 
2m«— J,  2«'«-l  rar  m,  m',  m'',  also  m«  m«  fflr  e,  e',  e'' 
setzt  und  noch  /»'•,  für  m«— 1,  m«— 1,  m'« — I  söbreibt 
Dadurch  entsteht,  wenn  man  die  entsprechenden  Bucbstaben  mit 
Aeoentep  versiebt: 

f     '  (D) 


Digrtized  by  Google 


^^/||r«ss^l  1»  Fakloren.  7 

welche  Formeln  för  jede  nur  «tatthafW  SSeichenverbSnduüg  dieselben 
absoluten  Werthe  für  a',  6',  c',  d'  und  immer  eine  Auflösung  in 
rationalen  ganzen  Zahleo  geben. 

Nach  (C)  und  (D)  ist  Taf.  L  berecboet 


Nimmt  man  in  (C)  nur  eine  Wurzel  positiv,  die  andere  negativ, 
dann  ist  för  dieselben  mxa^>a,  b*>b,  c*>Ct  d*>d.  Närolicb: 

af  s=r  mm*  m  "  —  fgnn'n'* 
sss tt<+  /»»  ^9^  -hfy^  >  «-  (S-  2.) 

Quadrirt  man  den  Ansdniek  lur  b'  und  setzt  für  die  ««die 
Wertfae  durcb  di«  m  ans  den  (yleicbungen  (A),  so  ecbalt  man  s 

^W^ad«i  +  J»'«^l  (S.2> 
ss:\Gfgabcd—fi^'*, 

und  da  nacb  §.  1.     =  2(ab—gcd),  so  ist: 

b^ssSgabed  -f  4a>6»  -|-  4^<cV 

Durch  dieselbe  Rechnung  findet  man: 

Ans  dieser  iRelatimi  xwiscben  den  aus  denselben  m  erbalCenen 
gestricKeneDundungestriclienen  Bucbstaben  fotgt  aoeb,  dass»  wenn 
nan  die  sieb  ans-  e^,  d  ergebenden,  den'MctoMn  )Br 

C,  D  entspreebenden  Falctoren  mit  A*,  B*^  B*  beaeicbnet» 
j^^Al^.  B*^n  O^C^*  ly^JOß  ist  Nftnaiobs 
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8«  EÖnli:  Zeri§ftm§  ä9r  4iMek»ii§ 

~^1(ac-^ßd)  Vff  +  2(od  +  be)  Vfg. 

d.  h. 

Far  frsS.  ^=3  Ist  üz=h=^dzzl,  e=0;  a'=9.  6^82,  €^»4, 
il'^sS»  and  in  der  Tbat  ist: 

§.  7. 

Bei  'der  Zerlegeog  der  Gie'icbang 

In  Faktoren  von  derselben  Form  erhält  man  nach  der  ersten  Auf- 

lüsung  §.  2.  - 

woraae 

« = — mmhn''  +  v(w^  +  1)  (m'*  + 1)  (m"«  + 1)  =s  —  mmW  +  >F 

and  dann  dieselben  Fermetn  (ß)  $.9. 

Da  2  positiv  sein  muss,  so  darf  die  Wurzelgrösse  nicht  ne- 
gativ genommen  werden.  Dieses  ist  weniger  eiiileuchttind  nach 
der  zweiten  iiü8ung  ^.  3.,  die  üiirigeus  dasselbe  4a^  u.  s.  w.  giebt. 


Die  den  Wertben  für  «,  h,  c,  d  d«is  §.  4.  analo^n  AuKdrGcke 
erscheinen  hier  unter  imaginärer  Form.  Ee  ist  nämlich,  wenn 
y 1  =i  gesetzt  wird : 
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n  4 


also,  wenn  ma'fr 
setzt: 

oder  mr  /;     fg  A\9  W^rflie  durch  die  n  geKefzf: . 

.Da  a«  rational  ist».ap  inffes^n  Wo''  und  (o— 0 — i) 
conjugirfe  imaginSre  Ausdracke  sein;  Wirklich  ist:  '  ' 

.«pi^i,'<=srOiiiÄW'— m^m'— m'O  +  Cwm'+iiiii^^  .  , 

8(»H)(t»'-0(»''— O=(»MBW'-«-jn'-m'0--{W+mm''+m'iB'Cl)i. 

Hier  sind  die  Zeichen  =*der  V»  eicht  dadurch  bedingt,  das« 
fsm'm"  pesitiir  w^r<{en,,ii^U9f ,|VPie  das  hei  der  Gleichung  x^—fgy^—X 
der  Fall  wart  vielmehr  können  sfimmtlicbe  Zeichenverbindungen 
stattfinden.   Wie  viele  derselben  non  geWn  rationale  Werthe? 

Ist  mr  eine  Zeichenverbindung  der  z.  B.  wenn  alle  positiv 
sind: 

4a«=/äfli«V'+(iii+OT'  +  m"— wim'wi'O,  . 


so  ist  für  die  entgegengesetzten  m  (der  dem  a  entspreehende 
Weiih  mit  «^'beseiebnei)^''''''  'f--  .  '  m 
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10  Kökif:  ZerU§im§  der  üMOmg 

wonuui: 

a  ond  af  sind  also  ^ugieicb  rational  oijer  irraUonaL 

£«  i^be  nuD.etvra  —  m,  H-iü'i  H*»»'^  eis  Tollatiiidigea  Quadrat 
für  4a*  (also  auch  in,  —91"  ein  vollalflndigea  Qvadrat  filr 
4a^),  80  iat  B.  liir  —  -f  m'»  — m''»  dj  h.  wann  9«r  ein  m, 
hier  m"«  das  Zeichen  ändert,  ond  die  eDlsprechenden  Werthe  mit 
ff,        d  beaeiehnet  werden : 

4^s4i^-!!(— rn-f-mO 


folglich 


nur  rational  für  r/  p;lelch  einem  Quadrate  gegen  die  dritte  der 
Pell  scbeo  Gleichungen  (A)  (wenn  man  rechts  —1  setzt). 

Aenderfe  man  das  SSeiehen  tod  m'  oder  m",  so  müsste  resp. 
f  oder  fg  ein  Quadrat  sein.  Aendero  swei  m  daa  Zticbeii«  «•  B» 

wf  and  m'',  so  istt  - 

4ff«s=»m^iii'— m''-|-fiim'm"-f- 

4/^<5*=  - 1»  -  m'  —  IM"  +  mm'm"  +  IF 

=  — m  +  m' +  in"  +  iniiiW  +  IF 


also: 


SoUton  m  und  m"  oder  m  und     die  Z44eh0ii  Jii4iinv  s0  rnOMlMi 
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resp.  f  oder  g  Quadrate  sein.  Sind  also  fiberbaopt  rationale 
Werth e  (iSr  a,  6,  c,  d  vorbanden»  so  kennen  nur  zwei  von  den 
8  Zeichenverbihdungen  der  m  solclie  geben,  und  zwar  sind  die 
Zeichen  der  einen  daoen  der  andern  eutgegeogesetzt  Z.  B,  Ist 
fflr/=2*^=ö;  .  •  .... 

111=3— 3,  m'=l,  m"=2:a=2,    6=J,c=l,  d=4 
BsS»       »-^1,  s=<-2:a'=],  b'^\,  &^fi,  d*^\. 

Das»  fibrigens  för  a ,  6»  <{  nicht  lauter  ganze  Zahlen  her- 
aashommen  können,  folgt  an^  den  Gleichungen  2(a</ — 6c) 
n.  s.  w.  ({.  1*)»  da  in  diesem  Falle  nur  ungerade  n  die  PelTschen 
Gleichungen  tösen.  a  und  6  oder  a  und  c  werden  ganae  Zahlen, 
wann  resp.  g  oder  /*  gerade  Zahlen  sind;  d  dagegen  kann  nicht 
gaoa  werd.en.  diesen  folgt  au«  den  Relatienea: 


fgnnfu*' 


•  ♦  » 

).  '2^  (B)»  wenif  man  ßr  s  d«D  Werth  ans  {.  7.  setzt. 
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12  König:  Xerleguuy^  der  Oi^ißAung 

T»f.  I. 
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14  i'nferdinger :  J)at  tphdrische  Dreieck 


.  II. 

Das  sphärische  Dreieck  dargestellt  in  seinen  Bezie- 
hungen zum  Krci^j.    (Fortsetzung  der  Abhandlung  in 

Tbl.  XX IX.  S.  479.) 

i  

Von 

Herrn  Franz  IJnf erdinger y 
Lehrer  der  Matlieiuatik  in   der  öxtfrnichiiiihpn  Kr?eg«> Marine, 

ein{;t:>«  hiflt  auf  Sr.  Miij.  rro|>eller  -  Frc-ratte  Donau. 


Einleitung. 

Der  Inhalt  tüe.ser  Abliandlurii;  schliesst  sich  ai>  die  oben  ci- 
iirte  an  und  ist  als  ein  ueiterer  Verfolg  der  dort  p;et)(logenen  Un« 
tersnchungeii  nur  in  Verbindung  mit  dieser  verständlich ,  da  der- 
selbe in  alle»  seinen  Theileri  sich  auf  dort  gefundene  Relafioiien 
und  Satze  stützt,  was  ich  hier  aro  Eingange  ausdrücklich  bemerke, 
um  dem  Loser  den  ^»tan<Ipiinkt  zu  bezeichnen,  welchen  er  ein« 
nehmen  niuss,  die  hier  und  dort  gewonnenen  ilesnltate  mit  Ver« 
stifndniss  und  im  Zusammenhange  zu  überblicken,  Hesultate,  nelche 
znm  gr;>8seren  Theile  in  der  kurzen  und  ausdruck.sv ollen  mathe- 
matischen Zeichensprache  gegeben  worden  sind  und  auch  hier  in 
dieser  gegeben  werden,  und  welche,  sobald  man  die  durch  dift 
erhaltenen  Formeln  definirten  allgemeinen  geometrischen  Eigen- 
schalten des  sphärischen  Dreiecks  in  die  gewöfaniiche  Wortsprache 
ubersetzt,  eine  Keihe  von  Lehrsätzen  ergeben,  welche  von  einer 
künftig  zu  bearbeitenden  sphärischen  Geometrie  einen  Theii  aus- 
machen.   Ich  bin  keineswegs  der  Ansicht,  dass  mit  dem  hier  Ge- 
botenen  die  Bezieliungen  des  sphärischen  Dreiecks  zum  Kreis 
oder  Mobl  gar  die  allgemeinen  Eigenschaften  des  spbäriscbeo 
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Dreieckes  fiberhaupt  erschöpft  «seien,  son<]ern  meine  Untersuchungen 
haben  mich  frühzeitit;  von  dem  Rekhthuni  des  hier  betretenen 
Gebietes  äberzeuf»t  und  wir  wollen  daher  den  in  diese  Richtung 
einschlagenden  Studien  mit  Eifer  oft  liefen  und  das  bereits  Gewon- 
nene \venie:er  hIs  eine  vfirkliche  V  ermehruni^  unserer  Kenntnisse* 
der  iiiesetze  dieser  Kanmgestalten,  denn  als  ein  Fornieldepot  zur 
Erleichterung  kunlttger  Forschungen  betrachten. 

» 

5.31. 

Fällt  man  vom  Mittelpunkt  des  einein  spliarisrhcn  nreieck  ein- 
G;escliriel>enen  Kreises  auf  die  drei  Seiten  Perpendikel,  so  werden 
die  Seiten  desselben  in  Ahsehnitte  getheilt.  welche  paarvueise  ein- 
ander gleich  sind.  Bezeichnet  man  die  an  den  Winkeln  A,  By  C 
liegenden  Segmente  der  Ueitie  nach  mit  u,  v,  w,  so  ist  nach  §.^: 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  des  einem  sphärischen  Dreieck 
umschriebenen  Kreises  mit  den  drei  Ecken,  so  werden  die  Dreiecks- 
winkel  A,  /?,  C  je  in  zwei  Theile  getlieill,  von  welchen  sechs 
Winkeln  wieder  zv>  ei  und  zwei  einander  gleich  sind.  iSind  Wj, 
die  drei  an  den  Seiten  0,  ü,  c  liegenden  Winkelsegmente,  so  ist, 
wenn  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  innerhalb  des 
Dreieck««  liegt,  nach  §.  19.: 

m 

•«^  +  »i  +  wi  =  i(-4  +  i»  +  Q. 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  ausser  dem 
Dreieck»  und  dem  Winkel  4  gegenüber,  so  ist 

(69) 

— «l  +  Pi+»i  =  4(i<  +  B  +  C), 

so  dass  also  — «j  an  die  Stelle  von  ui  tritt. 

;Da  die  Sinus,  Cosinus  und  Tangenten  dieser  acht  GrGssen  \n 
nnsenfn  Üotereuchungen  eine  wichtige  Rolle  spielen  oiid  häufig 
▼erkomiReii,  so  wollen  wir  rnie  mit  der  Bereebnung  derselheo  he- 
•endere  beschftftigen. 


C'ufer4inper:  ßm  tpkdrische  ür^isck 

§T  ,32,  , 

AiM  $.  15.  folgt  ZQoäcM: 

»  ■  ■ 

Sin  i(«  +  6  +  c) = 2^5j7j§r^T^^^ 


(70) 


^  H'  

Sin  \{b  +  c-  «)=2Sin  Utos i^Co«  ' 


4  k 


(71) 


dkid  mit  Hilfe  der  in  §.16.  aofgef teilten  Relatiooep  erliült  nuw 
bieraoe  dorch  den'Uebergang  auf  das  Polardraieek;. 

^, 

Cos      +  ^  -f*  C^-^  2Coft;aCoö  i6  Co»  4«  * 

ffi 

Co«l(:4  +  C— ^=  2<^fSbi^Smje;' 

■   •  ff  ' 

'  Wenn  man  bedenkt«  dase  oacb  §.  15.  aacb: 

W  ^i^'Sin^SlnÄSinC*  '  ' 

00  erbält  man  aas  dem  System  (71)  mit  Leichtigkeit: 

Cosia  Co»  ;6  Coele=— jsijo^sin^Sin  6.Coei(:a+/^+Q' 

 m  


(72) 


Cosi6Sin4ii6m4€?=:        4  Sin  i<  Sip  C.  Co«i(^ + C-^) ' 


l^*'*»''^*"»'*^''"'^'^  .  Sin 2lSia^SinC.Co»i(4i^-€;) '  .  , 
aeUt  man  de?  Küne  halber 
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ämrgHieUt  im  ninenIhMelimigmi  um  treu,  17 

.     =  Cos  ia  Cos  ib  Co»  ic   4"     Cos  ;  a  Sio  ;6  Sio  ic, 

SO  ist  bekauntlich: 
•  » 

Cos;(a  +  6  +  c)=-i'— -i"— 
(b)  < 

Cos  i  (a  +  6  -  c)  =s    +     +  il«' — ^"^ ; 
and  man  findet  daher  durch  Aoweniiuuüg  der  Gleichungen  (72): 

(73) 

^««W«+H<?)— sinJSinÄSinC}  Co«i(i<  +  Ä  -1-  C) 

 1_   1  1  ) 

+  Co« i(B+C- +  CwliAi^C-B)  +  Co«K^+Ä~Ö  j  ■ 

*  .  .  ■  •■ 

Cos  MHc-«)=-sj„^SI^       ^  j        +  *  +  C) 

il  1  J  ) 

+ Cos1|(i7-f  Crr4) Cosi(4+ C-^"*  Cos4(il+Ä-€^  f ' 
Cos  4(o+e-6) — -     ^  sin    sin  cl  C'o^ü:^  +    +  C) 

♦  * 

+  Cos4(il+C-Ä)"Cosi(Ä+  C--i<)  ""CosS(il+B-o(  * 

♦ 

CosMc+Ä-c)---- j^^^^y^^-g  j  g^r^^^ 

.  L  1  1       I , 

+ Cos  i(^+J?— C)    Co«4(ß+  C-il)    Cos;(4-|-C— Ä)  J  * 

» 

und  durch  den  tJebergang  auf  das  Polardreieck,  mit  Anwendung 
der  Relationen  des  j}.  16. :  ' 

timu xxxul  .     ■  ■  a 
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18  Uuf€rdiu§$r:  Um  $pMri$che  Dreieck 

(74)  .  ' 

.  \  L_^l 

H  ^        K        \  1 

.1  L    L  f 

SinU^-f  C— Ä)  «  sio0;siu6Shr3  1  SUiI(HrHc)  ^  Sin  4(6+c—a) 
'  .  '  .  L_  \ 

Sin  \{A-^B-C)  =  j  siniCaH-He)  +  «04(6+^:^) 

^  Sin  i(a-hc-»)    Sin  ((«4.6— €)  ( * 

Die»e  Gleicbongeo  hätte  man  aiipb  aus  dem  ;System  (70)  auf 
Ibnliche  Art  finden  kSnnen,  wie  die  Gleichungen  (73)  aus  dem 
System  (71)  abgeleitet  worden.  Werden  die  Gleichungen  (73)  der 
Reihe  nach  durch  jene  (70)  nnd  die  Gleichungen  (74)  der  Reihe 
nach  durch  jene  (71)  dividirt«  so  folgt: 

(7») 

H'  1 

ff  1 

''*8*^*t*-^>  =  -4CosMSin4^SinicJCo8i(^fÄ+C) 

I  1^  1 

+  C08  i(^+  (>-^)     Cos 4(^  +  C— i£^)  ~  C^sIcST-Ö^')  ^ ' 

^  1 

,  _      1  1  fl 

'  1 

,       ^   L   I 


Digitized  by  Google 


.__L_.   I        „        I  i 

 ^1      _  1   1  j 

.   1  +  ^1  ^  


{.  33. 

Die  Gleichungen  (47)  des  §.20.  geben: 

(47) 

Da  ferner 

 JV^ 

SinJSiniBSinC'"2i/" 

(48)  j;==Vti7^^tgr,tgra; 
so  Ut  auch 

SlD^Sii;gSinC=  ^^^^  «g'^'gntgr.tgr.. 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (56)  mit  einander  muitipHcirt  and 
dabei  auf  die  Gleichung  (13)  Rücksicht  nimmt: 
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,2p  .  V Hfe räim^er:  Das  tpäurisckf  Dreieck 

(7») 


'  6et9l  Map  nun  4ie.  Werth«  aus  (47)  und  (77)  in  die  Gleichungen 
(73),  80  gehen  dieselben  über  in  folgende: 

(79) 

CosJ(a  +  Ä  +  c) 
=  — i^i  V^tgrtgrjtgratgra(ctgri  ^ctgra-|-cfgr«--etgr), 

■ 

SS    i^d  V" tgrtgrj  tgratgrg  (ctgr  +  ctgr«  +  ctgr»  -ctgrj, 

CosÄ(a  +  c-6)  ' 

s=     iffiy  tgrtgri  tgr2tgr8(ctgr  +  ctgrj  +  ctgra— ctgrjt),  ' 

Co8i(a  +  6-c) 

—  V  tgrtgrjtgl^tg  ra  (ctg  r  +  ctg  Ti  +  ctgr»— ctgr») , 

wobei  Bi  m  der  Gleichung  (78)  zu  nehmen  ist»  so  dass  die 
Bweiten  Theiie  als  reine  Pnnctionen  der  Radien  r,  r|,  r^*  r, 
der  dem  Hanpfdreieck  und  seiaen  Nebendreiecken  yinsehriehenen 
Kreise  su  betrachten  sind«  ' ' 

34.  %.* 
Wenn  man  zur  Abkürzung  "  "        *  * 

^=*ctg^+ct^^+ctg^— Ctgft,,  •  I« 

(T  ssctg^jf  ctg^ -hctg^— ctg^, 

tS  ctg  p  +  ctg     +  ctg  ctg , 

aetsty  so  ist  nach  {.22.  (54):  .  i,    :^  . 

tgr  =  iil,   tgr,=:>5J,  tgr^^ii^,   tgr3  =  4D; 

VisrtgTt  tgr^tgra  «  iVjKpißP 
und  die  Gleichungen  (79)  gehen  über  in:  - 


(€) 


I    »'•!  • 
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Cos 4(a  +  6  +  €)  =  - i/^ V^iSiCf  I g  +  j  +  g  -  j 

wobei  der, Werth  voa  aos  'der  Gleiclrans  (13)  und  dteWerthe 
TOHx  ü,  ^,  (t»  D  an«  (c)  aq  nehmeo  sind/  so  dass  die  zweiten 
Theile  lediglich  die  Radien^  9»  Qi»  der  vier  Berdhrungs- 

kreise  enthalten.  Ich  mache  hierbei  aufmerfcsain»  dass  ich«  weil 
die  mit  ,  Ü,  r  9^  'bezeichneten  Functionen  in  if,Qi,Qt,  ^ 
sehr  einfach  gebaut  sind  und  sich  dem^Gedächtniss  mit  Leich- 
tigkeit ^nprägeo,  nicht  immer  siait  derselben  ihre  Werthe  snb- 
stituireo  werde»  Vfw  betrachten  eioeGrvsse  al»  durch  g,  qi,  q^, 
ansgedrOekt»  wenn  sie  aasser  diesen  nur  noch  üi,  k,  l^t  I> 
enthält 

5;  35. 

Den  Gleichnngen  (12)  des  $.  10.  snfolge  ist 

(12)  . 

H  B 
äi„l(fl+6+e)r  *Se,    Sio;(d+e-o)=*SP*''»-':  ^ 

ferner  Ist  aaeb    19.  und  $.  20,:  .  . 

H,  H' 


(32) 


Sin  a  Sie  6  Sine  2//i^ 

(48)        *  =  -^===L==; 

Vtgrtgrjtgrjtgr, 

folglich  nach  dem  Obigen  auch: 
imd 
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tt  CHftrdiuger:  Dia  9pAäri$eke  Drtieck 


und  wenn  man  die  Wertbe  aus  (12)  und  82)  io  die  Gleicbnngen 
(74)  sulMtitiiirt«  «o  gehen  «eibe  ü^r  io  folgende; 


(83) 


8in  \{B  4-  C-^)  P2  -f  tg    ~ ) 

Sie  ÜAJ^  C-B)  :=JM±}Ml±  tsp^^ntSjga) 
.  SiüiiA^B^C)  =  ^^^^^ ^ gl ^jggr-^g^'^ 


$.  36. 

Setst  mao  zor  Abkürzang: 

=tg'-i  +  tgra+tgrä^tgr, 
=  tgr  +  tgrg  +  tgr,  — tgri , 
=tg»-+tgri  +  tgr8— tgrj, 
=  tgr+ tgrj + tgr,  -  tgr« ; 

so  iBt  nach  den  Gleichungen  (56)  des  §.22«  : 

•  ctgp=iiljL,  ctgßi  =  i^i,   ctg^j^  =  4(^^,   clg^a  =  U>i 


oder 


2^2  2  2 


da  feroer  oacfa  dem  Obigen  s 

I 

V* «CB>-s:?4Vtgr  tgri  tgr^tgr, 

lety  so  kann  man  das  System  (83)  des  vorbergehenden  Paragta- 
pben  auch  in  das  folgende  omwaiideln: 
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dart'MtUt  tu  telaen  BetteAuaeea  »um  Kreis.  SS 

ÄiVtgrtgritgrttgrg 

Sin  MB  +      ^)  =  ^^^l  A.  . 


1.1.1  1 


l^^J^^l  1^  » 

\      •  ÄiVtgrtgritgratgr, 

wo  der  Werth  von  //,  aus  der  Gleichung  (78)  za  nehmen  ist 
so   daps  die  zweltcii  Theile  als   reine  Functionen  der  Ra^eT 
r,  nr  ra,  rg  der  iUu^  Uaiiptdreicck  ntid  seinen  drei  Nebewlrweckeil 
umflcbriebeoeo  Kreise  zu  betrachten  sind. 


Die  Gleichungen  (12)  und  (47)  gebe»  mit  Röcksicbt  aaf  Jene 
(13)  und  (48)  unmittelbar: 


V^tgjitgpi  tgpatgg» 
Sin  i(6  +  c— «)  Ä  ^ 


und 
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24  Vnferäinger:  Da»  »pMfUcke  Dreieck 

V  tgrtgr,tgratgr. 


Co8  4(Zf+C-.J)=    -7  feL,,,^, 

•    ,  Vtgrtgrjtgratgra 

Co«i(J+C-J3)=  -p=^^====, 

Vtgrtgritgr»tgr, 

V.tgrtgfitgr^tgrg 

Werden  jetzt  die  Gleichungen  (80)  durch  (85),  dann  auch  die 
üleichuDgeu  (b4>  Uurcb  (86)  der  ittübe  nach  dividirt,  t>o  erhält  mao: 


(86) 


und 


1 

tgi(^+Ä+C) 


(88) 


I 

• 

11  1 

1 

* 

1 

wo  wieder  der  Werth  von  11^  aus  der  (Gleichung  (78)  zu  nehmen 
ist,  80  dass  die  zweiten  Theile  ab  nur  die  Radien  r,T^,  r,, 
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enthaltend  zti  betrachten  »ind.  Wir  bemerken  hier,  dass  das 
System  (88)  auch  aus  dem  vorhergehenden  (87)  ali^clritet  wer- 
den kann,  wenn  man  dieses  auf  das  Polardreitck  arnvendet  und 
dann  mittelst  der  Relationeo  des  16.  znm  Haujitdreieck  zu* 
rückkehrt.  Bezeichnet  man  das,  \\as  aus  i1 ,  1^  "D  für  das 
Polardrcieck  wird,  mit  iV,  Qt',  so  ist  offenbar  mit  Kiick- 
sicht  auf  die  Gleichungen  (53)  des  §,21.:  il'=il4,  »'  =  3^i ,  tf'  =  (?i, 

D'=X>i  aod  V  Ä'^'tf'F' = V  =4 1.  woraus  erhellel^ 

avch  die  Umf^nnung  der  swetteo  Tbelle  des  Gleidraogen- 
Systeilis  (^)  alsdanD  keinen  weiteren  Schwierigkeiten  unterliegt. 

:  . 

Weil  .     '    .  ; 

H  II 

*»▼  *pW  ;  ,    .  >  i 

2  2 

ilt,  so  ist  such 

■.  » 

oisr,  ««an  nso  f(lr  Üg»  ihre  obigen. Werthe  setst: 

Sin  ;(a+  6  +  c)  =  iÄ^Ctgr»  +tgr,+ tgr,  -  tgr),i 
Sin  1(6  +ü-a)  =  SÄiCtgr +tgr, + tgr,  -  tgr,), 
SinU«+<?-r6)  =  ;iri(^gr+tgr|+tgr.-tgr»)/  • 
SinU«+^-c)=  i£r|(tgr-i-«vri4-tgr«-tgr^; 

,  {  ».  ^ 

dsAkt  man  sich  io  den  zweiten  Theilen  dieser  vier  Gleichungon 
statt       denjenigen  Werth  gesetzt,  welcher  aus  der  Gleichung 
{78)  hervorgeht,  so  sind  dieselben'  ^s  veinop  Fnnetlenen'.^sr 
dicai  r,rx9  r^i     sn  betrachten.  ■ 

Weil-'      .     :  - 
1  ►    I    ■  ■  ,  ' 

Gos;(J-|-Bf  C)  ss-'tgr.iP,  Cosi(0-i-Cf il)  s  tgri.£r,  a.  s.  w. 

tgr  =  iÜ,   tgr^  =       u.  s.  w. 

nd 
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30  €nfer4in§tr:  9m  tßäärMk  PrHnJt 

'     (81)  N'^  ^ 


»  •  ♦ 

r 

■  *' 

ist,  80  wird 

a.  «.  W. 

oil«r 

C~l(^  +1»  +  C)  ^^^^^^ 


(90) 


r.^vjt4.r  2(ci6 V  +  ctgfa  +  ctg  p,  -ctgft) 

C«..(Ä+  C~i<)  _ 


Gieictiungen  (79)  ^wefa  (89)  Uni 
die  Gleichungen  (83)  durch  (UO)  der  Reihe  nach  diTldirt,  so  erh&lt 
man  schliesslich  noch  fölgend«  swel  fiyBteme  Von  OleMii«g«ttt< 


(91) 


■1 

-tgy 

-ctgri 

•tgrt 

ctgr+ctßfi+ctgrj- 

-ctgr» 

ctg4(«f  c--*)  »  V  tgr tgri  tgrjlgr, .  tgr+tgr4+  tgr,  ^ i^rf  ' 
ctg i(a+6  - c)  =     V  tg r  tg rj  tgr, tg r,  •  i^r ^rtgi^^ tgr.--lg^  * 


PI«  r  ¥ 
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'  m 


Vlgflg^tg^tg«,  ctgefctgßi+ctgpa— ctg^' 

-  *  • 

Dw  l4tste  System  kum  mch  wieder,  wie  man  sogleicb  eielit, 
an«  dem  VfrbeigeiieB^eB-diurch  den  Del^rgaog  aaf  ilil«*  Polar- 
dreieel^  gefunden  werden;  beide  Systeme  gelien  Itberdiess  mit 
ane  den  GJekJbongen  (76)  iind<7Q  herwer;  wefaüf  Idi 
ItormerfMiam  aiadn^  Die  Gleiefwagen  (70),  (78),  (75)  gelM 
Siniw»  GoekiQS  and  Ootaogente  dnr  'Mm  Bogen 

dttteb  idie  drei  Winkel  A,  B,  C  dee  epIiVfiiNilien  Dreieckes,  (85), 
(80)^  (87)  duiteh  die  Badiea  q,  Qi»  g^  »  ^  der  vier  BerObrnngs- 
kreise  desselben V  (BUSf),  (79),  (91)  dnrcb  die  Radien  t-j ,  r^, 
der  dem  Hanptdreieck  und  seinen  drei  Nebendreiecicen  omseiifie' 
benen.Kr^se.  Die  Gleiebnngen  (74),  (71),  (76)  gebsn.  Siaiui,  Co- 
«inas  and  Tangente  der  vier  Winkel  ^ 

ihlMh  die  ^rei  Seiten  a«  6,     fßS),  (90),  (9^  durch  die.jRadie^ 
ih»  tot  91*  eodiick^),  (86),  (^)  .dnrcb  die  Radien r,r|,r9,fr,p 

Bezeichnet  e  den  sphärischen  Excess,  so  ist  bekanntiicb: 
C«si«  =  Sioi(^  +  Ä+C),  tgie=-ctg«^+Ä  +  C) 

und  die  ersten  der  Gleichungen  (83)  und  (92)  geben  zur  Bestira- 
roung  des  sphärischen  Excesses  ans  den  Berfibrudgsradien 
H>  ds  folgende  bemerkenswerthe  Ausdrücke: 
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28  'ffmf^rdimgßf:  tm  JuMürinii.' 

t 

.5»  39.  1 

Die  ziTciten  Theile  der  Gleichungen  (73),  (75)  und  (76)  kun- 
ned  auf  eine  emfacbere  Fprm  gebracht  werden,  welche  für  tin« 
sere  nach  folgenden  UnteröiiebuDgeii  tmi.  Nalften  sein  wird»  oüd 
mit  diesen  Tninsforniatioiien  wollen  fHr  ans  Jetat  beachftftigen. 

Wir  haben  in  §.  32.  gefnsdeii !   ,  «  ' 

//'*         {  1 

.1  I  .  1'   .  ^ 

•Ii  diasen  Ausdruck  an  ▼«rsinraeheo,  frssen  mb  die  in  derKfin^ 
MT  entiialtea^a,  Ipiieder  paarweise  aesanuM»  nnd  hiingeii  Jede» 
Paar  für  sich  anf  gemeinscballlieheii  Nenher,  'So  erhält  man, 
wenn  man  bedenkt»  dass 

€csi(il-|-^-f  C)  +  CosKi2-f  C-^)s2CosUCiMiU^'|-/Q» 

Cos l(A  +  C—  i5)  +  €os i( J  +  2?- C)  =  2 Cos ;j Cos i(iJ- C)  ' 
ist:  ,  ' ' 

^       2  Cos  1/4  Cos -U^  +  C)   •   ^^2  Cos  M  Cos  l(ß^C)  \ 

Cos i(^+/?+C)Cosi(ß+C--J)     Cos i(^  +  C-i^)Cos  U^-f^-C)  • 
♦  •  .  •  ,  * 

nimmt  man  hier  SCos^J  als  gemeinschalUichen  Factor  heraiui 
Und  stellt  jetat  alles  anf  den  einen  Nenner  —  B^,  so  Isl  der  Zlh- 
tor  des'Bruches: 

CosUii -f  C<~JS)CesKil -f  B-^C)Giisi(J?4  6?) 
4  Cos;(J -I- ^ -f    Cos      +  C— CosU^ — C). 
8etai  man  füir  eine»  AogeDbück: 

«  =  Cos      +  C— 2?)  Cos      + Ä — Q , 
|J  =  Cos  i(^  +  ^  +  C)  CosiCiJ  +  C— 
so  ist  obiger  Z&hier  offenbar  gleich 

(a  +  ß)  Cos  i^Cos  iC—  («— ß)  Sin  ifiSin  SC 
oder  weil  ancb 
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^  =  i  i  Cos  ^  +  Cos     +  C) } , 


folglich 


ist«  gleich 

(Co8^  +  CosÄCosC)Cosi/?Cos^C-Sin^SinC.Sin.l/;Siii;C 
SS  CoBiBCpsiaCoBA  H-  Cos  iRCos  C  — 4Sio  i?SioSiC| 

=  Co8iÄCosiC{2-2Sin«5^~2SiDaiÄ-2Sin2iC|      '  ' 

*     *    *     *  . 

oder  auch  glei,ch  .  ,  . 

Cosi0i€osiC(Gos>4  -I-  Oos  iffCosC- (1  -  Cos^(] — Cos  C)} 

,Cosi^Co«,iC|-l.+  Coszl+(;o6;^,-|-Cos.C|  "  .  . 
:==-CosS£'CfQslClI^6os  J-Gosff^CosC);  ^    •  ' 

mithio  ist 

C0Si(«  +  6  +  c)=-gjj^^jgj;^^^ 

4  Cos  jA  Cos  BCosiCil-Sm^A—Sin  %B  —  Sin  ^  Q 


oder 


Cos;(4  +  6  +  ^)^-sinJSini?SinC 


^^-aCos44Cosi^Cos|C)[l— Cos^  — Pos       Cos  C) 

r.  1/  j_Aj^  ^  1-Sln*i^-Sin»;«— Sin»iC  '  ~ 
C»8.(«  +  6  +  c)=  iStoWSiotSSÜiC — ' 

oder 

1— Cos^-Cosff-CosC 
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1  m  • 

%  ä 

Ebenso  balMo  -wir  in  §.  32.  gefmidcn: 

Ä»«           c   1  1 

 l_   ^  L_  l. 

M  itteb  diesen  Aas^nide  sa  vereiofaeiien,  faseen  wir  wieder  die 
In  den  Klamnem  eptlialteaen.  Glieder  paarw^e  sos^aunen  und 
erbalten  aiif  dieselbe  Art  wie  früher: 

Co«i(il-|-^-hC)CoeUi^-hC^^}    Coei(^-|-t'-jB)Co8;(Z+i?-C) ' 

nimmt  man  aucli  Iiier  wieder  '2Cos.i/i  als  genieiiischaftlichen 
Factor  heraus  und  steift  atsdann  bckfe  Glieder  auf  deo  gemein- 
«chaftliclien  Nenner  — //"^  so  ist,  mit  IW  ibrhüUung  der  Bedeutung 
der  Buchstaben  a  und  ß  der  Zähler  dieses  Bruches  gleich 

{jx^-ß)  Cosi^Cos  ;C— («  +    Än     Sin  »ß 

oder  gleich 

Sin  j5  Sin  CCos  i  ß  Cos  i  C—  (Cos  ^  -f  ^os  l?Ces  C)8lo  Si?SifrlC 
=s  Sin  ififi^io  iCi4Cos>;£  CosnC— Cos      CosßCos  C) 
=  Sin  kB  Sin  iC  i4  Cos«4BCos«SC— 2Co8«M  + 1 

— (2  Co8*tß- l)(2CosnC-- 1)  I 
=  Sin  JÄSin  iC{  2Cos»i^  +  2Co««iC— 2Cos«^4 ) 
SS  2Sin  i^Sin  4C 1 1 -I- Sin  "^iil- SinHß  — Sin  nCI 

oder  aücb  gleicb 

Sin     Sin  l  C{  (1  +  Cos  B)(l  +  Cos  €)— Cos  il^CesBCoi  Cl 
s  SId  IBSin  4Ct  1 — Cos  i< + Cos      Cos  C}; 

mithin  ist: 
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4  Cos  i/<  Sin » i5  Si n  i  C(l  +  Sin  ^ — Sin  «iiB  -  Sin  *i C) 

X  .     ....  ■  '  — 

«der 


das  ist 


-  .  :  1 4-  Sin  -  Sin  « j  jg  -  Sin C 
Cos  t(6  +      a)  s  - — 2Sini^Co«I^C^  

oder  ' 

Co#K*  +  Ä-^a)  =i  ^4i6i„^^Go«.^CQs;C  ^ 

Fasst  man  das  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Par^raphen 
ülerundene  zusammen,  so  ^elangf  man  zu  foli^cenden  zwei  Syste- 
men von  Cleichtins^en ,  welche  mit  jenem  (73)  gleicfabfdeuteod» 
aber  d«t  Form  nach  einfacher  sind: 

tos  .(a  =  4iMi»i>J5SS»ij?  » 


(95) 


VSinii^Sinl^SiniC 

./iL.        X     1  -f  Sin  V,  A — Sin  %H-^S\fi 

Cos  .(6+c-a)  =s — 2Sio;^Cos;^Cos;c —  • 

Cos,(a+d-6)  =      23inigCo8MCosiC  * 

Cos  »(a+6-c)         2si„icCosUCosiÄ  * 

w  .'iV  \        l-Co8^  — CosÄ—CosC 
Cos^Cd+A^«)   4S&I^SliiiÄSiniC^' 

.       l-Cos^CosiP  +  CosC 

Cos.(a-|-e-6)=       4Sio;ßCosUCNS^iC^' * 

^    ,^     ,     ^        l+Cos/l  +  Cos^— CosC 
Cos.(a+6-c)=       4Siii4CCosUCosill  ' 


♦ 

und  wenu  man  ilio  (•leicluiiii^'on  des  Systems  (115)  der  Heihe  o&cii 
durch  die  Gleichungen  des  6ysteina  (70)  dividirt: 

/    *  ./         \    l-^n^iA  -  Sin  »^.^SinSC 
I  ctgi(o+6+c)  =  '  ^gp  » 


(97) 


c»g;(6+c-a)  =  TT  ^T":  » 

Ctg  \{9^e-b)  s=  r-T  2p  # 

c)  = — ;  Tg?  » 


oder  auch: 


(Ö8) 


ctgi(a+*+«)  — —  2Ä'  ' 

C%4(Ä+^«)  =5   -2^7  » 

ctg  K«-!-«!— ^)  =   > — r^g?  • 

.  w  .IL  X  l  +  Cos^  +  Cosß— CosC 
clg  J(fl+^c)  ==   jgi  • 


41. 

Wendet  num  die-  Torhin .  abgeleiteten  Glelcbmigeii  (05)«  (96) 
auf  da«  Polardreiedc  an  und  kehrt  aledano  mit  Znbilfenahme  der 
bekannten  in  f.  16.  an^efiibrten  Relationen,  znm  Haoptdreieek  sn- 
rfick,  80  erbilt  man  mit  |jeiefitigkeit  die  feigende  Grippe  von 
Gleichungen,  welche  mit  ieneo  (74)  gleicbbedentend  aind«  aidi 
jedoch  durch  griiaeere  Eionuibfaelt  vor  denselben  ammeiebnen: 
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99) 

— Cos g '  g  ^-  Cos 6  -I-  CasHe  >    1  4:  Cos g  +  Cos  6  f  Cos  c 
,        ,    2C«i«AoCo8i6Co«ir^^  4Co»ioi^o8i6Coil€ 

_  l-f-  Coswig— Cos «j»  ~  Co8«;c  _  l^  Cosa^C^ab-^Ome 
-■-  Cy«»g-|:Co8«;6^Cpg»lc      i-Cosg^  Cosft-rCosc 

^l—Cosgia  — Cos«;6  4-Cosa;c     1  ~  (os  g  —  Cos  6 -j-  Cos  c 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  rlass  liiere  Gleiciiungen  auch 
ms  jenen  (74)  §.  32.  auf  ftbMlche  Art  entwickelt  werden  konoeu, 
wie  irir  d^a  Gleichungen        aus  jenen  (73)  al^geleitet  haben. 

Werden  jeUt  die  Gieiebuiii^e^  (99)  durdi  jene  (71)  der  Reihe 
Dach  dividirt,  so  gelangt  man  zu  folgendem,  mit  den  Gleichungen 
(76)  gleichbedeutenden  aber  einfacheren  System,  welches  auch 
aas  jenem  (98)  durch  den  Uebergang  auf  dast  Po4ifdfei«ckJber- 
geleitet  werden  kaoas  i-4>  f.".  ^  *.  "  ~ 

«.-1,  ,1,  ,.  .       ,^  Ii  ;  I  '.♦)..  ,..■ 

tgi(4+/?  +  C) 

H-CosSa-Cos»;^rTCos«;i?       lt>|r^tf-CosAiRi^|^c^  j 

tgU^ +  C-iJ) 

_  1  -Co8*4a -I- Cos«l^>^€os*;c >  1- Cos g 4 Cos g-^'Cos i?  ^ 

l-p-Cos!^;a  — Co8«i6-iFCos*ic        1 -Cosa— Cos  6  + Cos« 
Tktal  XXXllL  S 


»  1 
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K  *■ 

«  '  l^eaqj  njitt^/dii«  enifft  «nd  streite  der  Cfte^cti.un^a  (9ö)  ki  

idenäsctieo  r=='t*  elamal  addirt«  dann  auch^'äayon  suttrabirt  ond 
eich  dabei  an  die  gonioHetrU^h^fi'  Pnnuela 

erinoi^rt^  <d  emll! 'San 'sofort  folgen dTe  vier  Gfeicb'^ungen: 

2Coe«i(Ä  +  6  +  c) 


2Sin2i(a  +  6-|-ß) 
• '  1^- Sin«M-  Sin  2] g- Sih^! Ü4  l.Sin  jA Cos ; Btoa '  " 

Erinnert  man  sich  an  die  ^oniometrischeii  Fünneln: 

w 

=  4Sint(;r-f^+x)3iBl(3,^^ir)SinKj:+x-^)Sio;^^^ 

l^€W^*^€Aa^äH^Co«^-2^^^^  ^       >  i  i  _ 

=  — 4Co8.Kd7+^+z)Cosi(^+2-a:)CosUj;+s-«)Co8i(a:+«-x), 

l-k(Joa^-^CopV"-Co8»xf+2Co^p«ipo^yCo^      ,         ,  i 
=:    4  äin  i(ar-hf  f  2)Sin  ii^+f—jp)  Cos  i(«+^y)Cos 

1 + Cos^a:  -  Co8»tf — Cos«* — 2  Cos  a:  Cos  «  Cos  s 
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ferner  dann  auch: 

(101) 

>< Sin  { 450  —      4-  C -  If) j Sin  145«-- +  i? I , 

;  . ,      ==  ;  4^008  { 46« -      +^  +  C) !  Sin  1 4«ö  ^  }(Ä  +  C- -4)} 
 tgl45(»^i(^  +  Ä+C)r 

 -      :  >•  i  v;!"-/! 

SS    4Sin  14'»'»—      +  I  Co^l.45?r-^i(i5if  ii— I 


1  +  Sin«_i^  —  Sirv^iß — Sin«'  C+ 2 Sin|^  Cos  i  ß  Cos  i  C 

XCüs[iij^-l(A  [  C  — i?jlCo«l46<'— +  £  — C)| 

iv-,  4G^f  v'"'  : 

-€tgl4ÖO-4(^+ c~^)r 

'  XlSin {450— iU  +  C~  ß)  I  Sin  ( 460- +       C) I 
:  '  4^«  —(y-  \ 

3* 
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* 

^fJ,^fßr4in9trL  0üs  ßpMrJsc^e  Dreieck 


und  wenn  mmn  diese  Werth«  In  die  obigem  Gleiffta^  iwlb- 
fltitBir^  aiedaoii  dnieh  3  dividirt  und  die  Qoadratwursel  anasiehl^ 
eo  mwetiddlir  älcli^lesellieir  Iii'  folgeede»  ^ 


(g)               .  .  ■  ' 

Cos  4(a4-  ö  +  c)     .       _       —      _        —  , 

^  T     ^-«D  \  ASüik iÄSioÄCtg (45« -  Ä+Ol ' 

VSin UCo«ii?Co6 i C ctg 1 45« C-^) I  _^ 

Slli;(6  +©-«)  =                                ^  ; 

worin  die  RadicalgriJsseu  F'  und  f?'  mit  positiven  Vorzeichf^n  zii 

'Dehmeh  sind.   Hieraut»  ergeben  sich  nun  ioigeatie  zwei  Systen&e 


:..  y 7?**» «'^.^»o iÄ6m i CtgU5«;T7^(^|/^+Cit_'j 


CosKe-f-e-A)  =  Tr^.  ^*  -         -  s 


!# 


VSiniCCosi^Co8ii?ctgl45»— C)f  ' 

'  *  *  -  (1Ö3)"       *  =  • 

Sie |(a  +        =      -    ^   '  ^   , 

V«SiD  U  Sin  Cctg<  4ÖO-i( 

Sin 4(6  +c— fl)  =  -7^  ■  ■   „^.1  — - — _____ . 

V^S'm  i  J  Cqs .  ß  Co«  l  Ctg  145«  -  ^(/H  C-.^)  j;  j 
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dargesteill  in  ainen  Beziehungen  %um  Kreit,  37 

mid  dorch  Divbioo^  wenn  mMi 

(1(M) 


■etit« 


ao6) 


\ 

tgiC+*-*)=  ,g,45._.(^+£_C),» 

b  weldiea  letitart?  CldctoneD  4te  aymmijttfawlw  •WtHfcllgrgw^ 
1/  ebenralU  mK  ponitSve»  VonddiM  n  •ebmeo  M.  Wetdra 
dieaelbea  mit  einander  oiullipncirt  and  aebt  aaa  dabei  i 

•  ♦  ;  »  * •  ri 

•  *    l    *      .  ~^       •  • 

(1Ü6) 

A«    tgU«     +  c)tg  W  fc-«)  tgl(a+ c-6)^l(«+»-0 
■0  folgt:  .  , 

(107)  .    Zit='-tg|45«-.K^+^+C)l,  ,^ 

and  dorch  Verbindung  diesec  nut  der  ersten  in  (106): 


(108)  L'  = 


tgi(a  +  6.+  c) 


I 


Die  erete  dieser  beiden  Gleielmiigen  gibt  die  symmetrisebe  md 
stets  eis  positiv  su  nehmende  RsdicalgrOsse  aus^rfieitt 
dnMilb:die.  diei  Witabel«  die  sweite  .gibt  die  symmetrisehe  wid  stets 
als  positiv  su  nefimendft  Bsdicalgvtose-J^^  ewigedtflidit' durch  die 
drei  Seiten.  Wenn  man  bedenkt,  dass  _tgt45<>— l(/l-|-i9-|-0) 
=  tg{ei8t,  ersiebt  man,  dsss  die  Üleij^ung  (107)  von  der  Formel 
Lbailier's  zur  Berechnung  des  spSriscbeo  Egceysi  nif^  vet-^ 
sdiieden'  ist«  denn  sie  geht  alsdann  fiber  in :  *  ' 


•  '  ^  (109) 

tgitä^VtgK«+H«)*gW+«-«)igi(«+c-*)tgl(«+Ä-c). 


■  »  ' 
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38  VnferdiMüen,       fphärif^he,  Dreiick  ... 

* 

schreiben: 


2  Cos    Cos  ^6  Cos  Ic 
1  -^  Cös^ia— Go»«|6-T-Ces«'c. 


ond  wenn  ni;in  diese  zu  der  identisqhen  Icsl  einmal  i^ildirt  und 
einmal  davon  abzieiit  und  bedenkt,  dass  \  . 

I  +  Cosar  =  2  Cos«^^  1— Gm^  8j|mV 
ist,  so  ergöbea  sich  foIg(e;ide  vier  Gleichungen: 

/J'^f^v  »  -l-;»*Qoa^>>n€<»s«.i&>-Cos^|c~2CoalgC<Mii^Coiltf  ■ 

2  Sin«t  iS*» — i(4  +  Ä  +  C) 
^    1— Cos^aa  —  Cos«i6 — Co8»ic4-2'Gos  ;«  Cos  i  6  Cos  ic 

—  _  l^+Cos^o— Cos«] b  - Cos^i c — 2 Cos 4c Sin 46 Sin \e 

f)  "'  Au  ^.ht':-^f/r..  '  >  2CAs  jaiSiAi6Sin40^^      "       i  ' 

Oari^h, dif t»kte  Anvrenduni,'  der  gonkrmetrisch«n  Transformati 


I  ■  f ' 


C,»  =  Cos  j(a-f  i  -f  c)  Cos  J(*  +  c-t«)  Co8i(o  +  e  -  6;  Cosl(a  -f  6 — e) 
»ete»,  wsjiitBii^Blfl  jich.  die  obken  »ie^  Zftbler.^er  p«Uie.nfck  (b. 
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* 


46?i«, 

dii(i  +  l+e)Ägi(A+e-i)' 

denkt  man  »ich  diese  vfer  W^rtJie  in  die  obigen  vier  Gleichaogen 
mbstitairt,  aUdattn  durch  2  dividirfc  und  allenthalbeo  die  Quadrat* 

'  • '  \     '  >   "  *  ' 

*   >  • 

V  cosia  p98  .^6  cps^c. 


co»^»ib46sbjceteU4i4^-|-c}ctgK6^a; 

F 

in  «dchen  vier  Gleichnngen»  ff  wie  in  den  folgendeD»  die  «ym- 
netrischen  KadicalgrtMBseo  Fif.^^nSlt  poeitiTem  Vorzeichen  in 
oebmeo  sind.  Aue  dieeen  ergeben  eich  eofert  folgende  iwei 
Systeme: 

(III) 


g. 

VCw'tcSiniaSia;»c4U«-i-*-l-«)ctB4(a-l-«  c) 
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40*  ^ftrdinger:  Dm  ipMriwke  Dr$i€^ 

aad  . ,  ^ ' 


t  .1. 


VCw  la Sin  i6  Sin  ic  tg  4  (o,  ^  6  +  c)  tg  4  (6  -f  c  —  a> ' 

■    Sln|45»-lCJ  +  C-Ä)|         .  ..  ..  .  .  . 


V  Cos  ic  SiD     ^ui  46  tg  i(a  +  6  +  c)  tg  i  (a    6  —  «)  * 

•  ■  ""  '  ,  - 

vdd.aiirA  l^iTifioQ.  wenn  m«n  I^pdenkt,  d^a  *  ' 


18t: 


1  -  »  . . 


• 


1(113)  ' 

tg  1 -  i  ^  Q I  ~  _  , 

*\  V    ^  ^        ^*        ^&i(a  +  6+c)tg4j:«+ij-:r6)' 

^       *  :teKM»*+.<4tgl(a  +  Ä-c)- 

Wir  haben  die  Gleichungen  (111)  nna  (11S8)  m  j«iieft  (99) 
direkt  abgeleitet;  die  können  jedocb  ^aoeb        d#ii  •  Glelfehnngeift 
(102)  nrul  (JÜ3)  durch  den  üebergans?  auf  djis  Polardreieck 
folgert  worffen  ;  auf  .dieselbe  Art  geht  das  System  (113)  ««•  ieoftm 
(105)  hervor.   Das  System  (113)  folgt  öberdieff  an«  jenam  (106) 
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•inlboher  dadurch,  dasiman  in  letzfe^em  stittt  ^''seinen 
Werth  aus  (108)  »ol^ti.^irt  md  diu  W4iiUI(uoct|<»iMD ,  aJsdann 
daimiw  bMÜomit. 

und 

so  geben  die  erateo  der  Gleichungen  (III)»  (U3)  aych: 

*  •  * 

^  4/" C08  Uq-h6-|-c)Coe  UHc-a)Cee  Ug-fg-Wogl(h^6»»c»'  •/ 
— If  ;  gee;aGoe;6Cosiü  * 


4/  Sin  ;(a+64c)Sin \(b^c-a) Si^^U«+^^-^)«n Uc-f 

Die  »weite  dieser  Gleichungen  folj^  auch  unmittelbar  au6  diff " 
ersten  und  umgekehrt,  durch  Anwehdung  der  allgenlke^ien  g<iuf6^'^' 
metrischen  Formel: 

SS  Sinl(»4y+49ltl|(y•fi^)SiBi(»•ft-^SiftlU»^-y-4 

+  Cos  J(:r +y+z)  Cos  i(y +1— a:)  Cos  i(j:+z— y)  Cos     +y— 1) » 

welche  mai^  doreh  Ad^Üen  der  mten^nnd  swe^teu  der  (jjlei<^on-  , 
gen  (e)  erfaklt   Indem  man  x^la,  y^lb^  iss»!?  «eUt*  geht 
dieselbe  Uber  in  « 

oder      *  '  .  it'i-..u. ! 


1  = 


Coe;eC<M;6Cosic    Ci^Cisl6C^  "  + 


Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  die  Gleichungen  (105) 
und  (113)  «egerk  ihrer  Einfachheit  urnl  logarithmischen  Form  auch 
verwendet  werden  können  zur  Berechnung  der  drei  Seiten  ai|S 
den  drei  Winkein,  oder  umgekehrt  der  drei  Winkel  aus  den  drei 
Seiten.   Hat  man  einmal  aas  dar  i  Tafel  ,  die  vier  Logarlühmeu 
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Ii  M 


—      •jj    II  l  !.  I 


4)  I.  iJmJ(ffätH$ß€^.siMmMt4ti9€i^  iffMiti€*.^-S 

Ig  tgi  450-        +  C-  ^)  U  ig  tg  U«  +  <J  ~  6)  »,i,y/, 

lgtg{460-l(/<+^-(C)}  jgtg^i(«  +  *-«) 

eDtDommeD,  so  ünUet  map  mit  Leichtigkeit:  |^^^^ 
«+&+^c  =  x^  .  o4er  y  +  ^+C=:  j<|.f 

o  =  ;(^-|-  y)«    oder    -4  =       +  vj, 

Multipji^yl  jlH^fi^.di?  .zweite  dei  GleichMPgCJi'  (P^  Coa^ji, 
•o  bat  mao    .    _  %    «    ■   m     h  « 

CoiiiaSio4(Ä+C~^) 

beseichoet  man  mit  B,  C  die  drei  Wnikel  des  Sehnendreiecks, 
welches  dem  aphürifefdhin^Dreied^  4i^C  önteptitht,  so  iat  be- 
luwDÜicb  r.tbt* 

Sinn^iSin^jc— Sin*;« 

ICo8A=  C<J»iflSi>iit(/?+C*-«-4)  im4.«ll^|m  . •  ;  J)  f>  II 
Co8B=^tiMlb^l(JfC'TjB)f     ,      .......  , 
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ergetzt  man  hieiio  Co«;«,  €o«;f4;.C«sic  dqreh^ihre  dl»  Winkel 
A,  B,  C  enthaltenden  bekannten  Werth»,  und  fährt  zugleich  sor 
Vereinr'aöhiilA^  darch  die  6erafiön         ((Ü  f  B 4      <&e  J^lflr') 
gr^isse     e(ik>,  ee  eihMtnmD^' '  -  , 

\._  ,  ,  ■  . .  .-  


irill  man  8^tt.^  .)i^^ff  jd^,  ftpl^ri^plien.  JE^QifS  c  0io£ül^ren,  so 
ist  bekanntlich; 


117)  <  CoeBiBBC;oii;(ft€|i«k(il-^|^4        m>  V/;''»^^^--^ 

oder  s'! -V. ;...') ./A  -  '  -  \  - 

(118)  i  coitfii<i^(i^-iio\r^^        •  • 

CoaÜ-.e0S(C-..*)\  SSRasTn'Ä  


Diese  F'ocmcfn  dienen  z^r  Berechnung  Winkel jd^s  Seil- 
nendreieuces  aus  den  Winkeln  des  ^spKärischen  Dpeiecjkefl^/  '^^^f,  ^ 
Grunert  bat  in  seiner  Abhandlung:  ,,Da8  sptiäristshe  Drei- 
eck mit  seinem  Seh nen dr e i et^k  verglichen»  mit  be- 
sonderer  ßücksichl  aiir  Geodl^M*^«  (3.  Arci^UfTheil 
XXV.  p.  197.)  obenfalls  Pbrmelo  zur  Lusung  dieser  Aufgabe  aaf- 

geStellt  und  «war  foigmrt^:;:  jj;.}.>  i.jf,  y;!-  j.i  ...o.:: 
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44  ünferdiHper:  Dt»  ipkärUtUe  Drtl^k  ' 

.  .    ■■  '       '   ■  ■     ,  ■      ■  . 

S\nBCo»(S  ^ ßy-^SmCCosiS-Q—SinA  Cqs{S—A)  ' 

1^08  D  SS  '  '       ■ '     ' '    1™'  ' .  *       "  ■— " ' '     j  '         ■      I    "  ■  p 

2V  Sin  .4  Sin  CCos  (Ä  —  ^)  Cos  (5  -  C) 

vod  et  ftllt  nidit  jlicht  schwer,  dvrcli  eine  eiofacbe  Tran^oitna- 
tion  diese  Formeln  auf  die  uqserigen  zn  reduciren,  wte4iiei  dieser 
Gelegenheit  im  Folgeoden  gescbeben  soll.  Es  ist 

Sin  Ä  =  Sin Cos  (S -  C)  +  Cos  (5^  ^)  Sin  (S—  C) ;   i m u- 

multiplicirt  man  die  erste  Gleicliqng  mit  Cos('S-r-C),  die  swelte 
mit  Co8(5 — B)f  addirt  dann  beide  und  ziebt  fon  der  Summe 
beiderseits  SinACosiS^A)  ab,  so  betf  matir«  >  j  <  :  i 

Sin  ilGos       B)^  Sin  eOee  (JS    e>«-'8»n'ii  to8(S^A} 

=  2Sio(iS— J)Cos(S- J?)Cos(i$-  C)  r.i.. 

4Cös(S— il)}  Sin(S— Ä)Cos(5--Q+Cos(S-^Sin(S-e)  -5inil|; 

r . •••  ■    /    j  ' 

weil  aber  .  .  ^  ^ 

f 

Sinil  a  Si«(S— Ä)Co#(5^  C)  +  Cos  (Ä-Ä)Siii{S  - 1)   ^ , . 

-     ,   .  .  tt  '.i.  ^      '  ■  »  * 

Ist,  so  ist  das  letzte  Glied  der  f^ull  gleicb,  mlüiiii  - 

Sin  B  Cm  CS-^        Sin  t?CMr(S  -  C)  -Sin  4  Coe^^-^i) 

=  2  Sin  (.S— il)  Cos  {S—  B)  Cos  (5—  C) ; 

setkt  ünan  "diesen  W^rtb  in' 4ie  erste  <|Wr  *  ofiigeW  ^leiehon 
untt  kSirjiC so  v|el  als 'mögÜQh       so  wird!  * 


und  dieas  ist  die  erste  der  Gleiebangen  :(]I^;  J"^         ' '  '  ^  > 
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ämtmtelU  H  Mint»  tü^ekmatm  um  iirti$, 

m 

M<    £  I..  .»  i.  i  »,  li  i'/  <')  •'•  I  - 1«   •      i'i^'l    -  ■•  «.'.,,»1  •  -«'.l 

I        i,  •     •    •  t 

:   ■     «,     ♦      '   :  .Ml»;    .  .  /  t    ;i  .1 

§.  45. 

Beseicbn^  O  (TaP.  |.  Fig.  1.)  deo  Mittelpunkt  des  djjni,  ^reie^f^ 
yffiC  m^sycbrieb^nen  KreUes  und, wir  siehea  die  fppäri«chep  6%- 
dien  OÄ^  pSf^pCl,  «o  efit^jteiien  um  dep  Punkt  O  drei  a|i  ein- 
ander liegende«  zusammen  360**  ausmachende  Winkel  BOC,  AOC, 
AGB»  diese  sollen  jetzt  be8tinirat  irerden.  Die  Winkel,  W9\iphf 
die  epb&riscben  t^adien  mit  drei  iSeiteo  einsciiliessen,  sind  paar- 
«reise  einander  gleich  aodztrarieit  'Weiiii  .&lmierlialb  den  Dreieck« 

ii,=i(^+C-;<l>,  rt=s.i(^.f,C-/^i.  ti;x=5W,.+Ä-C)f 

und  neun  O  auase^t^alb  des  Dreiecks  und  dem  Winkel  A  gegen- 
uuer  hegt: 

so  (^a«s  —  «1  an  die  Stelle  yon  v,  tritt.    Zi^fat  mah  das 

sphärische  Perpendikei  0/>»  so  ist  Iii  beiden  FÜlen 

Cos.ßOD  =■  Ca&ßD.  Sinti}  =:Co£«aiSiü  Ui , 

Well  liffepbsr  ^^0/)=:lZ^OC: 


.  .i{  .  jCo8|^OC:=  CosiaSiniii,  und  ebenso:-    .  ;  ■ 

setst  man  hierin  für  ti|,  Vi,       Ihre  obigen  Wertbe»  «o  eriiUt 

1,  wenn  O  innerhalb  des  Dreiecks, |iegt; 


'  tU9);      )  qpsi^OC=Cosi6SinU^-|*C— 


t  1 


rergielcbt  SM«      z^wtiltea  Vl|fli|e  <diMe#  €Hi«icbingeo'  ?iiiit  jcMli 
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V. 


Lief^  O  ausserhalb  des  Dreiecks  und  dem  Winkel  A  gegenOber« 
8ü  tritt  an  die  erste  der  drei  obigen  Gleichungeo  die  folgende: 

'\vKhrertd  die  beiden  anderen  ui^igeJindert  bleiben.  Verläni»ert  mjan 
<J^s  Perpendikel  OD  über  O  nach  />' ,  so  ist  ^ßOD'  gleich 
.^er  Hallte  des  aussprengen  den  ^Vinkels  ÄOC  upd  C08BO& 
z=^^J.'CoßBO$:  '  ^ersteht  mäh  älAo  unter  ^ BOC  in  diesem  Ffijle 
ä^iiVnli.a^rrrigeii'den  Winkel,  io  ist'Wt^  frdhei^:;        '  '  ' !; 

:  1- 

mithin  auch  in  diesem  Fall: 

-ii*>.' .  »  '  ■  »'  -5  >J  .  .  ,  /.  V  O  b»ni 
fasst  man  heides  snaammen,  so  ergibt  eich  folgender         1  ••  *• 

^  i  Verbindet  man  den  Dl ittelpun kt  des  einem  sphäi^i- 
sehen  Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreises  mit  den 
drei  Ecken,  so  entstehen  um  diesen  Punkt  drei  neben 
einander  liejjende,  zusammen  360^  ausma-chfende  Win- 
kel, deren  Schenkel  paarweise  auf  den  Endpunkt  der 
Seiten  a,  6,  c  aulstelien.  Diese  drei  VVinkel  sind  der 
Reihe  nach  doppelt  s»  gross-  uls  dtd ' Wi nk el  A,  B,  C 
des  dem  Dreieck  ^i^C entsp^echende^^^phn^endreiecks« 


^.•**r  :*.  .v^ -4.1  > 


,  ,     ■  I     '     ■  '         '      .  •  ■•  ^ 

Bezeichnet  Oj  (Taf.  I.  Fig.  2.)  den  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck 
ABC  eingescbneberteA  Kre*s^g  und  man  zieht'  OiDi  }_  BC, 
Ü^Ei±AC,  OiFilAB,  so  entstehen  gm  den  Pifnkt  O,  |drei 
an  einander  liegende,  zusammen  360^  ausmachende  Wipkel  Ei  ö^)^,, 
DiÜ^Fi,  DiÖißi^  ^i^ht  ttair: den.  bpliflM^B  Bogen  AO^,  so 
wird  dnreb  denselben  der  Winkel  E^OiFi  balbirt.  Da  nun  in 
iw»iT4iditviiiiiEett((ei»llkeled»:il  Ei  JCmitOtE^  ik:  Dm  A^jSlX?lA 
and  bekaontlicb  AE  gleich  i(6  +  c— a)  ist,  so  hÜlttlaM  «((  ^0  «* 

(121))  -  '       i A  OiF^  ^  Siii)||JIQ|>8  |(a  -f  c  W6)t  >  ^  ^ 
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'"  ?'..'B*f5eJrWn«ii  A','        C<  ^fie  Wrnkel  des  <lem  Polardreietk 
AUC  erits-prechendi^  Sehnend reiecks,  so  int  naeh 'dkiviGkloHilii- 
geii  (115)  CosA'  =  Cosi«'Sm;(/?V+C'-r^')  o(fer)  iwt  Hilfe  dör 
bekannten,  in  §.  16.  aiil^eltihrteti  Relationen  zwischen  den  leiten 
iBria  Wiukeln  des  «aupt-  und  Potardrereclfs ; *  '  ' ' 

■:ri2SÜ''  V'  ^  I  qosB^zi^  Sin m  Co^iCa  +  c  -Ä),    V        .  '\  '\ 
II  r  1»>F'  Ulli:  ;il ')  .^iitii*«  . n  f'i  •  ^>  •      K '»}»,?  »-5 

vergleicht  man  ^ie  2\veiteu  .TUeiie,  dieser  (jleichuneen  mit  jenen 
IQ  (1:^1).  so.  folgt:,       !  .  .  .         .  , 

n  ii   ti    ij  e  fi 

.  <'    '<  '  ■  1  f» i<  ,•  >  -j  n  i;  5 1      '  '    "    !         '   >         ;  •!  I     j  >.'»>.iMi/i 

*  F^Sllit  roan  vpii)  i^it^^  spli^r^sclie'h 
]6^f^eck  A^Ö  ein^eschrit^'beh en  Kreiisea  lauf,  dte,  dr#i 
Seiten  j^^erpeMi'^ei, '  so  eptstehen  um  «diesen  Pvnii^ 
[&fi  eioaiijder  lijegende.'  zusamipen  .360^  ausma- 
che nile  w't  nie  VelcVe  ier  RciVe  iiacli  den  G^clceo 
4ii  ßßvf!  ^Pnnf}^)^,fi'^  ^irie^ei|S7^j^««,e  illRe^V Winkel  «sind 
4i^jr  ;fteiJi,o  nach.  dp^pelt^V!  «T.fl«-^  ^ ^  t <l U».W.i|k,M>«A?r 
B!,,0'  des^. d,em.^<^J\iif^r,^MJl*i^*ft.4^>PÄljPPW*«A*W 
^«i'lfl^A4J^AUpAl^<«o 

A  IMei)aydHdisii|^%dildbiriPtfragi^aplil)DiiMd'«(^  HyMtblAlMlftll 
fiMeiil%cnp  (gurtduft^iv'  wel«b^  <M8^  »af  * Ai^Mr«  »^mi»''  IMM 
werd€tti»"dlai  «eldetlllfell«  urtie  it«lijlfetJirtiA||4^.iybiniliVili»fe  ittlbldM 
und  verdienen,  «od  nn«  dann  ancb  in  den  Stand  eetaien^  werden, 
die  eben  nnf  nnalytieehem  Wesg  gefundenen  Wahrheiten  doieh 
i^illelMishtani^aft9r»lii|a»l»iMweMftn»'>*u-.  -!> 

-ji/  »'^«i       iwwn. »» Iii;»*'»,;  li'»  ■     'II"'!:     .'I  ..»p</)  I  .j'i'«^ 

47.  .li'^:;  !>.•*• 

Zum  Verständniss  des  Folgenden  ist  nothwendig  die  Be- 
merkoDg  vorauszuschicken  und  fei^tzubalten,  dass  die  Figuren 
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;48  -  VHf4nHm§^  .§m^pmumA€.^im$€ä\\ 

Taf.  I.  F?!?.  I.  und  2.  eich  stets    auf  ein  und  dasselbe  primitive 
«phärwche  Dreieck  ABC  beziehen.     AUC  ist  ()as  ^ebnendreiafijs 
deaBeihtn  tmd  A'B'C*  das  S^hneiidfetecJ^^iiies  Pelardreieck«»j 
II-  ','  •    r-  .  -  •    ,         •  :  .  /.-.i 

Denken  «rir  uns  .zuofi^phSnachea  Dreieck  dBC  iin4  ^feklCfM 

Polardreieck  A'B'C  die  entsprechenden  kurperliclMÜ  Eekcn^ 
welche  Ihre  SebcHel-lfll  fihgieibittdiHHiki^fairiieD«  aod  iteben  wfr 
diireb  den  Mitielji^iikt  ,0|,.de^.4em,^sp|(&cM^  einee- 
sehriebenen  Kreieee  einen  Kugelridine.*  I)a  die  -ganten 
breche  auf  den:  Seit«»:  der  -  H*ii|iteiBke  aelilNrecht  stehen  and  da 
der  ^ {[genannte  Kugelrpdiiis  jpiit  .den  Seiten  der  flaiipteef[e  gleich« 

*1^jilket''ein6€h11esst*  "welche  darcti 'den  spbSrlschen  Kadiu^  q  ge< 
messen  werden«  so  sind  auch  die  Winkel »  welche "älesek*  fläigel* 

;n|df]if.  mi\  d^p'Kai^tpn'  d«r  Polarecke  eipsf^fi^t^ieiran^r^^cli 
und  Bwar  offenbar  gleiidi  00®  4- Verlängern  wir  den  doreh  Of 
gelieitoen  Kdgeltedins  bis  er  d^e  t^bgelMche  nA«  kvMtai>Male 
schneidet,  so  schliesst  diese  Verlingerang  mit  den  Kanten  der 
Polarecke  ebenfalls  gleiche  Wtniifd  ein»  welch«  dorch  d«n  Bogen 
Wr^4f-9^Wftgk  werde«.;  . Jl2tt;i|i|«i;ucb  {.  21.dtt..fittan^«  der 
Radien  des  einem  sphärischen  Dreieck  eingeschrie- 
benen und  des  seinem  Polardreiswk  «hibehV Ivb« lieft 
Kreises  gleicht  oder  gleich  einem Haoptqvadranten» 
als«  00**— 9  =  8f>  Ut^ dieser  ^«ite  Darcbschnitt  «ffeobar 

der, Mittelpunkt  des  dem  i^olaj'dreieck  umschriebenen  Kreises,  und 
!wir|  sehen  daraus,  dass  ^er^Mitteipunkt  des  einem  sphä.- 

f' iscb^n  Dreieck  eingescriebenen  und  des  se'^nem. t*o* 
ardreiieclc  umschriebenen  Kreises  um  180^  oder  um  ei- 
ne« kalbep  £(a np't kr/eis. ^von  eiiian4er,e ntferot'^ind« '  . 

Da  ferner  der  durch  den  Mittelpunkt  eines  auf  der  Kugel  lie- 
genden Kreibes  xum  Kugelmittelpunkt  ee/.ugene  Radius  auf  der 
Ehe fre  dieses  Kreises  immer  senkrecht  steht,  so  ist  die  Ebene 
des  einem  s  p  h  ärisc  h  en  D  reieck  ein  £»eschriebenen  fCrei- 
fl^p..»,tet8  p araifel.  ivit  der  ßbiene  deu  dem  Holardreteck 
m^ijiChrie  benen  K^e^es  und  ihr  sphsirischer  Abstand 
ii^ti;QOPs  t;^pt  und  gleicil  eio,em  Uaupjt^adraDteo  *).!  / 

..Itdj*'.-   '5    \;        I  '-.          ;    >'i      .    ■•»;  i.    U;.  'iU    Im.'    ,  IMJ'».    .    /    i'  I 

*)  Ich  •iig:e  flusdnirlilirb.  ihr  apliäri  a  eher ,   aLo  auf  tter  Kii^t-I 
gemessener  Abstand  i«it  cunstant,  denn  ihr  verUküler  Ahstand  ist  gleidi 
.  Sin  () )  folglich  mit  dein  Radius  de«  eingetchriebMeo  Kreises  Ter- 
änderlicb* 


Digitized  by  Google 


4 


fi.  4& 

Da  die  Kanten  der  Polarecke  auf  den  Selten  der  Hauptecke 
senkrecht  stehen,  so  stehen  auch  alle  Ebenen  auf  denselben  der 
Reihe  nach  senkrecht,  welche  durch  diese  Kanten  gehen ;  mithin 
stehen  ditf  durch  die  Kanten  der  Polarecke  und  durch  den  xum 
Pkvktft  'Ol  gezogenen  Kngelradin«  gelegten  Ebenen  der  Reihe 
Mcb  auf  den  Seiten  der  HMptecke  Moltrecbt,  «ad  dieee  eind 
oicnbar  diejeni^^en  Ebenen ,  in  weichen  die  sphSriiehen  Hanpt- 
hegen  OiDi,  0,£, ,  0)F|  liegen;  man  foinn  daher  mit  RM*  , 
Mkt  auf  neben  eben  Gesagten  den  Sats  anretelleni  Die  wom 
Hitteipnnkte  Oi  den  einem  spfcftrincben  Oreieclc  ABC 
eingencbriebenen  Kreisen  auf  die  Seiten  dennelben  ge< 
fiUten  Perpendiicel  OiA«  ^i^i»  U^htn  gebOrIg 

▼erUngert  durch  die  Eclten  A',  B',  C  des  Polnrdrei- 
ncken  und  haben  den  Mittelpunkt  des  dem  Peiardrei* 
eck  umschriebenen  Kreisen  snm  gemeinncbaftiicben 
Durebsehnitt 

{.  49. 

Der  dem  sphXrIseben  Drdecke  umschriebene  Kreis  liegt  fn 

der  Ebene  seines  Sehneodreiedces  und  ist  auch  der  umschrie* 
bene  Kreis  des  letztern.  Verbindet  man  den  Pankt  O  (Taf.  1.  Fig.  ].) 
mit  dem  Kugelmittelpunkt,  so  steht  diese  Linie  auf  der  Ebene 
des  Kreises  senkrecht,  und  der  Punkt,  in  welchem  sie  diese 
Ebene  sclyieidet,  ist  der  Mittelpunkt  O  die^^rs  Kreises  In  dieser 
Ebene.  Zieht  man  nun  die  Radien  OA,  OB,  OC,  so  entstehen 
um  den  Punkt  O  drei  an  einander  liegende  Winkel  BOC,  AOC, 
AOB,  deren  Summe  360'*  ausmacht,  und  man  überzeugt  sich  leicht 
aus  der  Betrachtung  der  FlL'ur,  dass  immer,  O  mag  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  l>roieckes  liegen.  ^B0C  =  *2A,  ^AOC  — ^?B, 
^AOB™20  ist.  Legt  man  durch  )len  Punkt  O  eine  die  Kugel  ^ 
tanglrende  Ehene,  so  ist  diese  offenbar  mit  der  Ebene  de«»  Drei- 
eckes ABC  parallel.  Zieht  man  an  die  .sphärischen  Radien  OA, 
OB,  OC  Tangenten,  so  liegen  diese  Tangenten  in  der  genann- 
ten Berührungsebene,  und  die  zwischen  ihnen  liegenden  \\iiikel 
sind  den  sphärischen  Winkeln  BOC,  AOCy  AOB  der  lUihe 
nach  gleich.  Da  nun  diese  Tangenten  mit  den  Radien  OA,  ÜB, 
OC  der  Reihe  nach'  parallel  sind,  so  ist 

^BOC^Z^mC,  ^JOC= ^AOC,  ZAOB=^Z£LO)ii 

mitbin  ancbi 

(121))    ^Ä0C=2A.  ^i40C=2ß,  ^^0Ä=2C; 


Digitized  by  Google 


i  nferäinger:   f)m  spUdimhe  DreiecM 


wobei  für  ^BüC,  ^  AOC,  ^  AOB  immer  di«»  ;in  einander 
liegenden,  zusammen  360"  ausmachenden  Winkel  zu  nehmen  sind, 
wodurch  al^o  der  oben  aui^eführte  er^te  Lehrsatz  auch  «syn- 
thetisch bewiesen  ist  '  '  ' 

•  '  ■  .•  ■  .  •  . 

j.  ea 

Legen  wir  durch  den  Punkt  (Taf.L  Fig.  2  ),  den  Mit|»l- 
jwnLt  des  dem  Uauptdreiecke  ABC  eingeschrieUenen  Kreiset^ 
eine  die  Kugel  berührende  Ebene,  so  vgk  i)ie«e  80Huhl  mit  der 
Eb  ene  des  dem  Dreiecke  eingesciuriebeneo,  als  de»;  seinem  Polar- 
drei<»f  ke  nmschriebenen  Kreises  parallel.  Zieht  man  durch  4e« 
Punkt  O,  an  die  sphärit^cheif  Boge?  OtZ)i,  Oj^Bi*  .O^S'^  Tau» 
genten,  8o  liegen  diese  in  der  geoannten  Beruh ruagfKdbene,  und 
die  von  ihnrn  eingeschlossenen  an  einander  liegenden  Winkel  siiul 
der  Reibe  iiacli  den  an  einander  liegenden  sphärischen  Winkehl 
^lOiFi,  t\ijj)^,  D,0,E^  gleich.  Ist  der  Punkt,  in  wei- 
chem der  zum  Punkfp  O,  £:ezor;ene  Kugelradius  gehörig  verlän- 
gert die  Ebene  des  (icm  Polardreieck  von  ABC  entsprechenden 
Sehnendreieckes  A'B'C  schneidet,  so  ist  O,  dor  Mittelpunkt  des 
dem  Dreiecke  A'B'C  umschriebenen  Kreises.  Zieht  man  nun  die 
Radien  OjA',  O^h' ,  OiC,  so  sind  die  von  denselben  sebildeten 
an  einander  liegenden,  zusammen  ;](iü^  ansmachenil^^n  Winkel 
C'OiB',  A'OjC,  A'OjB'  offenbar  der  Keibe  nach  -leich  1\\ 
2B',  '2C',  wie  aus  dem  Anblit  k  der  Fisur  unmittelbar  hf>rvorf;eht. 
Da  nun  nach  §.48.  die  sphärischen  liogen  O^D,,  O^E^,  O^F^ 
verlängert  durch  die  Eeken  A',  B' ,  C  ^«'hrn,  so  sind  die  an  die 
oben  genannten  sphärischen  Bo<»en  gezogenen  Tangenton  mit  den 
Radien  OjA',  OgB',  0,C'  der  Keihe  nach  parallel,  mithin  auch 

^E^O^F^^iy,   ^F,0,D^^2W,  ^D,0^£^=.2a» 

womit  «ler  obige  anreite  Lehr« atz  ebenfalls  synthctl  sch  bewie- 
sen Ist 

«  ■  *  I 

t 

§•  öl-  . 

Fftlit  man  Tom  Mittelpunkte  O  (Taf.  I.  Fig.  1.)  des  dem  sphä- 
rtscben  Dreiecke  AßC  umschriebenen  Kreises  auf  die  drel^Serten 
Perpenilikel  und  beaeichnet  dieselben  der  Heihe  nach  mit  pi,  p^,  p^^ 
so  ist»  »rfe  aus  der  Betraehtnng  der  Figur  unmittelbar  hervor- 
geht, wenn  O  innerhalb  des  Dreieckes  ABC  liegt: 

tg|i|aSioiatgti|,  tg|^  =  Sin4^tgiJi^^;>,6±iiSiir|e^gw| 
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«fed  wem  O  Vifserbalb  des  |Mleek«8  liegt  und  den  Winkel' 
g^nttber,  in  weiciiem  Fallo  — «i  ao  die  SIcM«  TOb  iii'  Irift:^  =  i 

—       =  Sin  4a  tg    ,  igp^  =  Sin  46  tg ,  tgp,  =  Sin  iotg  tcj . 
Folglich,  wenn  man  flir  «i ,  t] ,  <«i  die  Wertbe  aus  t68)  §.3L  sefit: 

!dbtg|>i  =  SiD4atgi(^+C-^),  ^  ■  . 

wobei  das  obere  Zeichen  gilt^  wenn  der  Mittelpunkt  de«  nmschrie- 
bencA  Kreises^  ionferhalb  ^en  Dreieckes  liegt»  das  untere,  wenn 
er  ausserhalb  liegt  und  dem  Winlrel  A  gegenüber. 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleichungen  die  drei  Winkelausdnicke 
tgU/>  +  C— J),  tg^uJ  +  C— to  -KJ  +  ß-^T)  durch  ihre  in 
§.  41.  unter  (lOü)  aufgestellten  Werthe,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung der  Perpendikel  pi,  p^^  p^  durch  die  drei  Seiten  foU 
geude  Formeln:'     '  .  ^  . 

±  tgpi  =  5^  (1  +  Ceen«-  Co8»16  ^Cosnc)  f 


ss^j^(l  +  Co«o— Cosd— Colsc),  .    '  [ 

^  Ji,= ^^(1   Cetna+ Cosni  -  Co«n*> 

as  ^^(1— Cosa+Cos6 — Cosc),    '    '  *' 

tgjj^sn^^d-Cosna-Cosn^-l-Cos^le) 
^  -  • 

nnd  wenn  man  dieselben  drei  Gleichungen  (124)  snm  Qnadflrt  efhehfi 
alsdann- Sin^itti  Stn*46,  $in*4c  durch  seme  bekannten,  die  drei 
Winkel  4,      C  enthaltenden  Wefthe  eraetati 

'  Cos  UAJ-  B^C)S\nmB-^C-^Ay 


I    . :  > 


(125): 


....  )  .  ^         CosiM-f  g-|-.C)Sin«4(^+  C-B) 
(126)  <  tg^=-    Cos4(:i+C-Ii)SinilSinC  ' 

/    ^        Cos  UA  +  B^  C) SrnHiA ^B-C), 
..  .   Co8i(^4i>-'C>*dlSlnÄ      •  ' 


4- 
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59  Vnf«ir4im§ir:  lUu  ^Adriscke  Brtftck 

welche  drei  Gleichungen  die  Perpeadikel  pgf  p%»  Pt  durch  die 
prei  Wimk^  ^efitiuiueo. 


{.  52. 

Erhebt  mw  die  erste  der  Gleicboogen  (124)  sum  Quadrat  and 
metit  aiedann  SiD*4a  durch  «einen  Werth  auu  (*20)  {.  13.  und 
tg^(^^  C— durch  uetoeo  Werth  uuu  <9S)  f.  3».,  eo  seigt  «idi: 

>«ctg^  ^ctg^-t-etarik-ctgei) 


oder 

*  tg^tg^i +t6^et««l  'ctgH«^g^+*^<gfti-ctg^*  , 

eheiwe 

[Brp$  4  tgptgp5  +  tgpitg^.a  *ctga+ctgpi+ctgpa-«tg^ 
Nach  $.  36.  Ut 


3  2  2  2 

*^=V  *8«»=jD:' 

folglich 

fmer  iut  ^ 

Geht  man  auf  die  Bedeutung  der  mit  i1,  ,  ,  (f,  ,  beieichne- 
ten  Grtieeen  zuräcif  und  setzt  für  eioen  Aageoblick 

tgr  +  tgri  +  tgra+tgr,  =  2«, 

ao  ist 

ili=2(f^tgr),  »4«2(4Mgr^,  4f|.^S((f-tgr,),  ll>i=2(f-tff^); 
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dargestelU  im  setMen  ße%iekun§m  umm  frett,  5S 

folglich  s 

ili]5i=x4(i«— (tgr  4-  tgr,)«  +  tgr  tgr^ }, 

und  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  addirt  und  dabei  bedenkt» 
dass  2*«-(tgr  +  tgri+tgr,  +  tgr,)f  =  0  ist, 

(m)  Ji»i  +  «ilDi  =  4  (tgr  t^n  +  tgr,  tgr»). 

Setzt  man  die  Werthe  auö  (1)  und  (m)  in  die  erste  der  Gleichun- 
gen (127),  so  erhält  nian  unter  gleichzeitiger  üeuAitzung  der  Glet- 
chungen  (54)     22.  nach  leichter  liedaction: 

ri+i.  ±_1V 

<rt^WA»|tf|J>ltg,,  tgrtgn+tgr.tgrT"' 

ebenso 

+  V  +  i_±v 

,  iR-rt  ,g^^    tgrtgr.  +  tgritgr. 

Das  System  (127)  gibt  die  drei  Perpendikel  pi,  p%,  p^,  ansge- 
drOekt  durch  die  Radien  qy,  g.^,  der  dem  Haoptdreieck  und 
•einen  drei  Nebeiidreieeken  eingeaehrieb^nen,  da«  SyaCeni  (128) 
durch  die  Radien  r,  ti,  t^,  der  denselben  vier  Dreiecken  mii« 
«chriebenen  Ereiee* 

j.  53. 

Nach  den  Gleichungen  (46)  und  (47)  des  {.20.  ist: 
2Sin;aCo8i6Coe|e     Qosl{ß  ^C-^A) 

folglieh : 

Cos  K/J  +  C  —A)  ~  Ifi' '  Co8iaC«si6  tos^c ' 
oder  weU  nach  (34)  §.  IS.  and  (44)  {.19,: 

(n)  =:2tgr{C(MiLaCMi6Coeie| 


oder 


(129) 


S4  '  Vnferäinf  jtr:  Bm  $pMrUekt  PrHtek 

iiiitbin«  weil  nach  (124): 

♦    '  i .   .  . 

±  tg/>4  =  tgr.Co»lai)iüi(/<  +  C—A) 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (115)  §.  44.: 

db1lW?i=tfrCo»A, 

(l<iO)  ^  tgp»==tgrCosü, 

welche  letzten  Gleichungen  eine  einfache,  leicht  aus  der  Fiyur 
zu  beweisende  Beziehung  ausi»precben  und  iiir  das  ebene  Dreiecif 
äls  Gtenze  in  die  folgenden  fibergehen : 

^pissrCwA,  p^s^rCoaßt  fi^srCosC. 

Dm  obet«  Zeichen  gilt»  wenn  der  Mittelpuekt  de«  dem  DtmMk 
ABC  umeehriebenen  Kreiae«  Innerhalb  deeeelben»  das  luiteie, 
wenn  er  auaeerhalb  und  dem  Winkel  A  gege&dber  liegt. 

Bestimmt  man  ans  den  Gleicbongen  (130)  CosA,  CosB,  Cos  C, 
quadnrtond  eraetst  tg^p^,  tg^y^*  ^g^Pz  einmal  dmwii  «eine  Wertbe 
ans  (127),  ein  anderes  Mal  durch  seine  Werthe  aas  (128)»  so 
gelangt  män  mit  Leiebtigheit  'aoch  so  folgenden  swel  jSystemeD 
▼on  Gleichungen: 

/  p^^9A  '  (tSP-htgP2-ftSga-tsei)g 

1U»SA-^  tg^tgi^i+tg^^^ 

(131)       \  Cos«B-j^     tg.tg^  +  IgftlgÄ 

Co»»C=       (tgg  +  ^'4 Qi  -f  ts; — tu: pa)^ 
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/ 


0^ 


dargauUi  im  «aHmw  ßiHe/Umgm  tum  Urtd,  ^ 


1.08  Ä-T*  tgrtgrj      tgrtgri+tgratgr»  * 
*  tgrtgr»     <»rtgr,+fgr,tgr5  ' 

*  tgrtgr»      tgrtKrg  +  tgritgr, 


Werden  die  Glei<-hnngen  (l'i8)  zuerst  addirt,  dann  die  zwei 
letzten  derselben  addirt,  hiervon  die  erste  «ubtraiiirt,  so  erhält  man : 

Cos  46  ^  Coaic^  Co«ia 

nach  den  Lebren  der  Goniometrie  ist: 

Sin  \{B  +  C—  i4)  +  Sin  \{A  +  C—     +  Sin      +  C) 
=:4äio ;JSin ißSio iC-^ Sin 4^ 4^  C), 

Sin  V4  ^      B)  +  Sin  \{A  -h  i?-  C)  --Sin  HB^      i4)  , 

■ 

=4Sini^CosiBCosiC-ijmU^  +  lf  l-Q; 

ftfMr  DMsli  den  ^GMebungen  (70)  §.  32.  niH  Aiiwendung  d«r  ^lel- 
ebungen  (lÜ)  §.  10.  und  (n)  {.53.,  iodein  n»D,  Wie  in  {.  32. 

J'  =  Cos4aCosi6Cosi«  . 

setzt : 

.  4 Siu  1^  Co.  iÄ  C.« iC=  SiJiil—^-j  =  ^[^tgei  =^4«; 
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56  ünferdiufer:  Bt»  ijßMMuke  Mitk 
und 

folglich: 

fiio  C-A)  ^Sio  i(^+C^Ä)+Sjiii(i<+Ä-C)=^^|^+Co«4», 

Slni(^+C-Ä>+Sliil<^fÄ-C)-SioS(BfC-i<)=4^^^ — 

und 

~  CoVia  +  Cosic  ~  C^^~-  2f^*S«*— Co«,rtgr, 

in  welchen  Gleichurt^ren  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu 
nehmen  sind,  je  nachdem  der  Mittelpunkt  des  dem  Uteie^k  ABC 
umschriebenen  Kreises  innerhalb  desselben  liegt  oder  aoMrhalb 
und  dem  Winkel  A  gegenüber.  Diose  Gleichuo^en  venfraodelll 
sich  für  das  ebene  Dreieck  in  die  folgeoden: 


(133) 


(134) 


irobei  in  Bezug  auf  die  Wahl  der  Zeichen  immer  noch  die  obige 
fiemerkuDg  gilt. 

Werden  die  drei  letzten  der  Gleichungen  (133)  nach  and  naeh 
zur  ersten  addirt,  so  ioigt: 

^  C^sT^    Cos i6  2 
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warn  deren  Ailditi«« 

enUfebf.  Indem  nan  von  dlener  letzten  Gleiclmi^g  nach  mul  nach 
die  drei  Gjeichnngeo  (135)  eubtraiiirt»  erhftlt  man  eodlieb: 

weiche  dr^  CAeidrangen,  wie  die  vorhergehenden  (135)  eben- 
' felis  ala  Verallgemeinerungen  ffir  das  ebene  Dreieck  gittiijnr  Rela* 
tienen  sn  betrachten  aind»  indem  letztere  ala  upecielte  Fälle  in 
ihnen  enthaften  aind,  die  auch  unmittelbar  aus  den  Gleichungen 
(134)  abgeleitet  «rerden  können.  (M.  vergl.  hiermit  nieinen  Auf- 
eati:  Znr.tehre  ?em  Dreieck.  Archiv.  Tbl. XX12^. 432.) 


55. 


üm  ans  den  vier  Gleichungen  (133)  die  drei  Perpendikel 
Pi*  P2>  7*3  2"  eiiminiren,  addiren  wir  die  drei  letzten  derselben 
und  subtrahiren  gleichzeitig  von  der  Sunune  die  erste.  Dadurch 
erhalten  tvir: 


0 = ^  (tg  Pt  4  tg    f  <g    -  <g  P)  —  4  Cos  ietgr 


eder 


?i  +  tg     +    ?3 — %  P  =      Cos  if  tg  r , 

welche  Gleichaog  für  das  ebene  Dreieck  in  jene  pi-|-ps-fp3~P=4r 
übergeht.  Wendet  man  dieselbe  auf  das  an  der  Seite  a  liegende 
r^ebendreieck  an,  so  tritt  t>i,     ,  ?i  an  die  Stelle  von  q,  r,  e,  und  ^ 

verivandelt  sich  in  J*'.  Alle  librisren  Stucke  bleiben  diesel- 
heu, denn  das  Nebendreieck  an  der  Seite  180^  —  h  hat  die  drei 
Seiten:  180°  —  l&P  b  ,  c,  und  einem  solchen  entsprechen  die 
Radien  Qj,  r,,  und  das  rSebendreieck  an  der  Seite  180^ — c  hat 
die  drei  Seiten:  180'  —  a,  6,  Ibü" — c,  und  einem  solchen  Drei- 
ecke  entsprccheo  die  Hadien  q^,       Man  bat  daher  auch: 
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09  Umfef4Un§tin  9m  ^fkä^iml»  mnMt 

und  vienri  mar>  die  obii^e  Gleichung  eben&o  auf  die  Nebendrei- 
ecke an  den  Seiten  ö  und  e  aimenrlet»  schliesslich  Siiles  zusam- 
menstellt >  SQ  golaugt  niau  zu  folgendem  (^y^lem  von  rter  fülei- 
choDgen:  *        ^    •     •  . 

(137)    )  .  I  ' 

tg«  +tg^i+tgto-tg^s34i*'^Coe;«,tgr,. 

Diese  Gleichungen  gelten,  nie  aus  dem  Obigen  von  seihst  her- 
vorgeht, allgemein  und  sind  von  der  Lage  des  Mittelpunktes  des 
dem  Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreises  unabhängig. 

Werden  die  Uteicbaii^Q  (Jld)  ^IJu  mtt  euiander  maltipUeir,t^ 
so  ertiiUt  man : 

*  *  • 

(SmiaSini&Sln  Ic)^  ((ioe  >a  Cos ;6Cos  k)*  JJi^^-^^ 

oder 

(Sia|a(^s^6Cos;c>?<CoftUS&iii43Mi;c)a«s2Ui^^,  , 
ynd  man  bat  daber  mit  Rficksleht  auf  die  GMdrangen  (a)  {.31.: 

oder  frenn  man  aof  die  Gleichungen  (16)  {.  11.  die  io  {.  34.  eio« 
geßliirte  Beseichoimg  anwendet,  wedoreli 

(o)     A  s  IH^Si,      =  1^1^'  ^s  =  ii't«^*      =  ^i^i^ 
wird:  .  : 

sf  ikM"^   sTs^M^ 


(P) 


i!*emer     »ach  §.  34  } 

(q)     tgrsUi  tgri=i3&,   tgr,=  ;tf,  tgr.  =  iJ), 

und  wenn  man  jetzt  die  Wertbe  aus  (p)  und  (q)  in  die  (llleticban- 
gen  (137)  eiiifibrt  and  betenict«  das« 
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ist,  so  sieht  man  augenblicklich»  dasg  sich  dieselben  in  jene  (83) 
verwandeln«  weiche  wir  auf  einem  anderen  Wege  gefunden  haben. 

Zur  Bewtiminung  der  drei  sphärigchen  Perpendikel,  welche 
man  votu  Mittelpunkt  de^  einem  spbäriäCbeii  Dreieck  umscbrie- 
beneu  Kreises  auf  die  drei  Seiten  des«elbfn  fälU«  babei)  wir  iu 
§.  51.  die  Gleichungen  aufgestellt:" 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  Mittel- 
punkt des  umschriebenen  Kreises  innerhalb  des  Dreiecks  lie^t 
oder  au:^äet  halb  desselben  und  dem  iVlnkel  4  gegenüber.  Wen- 
den wir  die6e  Formein  auf  das  ^olardr^ieck  «n,  indem  wir  jetzt 
diese  Perpenfikel  mit  ,  p^' ,  p^*  bezeiisbnen,  so  werden  aoch 
dieM  taeb  'div  l>l«iebangen  (138)  btottemi^-  woim  muk  Im  «wei- 
Im  TMI  ailo  Buchstaben  mit  SirieiMo  v^sielit  Kehtft  man  ik- 
dauB  loittabt  dat  bekanoten,  ii(>§.  16l' anTgtf  Ahlten*  IUIationaii  ?on 
den  filameblao  des  Pelatdreiechaa  sa  Janen  dda  flnoptdreleekaa 
iliriek^  «o  aiiaagt  man  leiaht  folganda  Gleiehangio  i 

^        ,  Sin'a 

(139)  I     «8ft'  =  »M«-»c-»)'  ..     .  , 


.  Bezeichnet  man  die  drei  Entfernungen  des  Mittelpunktes  dea 
einem  ephäriscben  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  dfMi  drei 
EekctD  ipiit  fi«  g^*       so  haben  wir  in  fi.  4.  gefandeni  ,. 
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9  * 

folglich  itti  •  /  • 

oder 
'  das  ist 

(140)  ±;>,'  +  9^i=W,  p4'  +  <72=90o,  ;?3'  +  y8=W; 

# 

und  auch,  weit  jedes  Dreieck  al«  das  Polardreieclc  .affines  Polar- 
droisckes  so  betracliton  ist: 

und  wenn  wir  jetzt  festsetzen  für  den  Fall,  dass  der  Mittelpunkt 
des  dem  fJauptdreieck  oder  dem  Polardreieck  urosebriebenen  Krei- 
ses ausser  des  Dreiecks  fhilt,  das  auf  die,  dem  genannten  Mittel- 
punkt gegenfiberliegende  Seite  gelallte  Perpendikel  mit  —  zu  be- 
zeichnen, so  kiiiinen  wir,  die  durch  die  obigen  doppelten  ZeichcFi 
angedeuteten  zwei  Fälle  in  eiueo  zusammenziehend,  folgenden 
Lehrsatz  auät^prechen : 

Die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  däs'  ^iaeai- 
spbfirischen  Dreiecli'  anfschriehenen  Kreises;  vod  ' dsn 
drei  Seiten  und  die  corresp^endirenden  EntfernimgeD 
des  Mitteipunktea  des.aeibem  Polardreieek  «inge- 
schrlebenep  Kreises  von  den  drei  £cken  ergänzen  sich 
gegenaeitig  zu  90^  oder  zu  einem  sphärischen  Uaupt* 
qoadranten,  und  umgekehrt. 

Wir  gehen  nun  fiber  zur  Bestimmung  der  fiptfernnngen  des 
Mittelpunktes  des  einem  spbiriscben  Dreieck  umschriebenen  Krei- 
ses Ton  den  Mittelpunkten  seiner  vier  Berübivngskreise  erstena 
durch  die  drei  Seiten,  zweitens  durch  die  drei  Winkel  des  spbi- 
risciien  Dreieckes,  und  drittens  durcb  die  Radien  dieser  Kreiae 
selbst  Die  für  den  letzten  Fall  i^iltigen  Formeln  sind  besondera 
bemerkensvrerth  wegen  ihrer  Einfachbeit  und  «regen  der  aucb  hier 
sich  wieder  darbietenden  Analogie  mit  jenen,  welche  die  Losung 
desselben  Problems  för  das  ebene  Dreieck  enthalten  und  welcba 
letsteren  zuerst  von  Euler  aufgestellt  wurden.  Der  Verfolg  die- 
ses Gegenstandes  wird  uns  auch  die  Entfernungen  des  Mittel* 
Punktes  des  einem  sphärischen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises 
von  den  Mittelpunkten  der  .meinen  drei  Nebendreinrken  umschrie- 
benen Kreise  kennen  lehren,  und  aus  beiden  w'\xi\  sieh  endlich 
ein  Lehrsatz  ergeben,  welcher  als  ein  weiterer  Beitrag  zu  den  in  den 
16.«  21.« .46.,  47.»  48.,  56.  aufgeführten  allgemeinen  Beziehungen 
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dartiSteUi  in  teimn  Betiekumtn  zum  Kreit.  öl 

zwischen  Jedem  Bpbäriscbeu  Dreieck  uud  seinem  Pvlardietetk  zu 
betracliten  ist.  ^ 


{.  57. 

1.  Aufgabe.  Es  soll  die  Entfemang  des  Mittelpunktes  des 
einem  spbärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  dem  Mit- 
telpunkte tles  deiDselhen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  be- 
rechnet werden,  wenn  die  drei  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
gegeben  sind. 

Es  sei  filr  das  Dreieck  ABC  (Tef.  I.  Flg.  a)  O  der  Mittel. 
poDkt  des  «msehrlebenen »  o  Jener  des' eingescliriebenen  Kreises» 
alsdson  ist  OA^Xt  oA^q^,  Oo^d  die  gesuebte  Üistsns, 
j^OA»:szi(A-l^ß^C)  ^oAB^lA,  mithin 

Liegt  der  Penkt  O  sef  der  entgegefigesetaten  Seite  ves  Je,  se 
ist»  well  ^OJC=;(J:f  C— B), 

k  dem  sptelsehaii  Dreieeke  AOo  Ist 

Cosi2=  Cos  r  Cos  ^1  -{"'^i"'''^''^  9i  Cosd; 

sstst  nmn  diesen  Werth  Ten  Cesd  in  die  bekennte  goniemetriseke 
Fermei  * 

1  — Ces%{ 
CesV  • 

so  erhält  mnn:  , 

I— (CosrCosyi  -|-  SinrSinyt  Tosg)» 
*ß  ^ (CesrCee^i-f  SinrSia9iCes6)* 

"     _(!-!-  tft'^r)  (1  4  tg^y, ) -  (1  ^.  tg r  tgy,  Cosa)« 
"  •     (1 +  tgrtgVi<^o«Ö)«  * 

weicker  letstere  Ausdruck  ans  dem  Torhergebenden  folgt.  Indem 
man  Zfthler  und  Nepnee  durch  Cos V  Cos  dWidlrt  und  statt  der 
Ceeinns  die  Tangenten  einfilhrt  Wird  der  Zikler  dieses  Awh 
dmckee  entwickelt,  se  gelangt  man  alebald  nu  dem  folgenden  s 

W  ««^^-^  (l4-tgrtg9|0osd)^  ' 

»od  es  kommt  nnn  snnickst  dsinnf  im;  die  In  diesedi  finwli  TOfw 


Digitized  by  Google 


6t  Cnferdin§€T:  Om  spMdHscAe  Dreieck 

kommendMi  drei  Ausdrücke  aus  den  drei  Seiten  n ,  b,  c  de«  f^e- 
^ebenen  sphärischen  Dreieckes  zu  bestimmeo,  was  io  den  näcb« 
sten  Paragraphen  geschehen  soll. 


6«  $8« 

D«.  dem  Ausdlnicfc  (r)  nur  S!i»^  vwl  Co80  mcbeint«  so 
iftt  €0  gleicbgiilig«  vrekhen  der  zwei  ffir  B  gefandeoen  Wertbe 
wir  eiöseben«  und  man  bat  daher,  weU  oacb  {.  4.  (3) : 

♦  ■ 

1  +  tgVSo»fl.ql.-t-**''fÜ,f7'?.Sm«;(g-C),  .  , . 
oder  weil  nacli  Gau««: 

Cos;^     *     Sinia  ' 

wenn  man  gleichseitig  aof  den  Meiner  ateHtt 

1^*-«  «•  Sil  Sin«iaCosn(6  +  c-a)  +  Sinn(64-c->a)Sin«;(6~c) 
l+tg«^Sm«ö=  Siu'^os^iCÖ  +  c-a)  * 

der  Zähler  dieees  Bruc^ea  ist  auch.gleieb  « 

Co««i(6  +  c— a){Si«'«i«-.Sin«U*— -f  SInnC*— c), 
öder  neil  nach  eioer  bekannten  gonioroetrischen  Formel 

Sio>ia  -  Sinn(&  -  e) = Sini(ii + e- 6)  Sni  4(a + 6- e),. 
Sin«i(6"-c)  =  Sin«ia— Sin;(a  +  c— 6)Sini(a  +  Ä— c), 
ancb  gleich 

Sin*4a— Sin«i(6  +  «  -  a)Sini(iH-c-6)SinUa-f  ^— c). 
mitbin 

(■) 

I  i.  »  '^'""i"  ~ S'n'»ft4c-'')Sin-;(aic-i) Sin Ua-^6-c) 
I  +tg»„Sai«fl=   .'  Sip»i«Co««U^  +  c-a)   

r  %  •  , 

'  Wfr  gehen  «an-  an  4i6<  Beteehnmig  de«  cwvelten  Anadrackes 
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2tgrtg9j  Cosd— tg^^i  ^^'^  ^i^^i  Seiten  6»  c  Erinoerk 
man  «ich»  das«  nach  §.  10.:  . 

<41)  '     •'         tgtas  ■   -•yrr^-*.  .  ■  ^ 
•o  f4ilgt       Huckaicht  auf  phiges    , ,  . 

oder  weil  nach  den  6attaa*^8cbeo  GleicKiingen: 

^ — ^nr^ — ooa*M  •7»iri^^'"^| 

•rsetet  man  non  ^m^\A  und  Sin  ^  durch  seine  bekannten  Werthe 
kl  a,'^,  e  nnd  redueirt  eo  tM  al«  mOglfoh,  ao  aeigt  «leht 

(t)       tgrt^^i  Co« a=  g^,^        6-|-c)Co8;(6  +  c-«) 
Naeh  §.4  ist  auch: 

Sin  6  Sin  c  Sin  1(6  +  c — q) 
""Sin4(a+6  +  c)Co8»i(6  +  c -  a) * 

mitbin 


_  _    ^      ^  4Sin Sin  5C 


X  (Sin  U6  -f  c).  Co« \{b  \  c«-a)  ^Ciin|«Co«|«Sfai  1(6  '^  e  -  a)  { ; 

I 

der  Iii  den  Klammern  enthaltene  Ausdruck  ist  auch  gleich 

üin  4(6  +  c)  Cos  i(6  +c— a) — Sin  1(6-N— «)  { Cos»  (6-|-c)  +  Sin  46  Sin  4c } 
s  Sin  ia  -  8in46Sin  4c  Sin     -f-  c — a)» 

■ 

und  man  bat  demnach: 

(o)  atgrtg^Cosi-tgVi 

»     4Sin  ja  Sin  |6  Sin  je  -  4  Sin^46  Sin^jcSin \{Jb  +  c>-^a)  ' 
'  -Shiä(d  +  6  +  c)Cos"i(6  +  c--.ii)     •  ^' 
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Zur  Berechnung  des  dritten  Ausdruckes  1  +  tgrtg^^Coaö  be- 
dieoen  wir  uns  der  Gleichung  (t)  und  erhalten  «ofort: 

8ini(ii-^A-|-c)CosU&4^g-q)^^2Slnl(fe-Fg)gto46Sip|c 

Der  Zähler  dieses  Bruches  iasst  sich  nun  auf  iolg^eude,  unseren 
Zwecken  dienliche  Weise  transformireo.  Weil 

Sin     -1- «  Sin  i     -I- ^  +  «) — «1 

'i=  Sin  i(a  4-  &  -f-  c)Cos  U  —  Cos  ;(a    6  +  c)  ;Siu  ia, 

so  ist  obiger  Zähler  aaeh  gleich 

SinU<i-i-H<;)Cos  i(Hc-o)  +*iCo8  iaSin  ;6  Sin  ;cSini(a+6+c) 
^2Sinl<tSini6Sin;cCosUo-|-^  -l-«;) 

ssSinU^-f  ^  +    t<^o«^<^+«^«)  -t- 

—  26in4a6in;/»6inicCo«i(a  +  6  +  c),  * 

vnd  da  an«  den  CHeiehnngeQ  (a)  nnd  (b)  de«  {.  32.  mit  Leiebtis- 
fceit  folgt: 

Cos  U6  4-  c  -  «)  -f  2  Cosia  Sin  ib  Sin  4e 

=  —  Cos;(a-f  6-l-c)  -|-2Cos  \a  Cos^fiCosic» 

so  ist  obiger  ZXhIer  auch  gleich 

Sin  i(a  4-  6  -1-  c)  l2Cos  \a  Cos  46  Cos  4c— Cos  i(a  +  *  +  c) } 

—  2  Sin  4«  Sin  46  Sin  ie  Cos  i(a  +  6  4- e)» 
und  setzt  man  endlich  zur  A-bkürzung: 

im 

„         .     .         ,  2Sin|«Sin.IÄSinic 
j|f  Ä 2 Cos 4a  Cos  46  Cos  4c  -  Cos  4(a  +  6  +  c)  { 1  +  -Sil^+lTFe)"^ ' 

so  wird  obiger  ^ler  gleich  4^Sin4(a4-6-|-c)»  mithin: 

(V)  i+*«'*s^i^«^=CÄ4(fT7^' 

% 

Ci*  nvn  endlich  cur  Bestimmung  der  Distanz  d  selbst  sif 
gelangen,  eetaen  wir  ^stait  dejr  in  der  Glniebnng  (r)  Torkomiiien* 
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dan  drei  AnsdrCcke  ihre  Werthe  aus  (s),  (u)  and  (▼)  und  erhal- 
te mit  AnwendoDg  der  Gleichung  (42) :  ^ 

*  * 

^  ^  Sinzig—  Sinmb  cf—  a)  SieU«  -H?— ^  Sml(a  -f  6 — c) 
^  fi»iiS4aCo8S4(6+e— «)  ^ 

I 

-      -  -  ~  -  f 

iider 


^  , ,      1  (4Sin*iaSinai6Sin«4c 

^s^^-Äpf  Ir;^  

■■  •  /f,a  - 

Setzt  man  im  zweiten  Gliedö  d^s  in  der  Klammer  enthaltenen 
AuedrucJc«  für  seinen  bekannten  Werth  und  reduzirt^  «o  sieht 
naat,  dass  dieses  Glied  von  dem  vierten  nur  im  Zeichen  verechifs* 
den  ist«  also  mit  diesem  sich  aufhebt«  und  man  bat: 

(143) 

 1_  ^Sina;aSin*16Sinnc     dSinjqSin  jftSinlcl 

womit' msere  obige  Aufgabe  gelöst  ist-  Mit  Hilfe  der  Gleidbimr 
gen  (12)  und  (42)  ergibt  sich  unmittelbar  die  Relation : 


(144) 


bezilgllcli  weicTier  wir  hier  nur  in  Kürze  bemerken«  das«  sie  bei 
dem  Dehergang  auf  das  eliene  geradlinige  Dreieck  mit  lidcbÜg^ 
kelt  in  Jene  cl*=:r*<— 3r(»  Übergeht,  denn  JU  verwandelt  sieh  al««^ 
dann  in  die  Einheit  und  die  Tangenten  werden  den  Bogen  gieicb. 

Um  auch  M  durch  die  Radien  der  eingeschriebenen  und  um- 
schriebenen  Kreise  auszudrüclien ,  beniitzen  wir  wieder  die  Glei* 
chongen  (12)  und  (42)  und  erinnern^  dass  ^'=CosiaCosi6Cosiü 
ist  Dadurch  wird: 

(w)  JtfsS^'— Co«Ua-f  -I-  tgrtg^}; 

nach  §.  55.  ist 
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60  '  DUtfirdimgif:  Das  sphärische  Dreieck  ' 

(p)  J'm^Bi  ' 

oder  mit  Ruekaicbt  a«r  fi.  34. : 

-  * 

benutzt  man  noch  für  €osl{a-^  b c)  seinen  Werth  ans  dem 
System  (2^)  S*33.,  so  wird: 

(145)        M  =  Vtg^tg^i  tg    tg  ^3  tg n  ig  »"-i  »g  »-8 

X  {ctgT  + 1(1  +  tgrtg0  (ctgrt  +  ctgrs  f  etgi^— otgr))* 

DU  Gleichung  (1^4)  in  Verbindung  mit  jener  letzten  (146)  dieiit 
zur  Berechnunt^  der  Distanz  fvenn  die  Hadien  der  eingeschrie- 
beuen  uiid  umscbriebeoeu  Kreise  gegebeo  sind* 


2.  Aufgahe.  Es  soll  die  Enttemiing  des  Mittelpunktes  des 
einem  sphärischen  Dreieck  nmschriehenen  Kreises  von  dem  Mit- 
telpunkte des  einem  seiner  Nehendreiecke  eingeschriehenen  Krei- 
ses berechnet  werden,  wenn  die  drei  leiten  de»  Uauptdreieckes 
gegeben  sind, 

Ut  Ol  (Taf.  I.  Fig.  3 )  der  Mittelpunkt  des  (iem  ao  der  Seite 
ß  jl^S  Hauptdr^ieckes  ABC  liegenden  Nebendreieckes  eingeschrie- 
benen Kreises,  so  ist  OOi=di  die  fragliche  Distanz«  und  es 
liegt  der  Mittelpunkt  0|  auf  der  Verlängerung  des  sphSrischen 
Hauptbogens  AOf  mithin  hat  in  dem  sphärischen  Dreiecke  AOO^ 
der  Winkel  B  denselben  Werth  wie  frfiher,  er  ist  nämlich  gleifih 
\{B — C)  oder  gleich  —  l( R — C),  je  nachdem  ß  grösser  oder 
kleiner  als  C  ist.    Sefzt  man  AO^  t^o'^t  ans  dem  Dreieck 

AOOi'.  Cosci|  =Cosr  Cos^ -f- Sinriiin^Cos^,  woraus  num,  nach 
demselben  Verfahren,  welches  io  g.  57.  zur  Bestimmung  von  tg'^d 
diente,  erhält: 

•  ■     •  •  • 

und  e«  ist  nun  die  Aufgabe  darauf  xurückgefuhrt,  zunächst  ilie 
drei  in  diesem  Bruch  vorkommenden  Ausdrücke  als  Functionen 
der  drei  Seiten  a,  6,  c  des  gegebenen  sphärischen  Dreiecke« 
darzustellen. 
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■ 

.    \    '  ■  6.  63.  ^  '  '  ■  * 

'  ■  ■ « 

paiiiiph$.a.(0):    ^    ,    -         .  . 

W  W=  CosU 

•  •  ■ 

Ut,  60  wird 
oder 

det  Z&bler  dieses  Brncliee  kaon  auf  folgende  Art  aiDgeformt  werdeo: 
Zftbter  =SiD«ia-Siu«i(«  +  6+c){Si»«ia-SiD«;(6— c)} 

mUbin  ist: 

l+tg»flSm^=^   ;Siii«^ajCoaS(a+^'|-c>  

{.64. 

Bei  der  Berechnung  des  zweiten  Ausdmekes  Stgrtg^Cosd— tg^ 
henatzen  wir  wieder  die  schon  |n  59.  zu  gleichem  Zwecke  aa- 
ge^andte  Gleichung  (42),  ferner  jene  (s)  des  vorigen  ParagrapliiBPf 
und  erhalten,  zunächst  s 

.             2SiniaSin4ÄSinic  tg\(a  +  b^c) 
Jgr  tg^  Coe  $  Ä  . — g^^pj — Coa  C). 

oder,  mit  Anweodimg  der  Ganaa'acbon  Gleichung 

.  .  r  ._2Sin4ifiSin^6StB|€  tgUfl+Hc)  Sin|(6+c)^.  .  . 
tgr  tg^Cosö  =  ^7—^;    CoaU  Siiü5~®'°*^ 

•     _Sin 4aSihi6Sinic  tg|(a  +  6-Fc)  Sini(H^  . 

.  -  - . :  1  '  i?^     " — c5iH3      sin  Ii" 
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6$  Ct^ferdinger.'  Da$^tpkariiCke  Dreieck 

weil  aber  Iwleaaiitliehi 

^^^^^^^^^  SiD^äiiiü  :   «"^  ^''•^^SioÄäinc* 

■o  wird  nacli  £iiifllbniii|c  dieser  Wertbe  und  gehöriger  RedocIioBS 

.  _  2  Sin  16  Sin    Sin«  (6 -f- c) 

irod  well  nach  (.8.: 

,    _  "   SmASmcSin;(ff4&  +  c) 
^      Üin  i(6  +  c  -  a)Cos»i(a  +  6  f  c) 

ist j  so  wird : 

X  tSio -f  e)  Cw\ia  4  6 -|-e)— Coei^Cee^eSin  l(a  +  6  <f  c)  I , 

oder  da  der  in  den  Kiammero  eotiiaiteoe  Auadruck  aocb  gleich 

Sin  \{k  -^e)  Co8i(<i-|-Är|-e)— Sin  ^(a+d+c)  \  Cosl(64c)  4SiDi6SiD  ie| 
~  —  Sin  ia— 8ln|tfSin  ic8in  i(a  4  6  4  c) 

iat,  anehi 

(c')  2tgrtg9Co8d-tg«y 

4Sip4aSin46Sin;e  +  4Sln*46SinncSlni(a  f  b  \  n) 
"  Sini(64«— «OCeanCa-f-^-fe) 

i.  66. 

Um  den  dritten  Ausdruck  1  f  tgrtg^rCosö,  welcher  im  «wei- 
ten Theil  der  (y)  den  Kenner  bildet,  durch  die  drei  Seiten  zu  be- 
stimmen» verwenden  wir  die  Gleichoog  (b')  und  erhalten  uomil» 
telbar: 

1  i  4^^^^nn^-^'"^^^"^^"^")^^^^<^"-^^^  ^•)^-^'"i^sip|cSinU64tf^ 

i-Hgng<?^osö-  ISiD4(6  4  e-o)  Coei(ii  ^6^e}  

«der,  da  der  Z&hler  dieses  Bruches  auch  gleich 

Sin  4(6  4  c — a)  t  Cos  4(a  f  d  -f    -I-  2  Coe  4  a  Sb  4&  S  In  4e  1 

+  2  Sin .» o  Sin  i6  Sin  |c  Cos  1(6  +  c— «) 
SS  Sin  4(6  f  c  -  a)  1 2  Cos  4a  Cos  46  Cos  ic  -  foa  4(6  +  e^a)  \ 


Digitized  by  Google 


lat,  wenn  wir  snr  Abfcttniiiig 

(146)  * 

Jfi = 2 Cos i« Cos i6 Cos ic ~ Cos i(Ä + a) 1 1  Sin;(6-t.c-a)  ' ' 

setien: 

Mit  Hilfe  «ler  GIMungeii  (aO»  (c')  und  (40  sind  wir  nmi  Im 
Stande,  tg%f  als  reiae  FunrtloD  der  drei  Seiten  «,  6,  c  de«  ge- 
gebenen apliärieehen  Dreieckes  darxnsterien.  In  der  Tliat,  setaeo 
wir  diese  Wertbe  in  die  Gleichung  (y),  so  folgt: 

,     Cojt«^(«-f^4-c)  ^4Sin*4aSin«16Sin«k; 
tg^ =  f 

Sinna— Sin«Ug  +  6  +  c)  Sin \{a^c-b)  Sin  i(a-f  6— c) 
4Sin  \ü  Sin  \b  Sin  k  -I-  4Sm<i6Sin«^c  Sin        +  )  | 


^  SinU^fc— 4l)Ols^<a'^*-^c) 


oder 


1    ^4Sin«4aSin^.l6Sio«ic  ' 

48tnn^SinncSin*;(<i4  ^  -t-  c)  Sin     4-  e— 6)Sln  Ua + 6— c> 
 ^5  - 

4Sirii«SiniASin^c     4Sin«46Sin^.^cSin  \(a    &  -f  c)  |  ^ 

Setat  man  Im  sweiten  Gllede  den  in  der  Klammer  eDthalteoe» 
.Ansdrncken  fBr  seineu  bekannten  Werth  und  kürzt  ah,  so 
flberaengt  man  sich  sogleich,  da^s  dieses  Glied  von  dem  vierten 
nur  im  Zeichen  wschieden  ist,  folglich  mit  dieaem  sieb  anCbebt; 
08  Ist  daher 

Ii  4Sin«4ff8in*iASinnc .  4Sln;gSin|6Sin|c  I 
(147)  tg%£,«^i  jjTi  +  8ini(6+c^r 

durch  weiche  Formel  die  vorstehende  Aufgabe  gelöst  ist.  Mit 
HHfo  der  Gleichungen  (12),  (42)  gebt  dieseihe  über  in  folgende: 

(148)  tg^i, »   » , 


I 


70  Vnf9r4in§§r:  9m  $ßkSrl$9M0  Drth^k 

vrelche  sieh  bei  dem  l]ebergiii{(  auf  c|m  ebMe  gemdlinige  Drei- 
eck, iodem  mao  letzteres  als  ein  sphärisches  iroii  unendlich  gros- 
sem Kugelradius  betrachtet,  auf  die  bekannte  Relation  ^/'i^  =  r'-4'^^ 
reducirty  denn  Mi  wird  alsdann  der  Einheit  nnd  die  Tangenten 
Werden  dem  Bogen  gleich. 

Um  auch  wieder  il/j  durch  die  I\adien  der  eingeschriebenen 
und  umschriebenen  Kreise  auszudrücken,  verwenden  wir  die  Glei- 
chungen (12)  und  (42),  setzen  Cos  ia  Cos  «6  Cos  4t=  ^'  und  erhal- 
ten zunächst: 

=r  2^'- Coe4(6  +  c-fl)  (1-tgrtgft); 

setzt  man  jetzt  fSr  ^  seinen  Werth  aus  (x)  §.61.  und  für 
Co8i(6-{'<7 — «)  seinen  Werth  aus  (79)  {.33.,  so  wird: 

(149)        Ml  =  V  tg ß  tg ^,  t -  (j^  t -     {gr  tgri  tg r.^ tj; r» 


.    fi.  67. 

Im  Vorhergehenden  bezeichnen  rl  urx!  dx  die  sphärischen 
Distanzer)  de.«»  Mitteljnjnktes  des  einem  s|ih;irischen  Dreieck  um- 
schrieht)  nen  Kreises  voiti  Mittelpunkt  des  demselben  Dreieck 
eingeschriebenen  Kreises  uial  vom  Mittelpunkt  desjenigen  äusse- 
ren Berührungskrei^e«,  welcher  an  der  »Seite  a  liegt;  31  und  Mi 
bezeichnen  zwei  Hiirf>grö.ssen  zur  Berechnung  dieser  Distanzen. 
Bezeichnen  wir  die  Distanzen  de^^^elben  Punktes  von  den  Mittel- 
punkten derjenigen  äusseren  Ber»ihrun^.skreise,  welche  an  den 
Seiten  ü  und  r;  liegen,  mit  i^"*'  "''^  ^^^i  ^^^^  M-^  die  zuge- 
hörigen Hiir>grüssen,  so  erhalt  man  diese  let^teien  aus  den  Glei- 
chungen (146),  (147),  (148),  (149)  durch  einfache  \  ei 'auschiing 
der  Buchstaben  a,  Qi,  Ti  mit  6,  q.j*  ^2  ""d  c,  ^3,  rg.  Stellt  man 
alsdann  alles  zusammen,  so  gelangt  man  zu  folgenden  vier  Syste« 
inea  von  Gleichungen : 

1  |4Sin«iflSiii2i6Si^  4Sin!QSin^6Sin;c/ 
1    j4Sin«l<iSinri6Sin«k- ,  48inltt8in^//Sin^c^ 

nm   (    '"^^  +sini(6+ü-.«>r 

lg%=2^  {  Jf^  -j-TOTFe^^! ' 

L  *  14&io«i«Sin*16Sln«Jc.4SiniaSinl6Sin4cJ 
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.  '   .  (km)  ...    ■  •     :  . 

,  2SiD;<iSinl6SiDi<j, 

»  =2Co8iaCo«;^  Cos  ic— -h 6 U      sin  l{ai-b^c)  ^ 

,    2S1nJaSin.I6Smic. . 
JH^  =  2  Cos  la  Cos  16  Cos  ic  -  Cos  i(6 + c  -  a)  ( 1  " 

jir«=:2Cos  ^Cos  i6Cos  4c-Co«i(ii+c-6)  1 1  

2  Cos  ia  Cos  16  Cos  ic— CoaUn-f-^— c)  1 1  ~ J^ju  i /ao-^^^cT 

♦ 


(152) 


(153) 


,        .iir  =  V  tgetgeitg^atg^jtgrtgritgratgra 
Xlctgr  +  Kl+tgi-tg^)  (ctgri +etgr^^+ctgr^|-ctgr)n 

Jtf|:!:=V  tgetg^jtg^tg^tgrtgri  tgr.tgr, 

X  { ctg  r— tgr  tg  ^1 )  (ctg  r  +  ctg  +ctgrs-ctgri)l» 


M^^V  tgptgeitgffatgtfstgrtgritgrttgr, 

Xlctgr— i(l— t^rtg^a)ctgr+ctgri+ctgr8-ctgra)K 


11,= Vtg^tgp,tgj,tg^tgrtgritgr»fgr, 

Xlctg  r  -  i(I  -  tgr  tg  ^)  (ctgr + ctgrj  fctg  rj- ctgfii)  j. 


{.  68. 

Bestimtnuiig  der  sphärischen  Distaneeii  rf,  </i ,  «/j,  dg  ßämmt 
den  zugehörigen  Hilfsgrössen  JIÜ,  ^Wj,  iVa,  iW»  Airch  die  drtl 
Winkel       J5,  C  des  gegebenen  «phärischeti  Dreieckes. 

Wenn  man  in  den  (>leichiingeii  (152)  statt  fgr,  tge,  tg^j.  tg^, 
tg^  die  entsprechenden  Werlte  aus  (43)  und  (33)  setzt,  so  er- 
lH»t  «Mi.«#iiltte»iar:> 
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72  OnftrUmgtrt  Dt  tpHriuät  Brttut  ■ 

•  4 

^^^S?  1  Ipa  CSilZJSTnTSSiSiB»  * 

üm  anch  die  zugehörigen  vier  HilfsgrüsK<»n         Mi,  M.2, 
durch  die  drei  Winkel         B,  C  anszudrücken ,    verwenden  wir 
zunächst  die  (Tieichungen  (72)  §.3-2.  und  (06)  $.40.«  daua  auch 
wieder  jeoe  (43)  und  (33),  und  erhalten«  weil 

u.  s.  w. 

Ist: 

^  '~"'SiDilSiai;SinCCo8i(il-|-^-|'<^ 

1— Cosil— Cos  ß—CosC    ^  Cos  Ii A  +  Ä  + 


Sio  il  Sin  a  6iu  CCo8i(il<i-^4^  t') 


~~  Sin   6iu  g  6ia  CCw^A  -ft-  B  f  C) 


1 4-Co8/<-^Cogg+  C08C  CosK^-t-g-t-C) 
'  4Sio;gCo8i/ICos4e  **+2Co8;ÄSinMSiniC*' 


Siniläini^iiinCCo8;(^+/^4^C) 
;"i5iniCCMl3Cöi42r » *  2CoeJCSinQSlDi»'* 


Beieicbnet  d'  die  spbSriscbe  Distanz  des  Mittelirnnktes  des 
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dem  Polardreleck  yfi^  ABC  niiischrfebeiieii  Kretirosivoo  dem  Mit- 
telpwikte  dev'  demMlben  Dreieck  dngeeehriebene»  Kreises  uDd 
4i'  die.  «iibirliiehe  Dletea«  deeeelbeo  Mittelpmiktee  von  dem  Mit- 
telpiinirf  desjenigen  Insserefi-  BerfiiHrengskreises'»  welclier  an  der 
Seit^  liegt,  so  kOnneo  diese  LMstaozen  d'  ^  aus  den  je  zwei 
ersten  der  Gletehimgen  (150),  (152),  (154)  offenbar  dadurch  be- 
etlBQit  vrerdeo«  dass  man  alle  in  den  zweiten  Theilen  derselben 
verkonmenden  Budtstnben'  mit  Strichen  versieht  M'  und  Mi 
bneiehnen  alsdann  das,  was  aus  ilf.  und  Mi  in  (151) »  (IM)  Wied, 
wenn  man  auch  hierin  a' ,  b',  c'  an  die  Stelle  von  tt,  h,  c.und 
A'  t  t  C  an  die  Stelle  von  A,  B,  C  setzt.  Um  dann  diese 
Distanzen  durch  die  Bestandtheiledes  Uauptdreieekes auszudrucken, 
bedient  man  sich  wieder  der  bekannten  Relationen  zwischen  den 
Seiten  und  Winkeln  des  Haupt-  und  Pplardreieckes  (§«  16)  und 
erhält  mit  tbeilweieer  Beriickeichligong  der  Resultate  dea  {.  21. 
sofort:* 

(eO  •  ' 

_  J_  |4Coe«MCos^4g.Coa»|C  .  ACoslACoslBCosiC ) 
^  —itf'«  i  Ji'^  +  CoBHAi^B-tO 

j^i  m  +    Coa4(Ä+C-2l)  l' 

il)    HP*  -  (tgrtg(?iM)^  '   'S«!  -  (tgr^tg^ü^O»  ' 

,   L  lSin^K!ii±tc)     SinUo^^^-l-c)  { 

«8^  -M'*  i      Iff?  '^Stnialäini6Sinle( 

l.^.,  1    )Sin«Ua-l-&-|-c)  Sm,{a\b\c)  J 

\  '6      -ifj'»  \       Bi*  ÄuiaCoe46(;es;ci  *  • 

...  '>  ■ 

(h') 

M' =z                   '  • 


dl') 


CO 


Sin  a  Sin  6  Sin  G  Sin  4(a -f  6 -|- c) 

-H-Cos^^gf Cosg^^fCosnc  ,  SrnK«-h64^c) 
2Co8iaCo«i;6€oa;e  ^^^2Sin;aSiui6Sinie'' 

^>'^SiBaSin6SiBi?SlnUa-|'6-M  , 
.  1  +  Cos«;a ^CoBHb-^ CwHw  .  S}nKa-f-6^c) 

^       ^.      -SCosiaSin^öSinic  **T2SiDja(^si6CosW- 
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Die  Ausdrucke  für  die  Distanzen  d^' ,  d^' ,  so  wie  die  tage* 
bOrigeo  HilfsgrOssen  Af^' ,  M^' ,  weldie  sieh  auf  die  Mittelpunkte 
der  an  den  Seiten  b' ,  c'  liegenden- äntaeren  Ber(ihffungskrei«e  de» 
Polardreieckes  bezieben,  könnten  onmittelbar  nach  dem  Vorher« 

gebenden  hingeschrieben  uerden.  Da  aber  die  genannten  Hilfs* 
^Ü88en  in  der  Fol^e  ganzlich  aus  unseren  Rechnungen  heraus- 
fallen und  durch  andere  einfachere  und  direktere  er^ietzt  werden 
sollen,  60  begnügen  wir  uns  mit  dec  Aiiffuhrung  dts  auA  jAftft 
Gkicbuogen  (f)  folgenden  SystoBi«:  ,  ,< 

^ tg^^'-^tgr tgg 
t^2w  ,_tgV|+2tgntgt>      ,  - 

♦  • 

auf  welche«  wir  später  nieder  zurfickkomnien  werden. 


Wenn  wir  mit  d^,  ^3  die  ^ntfenmngeii  ilee  ^tm  Meap^ 
dreieck  ABC  eiugescliriebeneii  Kreises  von  den  Mlttelpiuik- 
ten  der  den  drei  Nebeodreieeken^  tiinsebrIebeaeD  Kreiee  beseicb- 
neu  9  so  fc9onen  diene  Enffernnngen  offenbar  naeb  den  Gleiebungen 
des  §.  67.  bestimmt  werden,  wenn  man  die  drei  Nebendreiecfco 
der  Reibe  nacb  aia  Manptdreiecke  und  das  Hauptdreieck  als  ibr 
geineinaebaftlicbea  Nebendreiec|e  bettacbtet :  dip  ä^,  dg  werden 
abo  übergehen  in  d^,      ^*  wenn  man  statt 

€p  ri        Mg  setst:  6|,  Ci,  rt»  p>  M|« 

c,  r,   Q2»  »•  ^i»         9»  ^'a* 

^$    ^9    ^*  ^9      n       Ol«    ^*    H»  f  9»    ^t»  ' 

wobei  Ml,  M2*  M3  diejenigen  Werthe  bezeichnen,  in  welche 
,  übergehen,  wenn  man  61,  Ci ;  a^y  C| ;  a|,  bi  an  die 

Stelle  von  b,  c\  if ,  c;  a,  h  setzt,  wobei,  wie  immer,  fi,  =  180®-— a, 
—  I^SO''—  i^,  ^1  =1;  Iöa^--c  ist.  So  erhält  man  ans  deaGleicbttn- 
gen  im)  and  (iö!):  v 
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m 


M,=2C«8i«Cc8i6,Cosl,i-Co.l(6»+c,-«)il--^i^^!^l, 
Oder. 


=2  Cos  ia  SiD  46  Sin  4c  +  Cos  4(a+6+c)  { l  -^^ifj^rf^ J* 

•Imhiso 

ll,s2Co« 4«8iD ie^Q^\{Q^k^€)\\  si^«T6T7) 

M,=2Cos  ic  Sin  ia  Sin  Ib  +  Cos       H^)  1 1 "  " ^ii^i^f^f^l- 

Denkt  man  sich  über  die  GteichuBgeo  (156)  noch  die  erste  des 
Systems  (152)«  uämUqh  die: 


gesetzt,  und  Tcrgleichf  die  zweiten  Theilc  tlleser  vier  Gfeicfiun^en 
mit  jenen  (k'),  so  berrtcrkt  man,  das^s  sie  sieh  r'.or  Reihe  nach 
nor  in  den  ^iennern  ?on  eioauder  uiiterscbeiden.  liüAftte  ^ai) 
also  beweisen,  dass 

ist,  8o  würde  daraas  auch  die  Gleichheit  der  ersten  Thelie  der 
genannten  Gleichungen,  folglich  auch,  dass 

(158)      r.  d'=d^  rfi'=<5i,   rfa'  =  ^2.  rf»'=d,  '/ 
Ist,  Mge«.  ftlit  Rücksicht  doraoC,  dass  jodes  Dreiecb  das  Polar- 


diiiedB  Miaea  Polaidrtiieelwa  ist,  kSnaft»  aaB  aladaoa  nock  ««i*> 


*  daü 
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ist«  und  man  hätte  folgenden  nerkirfirdigeo 

Lehrsatz.  { 

i 

Die  Entfemiiogeii  des  Mittelpsitktes  Am%  ainea 
epbirlflchen  Dreieck  vmecbriebeDeo  Kreise*  tob  detj 
Blittei'pnokien  seiner  vier  Berflbreogskreise  sind  der 
Raibe  nach  gleich  deo  eerrespendirenden  Entfernef 
gen  des  liittelponktes  des  dem  Polardrelacic  aiage- 
schriebenen  Kreises  von  den  Mittolponktea  dar  dea 
Polardreieck  and  seinen  drei  Nebendreieekan  onaafcrie- 
banen  Kreise,  ood  angakehrt. 

Indem  wir  nun  zu  dem  ^}e^^eis  der  Gleichungen  (!'),  welclier 
uns  erst  in  den  lli'^iti  des  vori^tohendei»  LehrsatEcs  l)rir)»»^en  kano, 
überiiehen,  bemerlcen  wir,  daas  es  nur  nothwendii;  und  schon  hin- 
reichend ist,  die  ersten  zwei  dergellien  zu  ?erificireii,  inderii  Hie 
dritte  und  vierte  Gleichung  dieselbe  Relation  wie  die  zwf  ite  Glei- 
chung ausspricht^  nur  in  Bezug  auf  je  eine  andere  Seite  de« 
Dreieckes  ABC. 

.  «.  71. 

Beweis  der  Gleichung  VI/ =  tt^r  ti^  p  V  oder,  wenn  man  für 
Hi  und  M'  die  Wertbe  aub  (151)  und  (i  )  äetzt,  dabei  betieukend, 
dass  ^ 

2 Sin     Sin  16  Sin  \c 

•  ^  «»'•*s«=»-öi..,i(^+f+^r 

biC,  Beweis  dar  Glaiebnag: 

Sin  IC»    c — g)  gin     -i-  <?— ^)  Sin  j  (#1  ^^  &  ~  c) 
2Cosi«Cos46Cos4e2«nU«-f  6^e) 

~  1  -i-  Coswig  -I-  Co»V,ö  4^  Gos^'c       ^Sinja  Sin  16 Sin  ;e> 
T        2Cos;oCas;6Cesic  fiWaiCaO+c)  *' 

Wir  fflbren  den  Beweis  durch  Transformation  beider  Theiie 
der  Gleichung,  das  sich  zu  beiden  Seiten  als  gleich  ergebende 
jedesmal  weglassend,  bis  wir  zu  einer  idetitischeu  Gleichung  ge- 
langen. Um  diese  Transformation  ansfiOhren  zu  können,  sind 
einige  vorbereitende  Rechnungen  oothwendig.    Setst  man  nur 
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Abkürzung  Sin  -f  6.+<;}  s^s^r,  so  ist  mit  Rücksicht  auf  die  GleU 
thungen  (15)  §.11.:  * 

Sin  4(a  +  c  —  6)  =  ^  ^.     +  ^,  — ^, = +  2z/  -  "U^, 

folglich :  • , 

(m')      Sin  \{b        o)0iiiKa+c-^6)  SioU«  -l-  ^  -c) 

=— +  2-^)«  +  4(^/4  ^,+^4^8  +  ^a^/J  (j:  +  2^— 8J|^j^/», 

z/j^a^-Zg  ^Siii  ia  Sin         Je  (Cos ia Cos  lü  (Josic)* 

istt  statt  aoch  ^^tf'*  setseo  kann. 

Ferner  ist 

«It^s  s=  (Cos  ;a  Co«  46  Cos  ;c)  (Ces  4cSia  ;a  Sin 

z/^z/a  =:  (Cos  \a  Cos    Cosic)  (Cos  \bWäk  U'Sin  ic) , 

=(CosiaCosi6  Cosk)  (Cos;aSin  i6  Sioic); 

.wenn  man .  diese  drei  Gleichungen  addirt»  dahei  anf  die  in 
§.  32.  dagefiihrte,  schon  8fter  mit  Vortheil  verwendete  Beseieh- 
iMinig  achtet^  so  ilrbill  nihnt 

nnd  hieran«  folgt: 
(„')       Ci(a  +  6  4-  ,)^^-^^-Jt^-^ . 

Fflbi^n  wit  .nnn,.  n^ter  Anwendnng  der  Ciieichung  (mO«  die 
Bneiistaben  J  ancb  im  sweiten  Theil  der  au  beweisenden  Glel^ 
chnng  ein,  se  gewinnt  derselbe  folgende  Gestalt: 

das  erste  Glied  dieses  zweigliedrigeD  Ausdruckes  ist  auch  gleich 
2^/'~|5^(j:  +  2^)  +  2Cos4(a  +  6  +  c)((H^),  : 
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wiäMifilvWwtli  aati  »icb  .•ii.4cMe»Ste|le'}s^*tet  wk-Mam  hUU 
Soll  imn  die  bebaoptete  Gleichung  richtig  sein,  iioiiiaw,  ireH  4k9 
erste  Tbeil  offenbar  gleich 


9 


Ist»  folgende  Gleichung  identiscll  erßillt  «eins 

oder  ancb,  wenn  man  mit  %^  mifltiplicirtt 

'^ais\%4)—'iA*  Cos  i(a-|-Hc)—  HCo8s;a-|-Cos*i6-f  Cos»;0asa 

Den  Beweis  für  diese  letzte  Gleichung  kuonen  wir  auf  .fol- 
gende einfache  Art  führen: 

Es  ist  «s^i-f^s+^f— folglich:  . 

setst  man  4»  die  leiste  Glcidning  statt  i?  und  ^e«)i  Werlhey 
ebenso  fiir  24'Coa  i(<»4'6.4- c)  seinen  Werth  ans  (n')»  so  er- 
hält niao€ 

— 2(1 — iCos«;«  -r-  Cosn6  -  Cos«{<J = 0 

oder 

'  yl*—  4«^ 4«  -  4«  -  '2^'«  =  1  —  Cos«ia  ~  Co82i6  -  Co8*i<r , 

und  diese  Gleichung  ist  ab  identisch  leicht  so  ericenoea,  dinn 
man  hat: 

^  ;:=SiD'';aSio''A6Sio«;<;  =(1— Cos24a)(l— Cos»^6)(J— Cos*ie)« 
4<=Sin*;aCo8^^Co8«ie^(i-^'€o8^<t)€iösn6€o8«£e« 
4>==Sinn6CosnaCosnc^(l~Co6n6)CosSlaCpsV, 
'4«=  Sin>;cCosnaCes^i6==a — C^^c)  Gosna(^^ 
oder  ■  '    .  ^ 
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■  ^ 

werden  iiuti  die  lefsten  drei  Gleicbqpgeo  addirt  und  die  Summe 
Ton  der  ersten  sobtrebirt»  so  folgt  anmHtelbar': 

jz  _  j^^^j^^ -  /^,»=  1— Co»«ia— Coe«i6  -Co««ic  +  2^'«,. 

womit  also  ftocb  die  am  Eingaoe  dieses  Paragrapben  aufgestellte 
Gleicbung  bewteüteh  ist  '■  ' 

Beweis  der  ^leicbnhg  'Bitstgrt  ^^iV/  oder,  wenn  fÜt  Hg 
uod  JVi':^^  iV^oftbe  vmd  fi']  gesetst  werden,  dabei 

berucksiebtigend  9  dass 

2Sin  in  Cos     Cos  4c 
/  ^  itgntg^»    Sini(a-f  6T^ 

wti  Beweis  der  GIeicboog: 

SOMiaSfa.»«.:«;  +C«J(«+*+c)J  i-  — !"  'f"'^^^ 

_  SinK6  +  c -  g)  Sin  U«  -j-  c~6)  Sin  U«  +  6  ~  c) 
$inia3inj^^SinicSini(a'f 

l  +  Cos^irt  —  Cos«'  /i  —  Cos«ic  . ■    2  Sin  I g  Co8 16  Cos  k 
2C9e;g6in;65mAc       ^         Sioi(g-f6 -|-e)  ^* 

Vertauscht  man  in  dem  Prodncte  •  - 

A  mit  —^1,  also  —  ^  mit  ^i,  so  ändert  sieb  dasselbe  nicht, 
denn  der  eVste  Faetof  bleibt  abiobit  derselbe,  der  xweite  Terwan- 
delt  sich  In  den  dritten,  der  vdritte  Factor  In  den  «weiten  und 
beide  ftndern  gleichseitig  das  Zeichen.  Da  nun  ferner 

b«i  didesr  ^ertnisebiing  ebenfalls  srngulMlait  b|«ib|,  se  Ihm»  Wm 
dieeelbe  «neb*  ml  MreilM  TM  der  OrieliBag  On')  eüiiebiiMfl^ 
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olme  dfe  Gleicbheit  mit  dem  ertten  Tbeir,  mMm.Mfßim  Prm- 
«lochte  gleich  ist,  zq, sturen,  nod  man  erbftlt  sofort  aaehs 

(oO       Sin4(6-|-e-*a)SiDi(a-|-c— 6)Siiii(a'^6— c) 

worin  man«  weil 

=  (SinlaCoai6Coaie)(CoaiaSini6Sin&e}* 

iiit>  statt  AJ^^  auch  ^i^"^  aetsen  kann. 
Ferner  ist 

^-J^  =(Cos  la  Sin  16  Sin  k)  (Cos  ^  cSin  .^ö  Sin ,» &) , 

s(Coa4aSini6Sin;c) (Coai^SiniaSini«)/ 
2fsJ3=:(Co8laSini6Sinii;)(Co8laSin$6Sin|«);  . 

werden  nun  die  zn-ei  frsten  dieser  Gleichwn^en  addirt  und  hier^ 
von  dio  dritte  aubtraliirt,  so  sieht  man  ieiciit.  dass 

Uta  woraus  folgt: 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (o')  erhKit  der  zweite  Theil  der  an  be- 
'weisenden  GleidiuBg  leicht  folgende  Gestalt: 

* 

das  erste  Glied  dieses  zweigliedrigen  Ausdruckes  ist  vermöge  der 
Gleichung  (p')  auch  gleich  - 

>~  JT  (a;  -  2  ^i)^  4-  i^^x  +  4^^^  {x — SU^)  Cos  Ua  -f  6  -j-  c) 

^Ü^^^a-—^)  |^(*-M>-2Cosi(a+6+c)|. 

und  diesen  Werth  hat  man  sich  an  die  Steile  jenes  Gliedes  ge- 
setzt au  denken.  jSoll  nun  die  behauptete  Gleichung  richtig  seii^ 


dargtum  m  Mine»  ßeHeJUmgen  imm  rrHi,  Si 

somass  offenbar,  das  ohnehin  Gleiche  der  so  (rarislormirt(^n  Glei- 
cbting  auf  beiden  Seiten  weglassend,,  folgende  Kestgleicbanff 
identisch  erfüllt  sein : 

oder  wenn  man  mit  2^/"  oiuitiplkirt  and  du  letzte  Glied  (rw 
portirt:  .  ^ 

«(ar-'M) — 2^'Co«{(«+ 6  +  c)  =  1  +  Cos«' a  -  Co6%b^Co&Hc, 
oder  wenn  man  für  CosJ(a+6+<?)  «einen  Werth  aas  (p')  «etat: 
as«— 2^,4? +2(^«+^^a+^/.^8 -^2^3)  =  l+eo8«ia-Co82i6-i;osa;c. 
Wenn  man  bedeuiit»  dase  +^+^g  — ^,  alao 

so  geht  der  erste  Tiieil  der  so  beweisenden  Reetgleiehiine  nvn 
fiber  in:  o  o 

-  2(4^, +^,^3 -^4)    2(^^,  +  ^^3-;^,^/,) 

nnd  wenn  man  hierin  redacirt,  so  erhält  man  mit  dem  sweiten 
Tbeii  in  Verbindung  folgende  zu  beweisende  Gleicbong: 

-^--^i^+^i^+^sHa^sl  +  Co«^ia-Cos^i6-Cos«ic. 
nun  nacb  dem  ;bicbluss  des  vorigen  Paragrapbea : 

^^i'^l-C^os2.1a-Cosn6--Cos2;c+Co6nflCosai6-fCo«aiaCo»«ie^ 
-^•*+^»*=Ce»»JaCee«4A  +  CoA*laCoB*ie^2^% 

ist,  da  ferner 

2^^Ä(Co8i»Sinl6Sin4c)«=Ce»*|Äa— Cei«Jd)(I  — Cos«'c) 
oder 

2^*«=2Ce««io^2Ces«5aCo8nÄ— 2Cos2»aCos^ic+2^'* 

Ist,  so  überzeugt  man  sich  leicht  durch  directe  8nbetitatloti,  da«« 
der  erste  Theii  obiger  Restgleichung  mit  dem  aweiteo  Mentiseh 
ist,  womit  also  aueb  »aaere  AnagaagagleiebnBg  bewieaen  fet. 
TlieU  xxxin.  ^ 


(160) 


Vnfer  dinget :  Oa$  spMrUcAe  Dreieck 


§.  73. 

Da  nunmebr  die  Giltigkeit  der  Gleichungen  (I')  sieb  bewahr- 
heitet bat,  80  gelten  auch  die  Gleichungen  (158),  (159)  oder  der 
durch  dieselben  ausgesprocbeuc  am  Schlüsse  des  §.  70.  aufge- 
flihrte  Lehrsftts.  Die  Gleicbangeu  (k')  geben  sonach  fiber  in: 

so  dass  also  zur  Berechnung  der  14  Distanzen  d,  d*\  di,ii^; 
dt,S^*;  d^,6^^\  ^tft^t'i  "^3»  fh' y  welche  [laarweise  eln- 

aodi^r  gleich  sind,  nur  die  Bestimmung  der  7  Hilfsgrüsaen  AI,  Af|, 
M^,  ilfs*  Ms,  Ms»  welche  uberdiess  durch  die  aus  (157)  leicht 
nachweisbare  Relation 

(161)  .  jr=M,+M«4^]U, 

auf  6  vermindert  werden  kann,  notbv\endig  ist.  - 

Das«  ilbtigene  d^=d  ist,  kaon  «aeh  leicht  aus  den  83rDtheti' 
sehen  Betrachtungen  des  {.  47.  gefolgert  werden^.  Vevbindet  man 

die  Mittelpunkte  des  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen  nnd 
nmsebri ebenen  Kreises  mit  dem  Kugelmittelpuukt,  so  ist  der  von 
diesen  Radien  eingesehloasene  Winkel  gleich  d,  und  da  diese 
Radien  auf  den  Ebenen  der  genannten  Kreise  senkrecht  stehen» 
se  ist  auch  d  das  Maass  des  Neigungswinkels  dieser  beiden  El^e» 
nen.  Ebenso  ist  d'  das  Maass  des  Neignngswinicels  der  Ebenen 
des  dem  Polardreicck  A'B'C  eingeschriebenen  und  umschriebe* 
nen  Kreises.  Da  nun  in  dem  cUirten  Paragraphen  nachgewiesen 
wurde,  dass  die  Ebene  des  dem  Hauptdreieck  einf^eschriebenen 
Kreises  mit  der  Ebene  des  dem  Polardreieck  ums cbrieljenen  Krei- 
ses und  nmf,'ekehrt  parallel  ist,  so  sind  die  genannten  IVeigungs- 
winkel  einander  gleich,  mithin  auch  d*  =  d.  Ebenso  leicht  iässt 
sich  begreifen,  dass  «fj^sr^^  ist.  Es  ist  nur  nothwendig,  nich  zu 
vergegenwärtigen,  dass  das  an  der  Seite  a*  des  Dreieckes  A^ß^C* 
liegende  Nebendreieefc  seinen  Abmessungen  und  seiner  Lage  nach 
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das  Polardreieck  des  an  der  Seite  a  des  Hauptdreieckes  ABC 
liegenden  Nebeodreieckes  ist.  Die  Ebenen  des  dem  ersteren 
Dreieck  eingeschriebenen  und  des  dem  letzteren  iimscluiehenen 
Kreises  sind  also  parallel.  Die  Ebenen  des  deni  Polardreieck 
ABC  uraschri<  henen  und  des  dem  Uauptdreieck  ^JBTC eingeschrie- 
benen Krei«c8  »iod  aber  auch  parallel,  folglich  ist  die  Neigung 
der  zwei  ersten  Ebenen  gleich  der  Neigung  der  zwei  letzten. 
Diese  Neigungen  werden  aber  beziehungsweise  durch  die  sphä- 
rischen Distanzen  di*  and  6^  gemessen,  folglich  ist  di'  =  ii. 
Die  flbrigen  Gleichungen  in  (158)  und  (159)  sind  nun  von  selbst  klar. 

}.  74. 

Da  das  Perpendikel,  welches  man  vom  Mittelpunkt  des  einem 
sphSrischen  Dreieck  umschriebenea  Kreises  auf  eine  Seite  f&Ilt, 
diese  Seite  baibirt,  so  Ist  offeober  der  sphärische  Bogen  D^» 
welcher  die  Mittelpunkte  der  einem  sphSrischen  Dreieck  und  einem 
seiner  Nebendreiecke  umschriebenen  Kreise  verbindet,  der  Summe 
oder  dem  Unterschiede  der  beiden  Perpendikel  gleich^  welche  auf 
dre  gemeinschaftliche  Seite  gefUlIt  werden,  je  nachdem  die  bei 
den  Mittelpunkte  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite 
der  den  beiden  Dreiecken  gemeinschaftlichen  Seite  liegen.  Ist 
diese  Seite  a,  so  ist  das  eine  Perpondlkel  beseicbneil  wir 
das  zweite  mit  pi ,  eo  geben  die  Formeln  (124) : 

tgp, =±SlD lotgliB^ C- A) ,  tgvi  =  ±Sin iatg i(Äi  +  Ci  - A), 

oder  Btatt  der  letzten  Gleichung 

tglPi  » =F  Sin  Utf  IW + ir + €?), 

oder,  wenn  man 
setzt : 

<6/'i=dbn»>  tgvj=+ji, 

weM  tn  jedem  FaHe  das  obere  oder  intere  Zetehen  m  nehmen 
ist»  Je  nadidem  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  nmaebrlebenen 
Kruses  bexi^idi  der  Mte  a  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzter  Seite  liegt  Um  also  aus  diesen  sw^ 
Perpendikeln  pi»  Pt  die  Distans  der  beiden  Mittelpunkte  be« 
stimmen  zu  können,  ist  unumgänglich  nothwendig»  Aber  die  Wahl 
dieser  Vorzeichen  in  jedem  Falle  entscheiden  an  kOnnen,  wosu 
tns  die  folgenden  Betrachtungen  befllbigen  werden.  ^  Aus  dem 
{.Gl,  wird  einlenehtend»  dass  der  einem  Dreieck  ABC  mnsehrle* 
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ünfeirAins^r:  Da$  iphdruche  Dreieck 


beae  Kreis  seinen  Mittelpunkt  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
Seite  von  a  bat  oder  dat^s  Dreieck  und  Mittelpunkt  auf  eotgegeo- 

gesetztef  Seite  \oa  a  Hegen«  je  oachdeni  AyB-^C  ist  Der 

MilteipuTikt  des  dem  an  a  liegenden  Nebendreiecke  umschriebe* 
nen  Kreise«  wird  also  ebenfalls  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
Seite  von  a  oder  auf  der  eotgegeogeseteten  Seite  liegen ,  je  nach- 
dem. A^Bi-i-Ci  oder«  was  daseelbe  Ist,  je  naebdan 

ist.  !Man  hätte  also,  um  über  (Vm  Lage  der  genannten  Mittel- 
punkte, respective  fiber  die  Lage  der  beiden  Perpendikel /l| *  y| 
2U  eotscheideo»  foigeode  vier  Fälle  zu  discutiren: 

1)  iK^-fCnnd  il+B+C<2.l«0o, 

2)  AkB^C  „    ^  +  ß+C>2.180o, 

3)  A'>B  +  C   „    ^1 +  6<'2.Iöü', 

4)  A>B^C  „   ^  +  ^  +  02.180«, 

von  welchen  sich  jedoch*  der  vierte  als  nnmSglich  erweist  Demi 
iat  A^B-^C,  so  Ut  '2A>A'I'B-^C,  foignoh,  da  A  stets  Uei- 
»er  als  180^  Ist,  um  so  mehr  A B-^C <,2.l^,  so  dass  die 
Anzahl  der  zu  betrachtenden  Fälle  mit  dem  dritten  abgeschlos- 
sen ist  Gehen  wir  nun  diese  drei  Fälle  der  Reihe  nadh  durch. 

Erster  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieck  um- 
schrlciienen  Kreises  liegt  mit  diesem  auf  derselben  Seite  von  a. 
Der  Mittelpunkt  des  dem  an  a  liegenden  Nebendreiecke  umschrie- 
benen Kreises  liegt  mit  diesem  auf  derselben  Seite  von  o.  Die 
beiden  Uittelpunkte  liegen  sonach  auf  entgegengesetsten  Selten 
von  a.   Also  ist 

tgpi— +M»j  tgftss— «  und  Bgssp^-k-Pi. 

* 

Zweiter  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieefc  um- 
schriebenen Kreises  Kegl  mit  diesem  auf  derselben  Seite  von  a. 
Der  Mittelpunkt  des  dem  Nebendreieck  an  a  umschriebenen  Krei- 
ses liegt  in  Hinsicht  dieses  Dreieckes  auf  der  entgegengesetctea 
Seite  von  a.  Die  beiden.  Blittelpunkte  Hegen  also  auf  denmlben 
Seite  von  tf>  und  zwar  auf  derjenigen  Seite«  ,  auf  welcher  dae 
Hauptdreieck  liegt  Also  Ist 

tgA  =  +  wi,    tgP|  =  +M   und  Di=/>|— pj, 

nicht  Pi—pif  wie  sich  auf  folgende  Art  seigen  lässt:  Weil 
^<ir+C»  so  ist  ^-M»-|-C<2(^4-^),  also  auch  180<><2(fi^O 
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oder  90«<i?4-^;  dft  aber  A  stets  kleiner  als  ISO«  l«t,  so  ist 
M  <  ^$  nnd  also  um  so  mehr  iA  <^B  -^^  C  Zieht  man  diese 
Relation  von  A  =  A  ab,  so  folgt  \A'^  B-{-C—A,  also  unk «o  mehr 
W>B-k^C—A.  W>\{B'^C^A),  £•  ist  also 

woraus  ersichtlicb,  dass  dieser  Bogen  im  ersteo  Quadranten  liegt 
Aas  der  VoraaSsettuog  Ä  \-B-^  C^H"^  folgt : 

HA  +  Ä  +  C)  ^  2W* 

woraus  ersiditlieh  ist,  dass  dieier  Bogen  In  dritten  Quadranten 
liegt,  wfibrend  der  Bogen 

im  ersten  Quadranten  liegt  und  mit  dem  unmittelbar  ▼orbergebeih 
den  dieselbe  Tangente  bat.  Die  beiden  Bogen 

liegen  daher  beide  im  ersten  Quadranten  nnd  man  daff  also  nnb 
der  Ten  selbst  ersichtlichen  Relation 

C-  A)>\{A-^Ii^'  C).~  180« 

auch  schli essen,  dass  die  Tangente  des  ersten  Bogens  grOsser 
ist  als  die  Tangeilte  des  streiten »  mitbin  ist  auch : 

i%l{B^C--A}>ig\{A-^B\C), 
nnd  um  so  mehr«  da  Sin  in  stets  posltlr  und  kleiner  als  I  ist. 

Dritter  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Uauptdreieck  um- 
scbriebenen  Kreises  liegt  in  Hinsieht  auf  dieses  Dreieck  auf  der 
entgegengesetsten  Seite  von  a.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Neben- 
dreieck  an  a  umschriebenen  Kreises  liegt  mit  demselben  auf 
einerlei  Seite  von  e.  Die  beiden  Mittelpunkte  liegen  sonach  auf 
derselben  Seite  von  a,  nx^^  zwar  auf  derjenigen  Seite^  auf  «rei- 
cher das  Hauptdreieck  nicht  liegt,  also  auf  der  entgegengesets* 
ten  Seite  als  im  streiten  PalK  Also  ist 

♦gPi  =  —    ,    ig  \>i  =  —  91  und  D|  =  Vi  — . 


nicht  pf^Pi»  wie  auf  folgende  Art  einleuchtet:  Weil  A>ßi-t\ 


80  ünfifdinper:  Bß9  ^käfiM$  BrMUh 

so  ist  2^>^  \  r>  180°,  also  um  so  mehr  W,  folglich 
^<90o,  C<,9Q^  Dod  demnach  auch  «o  dau 

—  Ä  —  C)  ^ 

im  ersUo  Quadranten  liegt.  Ferner  ist  der  Voraussetzung  nach 

j(ii  +  Ä  +  C)^^. 
•o  das«  dieser  Bogen  im  sweltee  Qoedraiitoii,  aber  Jener 

Im  ersten  Quadranten  liegt  und  mit  demselben  einerlei  Tangeute 
hat»  nur  mit  positivem  Vorseicben.  Da  nun  augenscheinlich 

180«-      +  Ä  +  C)  >        Ä  -  C), 

•e  besteht  dieselbe  Relation  swiscben  den  Tangenten  dieser  Bo- 
gen» d.h.  e*  ist  *-ii>-^ in,  folglieb  um  so  mehr 

Bedient  man  sieb  sur  ßerecbnung  von  tgD|  ans  igpn 
bekaanlsn  Formel: 

tttte+nW^*^^-^ 
tg(;r±,)^j^jg^^^, 

so  findet  man  in  allen  drei  F&llen  gleieb: 

771  —  n 


mn 


so  dass  man  nur  nothig  hat,  die  Recbonng  für  einen  dieser  Fälle, 
e.  B.  für  den  ersten  durcfrzufubren»  um  eine  für  alle  Fülle  giltige 
Formel  zu  erhalten.  Diese«  soll  nun  gesobehen. 

WeU  bekanetlicb 

so  wird 

oder  aneb,  wenn  man  bedenkt,  dass 

— Cos  1{A^B^  C)  Cos  i(A  4-  C  -  il>  =s  Sin«ia  Sin  Ä  Sin  C 

ist: 
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— SioiaSiitßSmC* 

Ferner  ial 

SiDBSinC  ■CosU^+*+C)Co8;(Ä+C-il) 

odtr 

8to  Jtflta  C-Sifi     -h      O  Sin      +  C  ~  ^) 

 —rnnsmc  * 

iiod  mit  Raclwicht  auf  die  folgende  allgemeine  gonionetriedie  Formel  t 

SinySini=8lnKa:4;y+*)Sin%+*--ar)+Sini(«+«--y)SiDi(a:+y-*): 

,  ,  Sin  i{A  ^C-B)  Sin      +  g  -  C) . 

setzt  man  nun  die  iur  m — n  und  l-f-mn  gefundenen  Werthe  in 
den  obigen  Aoedmck  itir  fgDi^  ee  erhält  man  mit  Leiehtlgkeit: 

Sin  A  1 


Siuia  Sin;(.jf^C~iß)Sin;U-|-i?-C) ' 
und  ebenso 

,        SinC  _1  

*8'^»=äi5i5-feei(Ä+tf--4lSin4U+<J-A)' 

wobei  Ds  und  D,  die  amdegeo  Distanzen  des  Mittelpunktes  des 
dem  Uauptdreieck  umschriebenen  Kreises  von  den  Mittelpunkten 
-derjenigen  Kreise  bezeichnen,  vrelche  den  an  h  und  e  liegenden 
Nebendreiecken  umsehrieben  sind« 


j,  75. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  einem 
sphfirischen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  den  Mittel- 
punkten der  seinen  'drei  Neiiendreiecken  eingesebrlebenen  Kreise 
init  Dl,  Dt*  D^,  so  dass  diese  Distansen  mit  der  Reihenfolge  der  • 
Seiten  b,  e  einerlei  Ordnung  befolgen,  so  haben  wir  in  j.  9* 
gefunden  s 
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Sing   1  ^  

f\0\      l      n       Sin  6  1  

.  .  Sine  1  

Bezeichnen  wir  die  ähnlichen  Distanzen  für  das  Polardreieck, 
mit  Beibehaltung  derselben  Ordnung,  mit  Di',  DJ,  DJ ,  so  er« 
hält  man  dieselben  aus  den  Torsteheoden  Gleichungen  offenbar» 
wenn  man  eile  In  »weiten  Thell  Terkommenden  Bnebstabmi  mit 
Strielien  '^ersieht.  Geht  .man  aMann  mit  Hilfe  der  bekannten» 
in  {.  16.  aufge fahrten  Relationen  von  den  Seiten  nnd  Winkeln 
des  Polardreieckes  auf  die  Seiten  'und  Winkel  des  Havptdtdeckes 
anrflek,  so  ergibt  sieh : 


(163) 


4   1  i 

*  ^._Sinir  1  

"Sin 46'Sin J(Ä+ C- J)Sini(il+Ä-0 ' 

.  SinC  1 


Vergleieht  man  diese  Ausdrücke  n^it  Jenen  (162),  so  sieht 
man,  dass  ^ 

(164)  A'=I>|,  DJ==^D^,  A'=:0,« 

ist,  und  da  ¥00  den  swel  Dreiecken  ABC  nnd  A*WO  Immer 
eines  als  das  Polardreieck  des  andern  sn  betrachtsn  ist»  so  Ist  aneh ; 

a  -  * 

es  gilt  daher  folgender 

Lehrsat  s. 

Die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  einem 
sphärischen  Dreieck  u m sc liri dienen  Kreises  von  den 
Mittelpunkten  der  seinen  drei  INeben  dreiecken  um- 
schriebenen Kreise  sind  der  Reihe  nach  gleich  den 
Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  dem  Polardrei- 
cck  eingeschriebenen  Kreises  von  den  M it-tel {>u nkten 
der  seinen  drei  Nebendreiecken  eingeschriebenen 
Kreise«  und  umgekehrt. 


ünferiiinpgr:  Zu  Grünem  AblUmdL:  ßtu  $ßkihr, DrHeeh  eie.90 


III. 

Neuer  Beweis  des  von  Herrn  Grontrl  in  der  Ab- 
battdkmg: 

Das  sphärische  Dreiedi,  mit  seinein  Sehnen- 

dreieck  verglichen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
Geodäsie«  Nener  merkwürdiger  Lehrsats.  Ar- 
chiv.  ThI.  XXV.  8^19^. 
gegebenen  Theorems. 

Herrn  Franz  Unf erdinger, 

Lehrer  4er  Matliemstnt  fn  der  Ic.fc*  öeterreichiecheo  Kriegs -Mtrine, 
^       ein^eMhiin  mif  Sr.  Mig,  Propeller  •Fregatte  Ooatn. 

fn  der  Torhergehenden  Abhandlung  haben  wir  in  {.  44.  zur 
Berecbnung  der  Winkel  A,  Ii,  C  des  einem  sphärischen  Dreieck 
ABC  entspreehenden  Sehoendreiecices  aus  den  Elementen  de« 
apbSiiecben  Dreieeken  nnter  andern  folgende ,  allgemein  giltige 
Formeln  anfgeatellt: 

Cos  A  =  Gos  la  Cos  {A —  J«) , 

CosB    €oB  |AGoa(^— 4«), 

Cos  C  a  Gos  le  Cos  (C^  it). 

Aus  diesen  Formeln  lUsst  sich  nun  mit  Leichtigkeit  Herrn  Gru- 
nert'ä  Tlieoiem,  welches  sich  auf  eii^  Dreieck  luit  sehr  kleinen 
Selten  hezieht  und  von  demselben  a.  a.  O.  auf  andere  Art  ent- 
wickelt worden  ist,  ableiten,  was  im  Nachfolgenden  gezeigt  wer- 
den soll.  "  » 

Aus  der  ersten  der  obigen . Gleichungen  folgt: 
Sin«A  =  I  *-  CoanoCos<(J-  U) 

•  oder 
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Siii'AeainV  -  U)  -I-  SionaCiM^il— 4t), 

ebenso  ist 

mitbin 

/SinAy    •Sin«(il--4t)  1 -t-Sin«lactg«(^--4g) 

oder  mit  Vernachlässigung  von  Grössen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecices  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

SinA_StB(i<*-Se)  l-i-{<^ctg«(^— jt) 

= slni^I;!)  i  1  +  S«*ctg«(^- Je)Hl-i6«ctg«(B-S.)| 

Weil  i4— i€  =  (i<— is)-ie,  J?- =  1«)— 4«  und  f  in 
Bezog  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecices  von  der  iwdton 
Ordnung  ist,  ao  ist  bis  nnf  Grünsen  der  Tierten  Ordnung: 

Sin(^— |f)=Sin(^— i«)-ifCos(^— If). 

Sin(£--i«)  s  Sin(B-i«)  -i(Go8(il— 4«); 

mitbin  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

SinjA-U)  _S\u(A'-y)  l~Uctg(^— je) 
Sin(^-4<)'~6itt(a-i£)*l— it€tg(A— i«) 

En  int  daher  anehs 

Sira  =  SS^^40^  ^"'i"*8<^--W  +  J«ctg(Ä-it)i 

X  { 1 + ii^ekgHA  -  S.)-JA«ctg«(Ä-  UU 
oder  bis  auf  Grossen  der  vierten  Ordoong: 

SinA     Siu(^ — i*)*»      ,    r  *  i  v      "*  1  \1 

+ia»clg»(i<-l«)-l*»dg«(Ä-|Ol. 


Digitized  by  Google 


Wenn  man  nun  bedenkt,  dass  mit  Vernachlässigung  von  Grös- 
sen, welche  bezüglich  der  SeiteD  des  sphärischen  Dreieckes  von 
der  vierten  Ordnung  sind: 

S»n(J-U)  .,^^Si«(^-^s) 
*^""**SinÄSinC'  Siu^SinÜ 

ist,  wenn  man  ferner  zur  Abkürzung 

JH  =  ctg    -  ht)  -  ctg  (J5— 4«) , 

setxt,  so  wird 

lind  dio  Gleicbnng 

SinA  _  Sin(£--i£) 
SinB""Sin(Ä— Ii) 

vrird  bis  .auf  Grfisseli  der  vierten  OrdnaAg  richtig  i^ein,  wenn 
M^N  bis  auf  Grossen  der  Mr^fsn  Ordnung  gleich  Nntl  ist 
B|b  anf  GrSssen  d6r  xvirdten  Ordnung  Ist  öffsobnr: 

■  y 

üf  asctg  ^  —  ctg  ig  =  ~  Q.    .  ä^M* 


Sin  ^  Sin  £^         ,  _ 

Cos«^— Cos«J?  Sin(i<~^Sin(/H^> 
"'SlnilSlnÄSinC'^      Sin^Sin^SinC  ' 

* 

oder  well  genau  J-|-ir=180<»— (C— 1>,  Sin(itf4-^ssShi(C--f), 
bis  auf  Grossen  der  sweitea  Ordnung  Sin(^-f  rsSinC«  mit* 
bbi  «neb 

wodurch  flie  obige  Gleichung  verificirt  wird.  In  Bezug  auf  alles 
daraus  Folgende  verweisen  wir  den  Leser  auf  Herrn  G runer t's 
Abhandlang. 


tl2  Siurm:  Zur  imflä§.  i»  «Irlfil.  Im-fmn^  ZMem, 


IV. 

Zar  Aufiosang  der  Gleicliung  j^'-f-y*»«'  in  gamen 

Zahlen. 

V«« 

Herrn  J.  B,  Sturm 
im  Beg«ii«bnrg. 


NachstehendM  bat  den  Zwack«  auf  den  ZnsaminenhaDg  hin- 
suwninen»  in  welcbem  die  der  in  Rede  stellenden  Gldchung  ge- 
nSgenden  Zahlen  an  den  Dreiednaabien  atehen»  waa  neinds  Wia- 
aena  noch  nicht  geaehehen  iat  Icli  gebe  hierbei  von  folgender 
Lüaong  ana. 

Ea  aei  Sm-fl  irgend  eine  ungerade  ZabI«  ao  kann  aie  io 
die  Differens  aweler  Quadrate  Terwandelt  werden«  denn  es  ist: 

-I- 1  =  (« -I- l)*^m^' 

  » 

£a  wird  DVD  2m<f  1  ebenfalla  eine  Qnadratsalil  sein,  wenn 
te^ls:(2n  -|-l)^  gesetst  wird«  woraus  ms:%t(n+l)  folgt,  und 
sofort: 

•     (2«  +  1)«  =  (2it(ii  + 1)  +  D«  -  (2»(n  +  i))« 

oder: 

Lassen  wir  3  ala  die  erate  nogerade  Zahl  gdten,  ao  icOoiien 
wir  die  Gleicbnog  I.  ao  aoaaprecbeo: 

Die  Sumine  der  Quardrate  Ton  der  nien  ungeraden 
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Zahl  und  der  vierfachen  ebensov  iel  ten  Dreieckszahl 
ist  gleich  dem  Quadrate  eben  dieser  um  1  vermehrten 
Tierfacben  Ureieckszahl. 

Ist  -t- 1  eia  Prodnkt  aus  iwei  anderen  ungeraden  Zahlen, 
aieo  9m-|>l=:(3|»4l)(^  +  1)>  wo  q^p  sein  soll^  ao  ist  nach 
einem  hekannten  Satse: 

+       +  »  =  (^LM+?£±1)-  _  QE±l^-ziy 

oder 

und 

(2p+J)  (2^+1)  +  = 

Das  Produkt  (2p +  1)  (2^  +  1)  wird  eine  QuadratzabI,  wenn  in 
ihm  '2m^  +  2fli  statt  q  und  äa^f  2»  statt  p  gesetst  wird;  man 
•rfafilt  sodann: 

Es  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  auf  analoL,'G  Weise 
C2tt  +  1)*  (2^  +  1)^  (27  +  1)2  in  die  Differenz  zweier  Quadrate  zu 
verwandeln;  es  soll  jedoch  da\()ii  Umgang  i^enommen  werden,  da 
das  Vorstehende  genügt,  am  den  ii^ingangs  erw&hnteo  Zusammen- 
hang sehen  zu  lassen. 
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//// 


V;  . 

Zur  Theoriß  4er  periodischea  Dezimalbrüche« 

Von 

y  Herrn       B.  Sturm 


Seibat  die  besten  Lehrbücher  haben  eine  Darstellung  der 
Verwandlung  periodischer  Dezinialbrucbe  in  gemeine,  die  ein  bocbat 
fiberflüssiges  und  den  Anfönger  nur  belästigendes  Element^  nSm- 
Jich  die  unendliche  Reihe,  einführt.  Ks  l?isst  sich  aber  dieser 
üebelstand  leicht  vermeiden,  wenn  nian  gleich  %*on  vorn  herein 
bei  der  Verwandlung  gemeioer  Brüche  io  Dezimalbruche  deo  Rest 
mit  in  Betracht  zieht. 

£ä  äci  I  irgend  ein  ächter  Bruch;  wird  er  in  einen  Dezi- 

malbrocb  verwandelt  und  werden  dabei  n  D.ezimalen  berfickalch- 
tigty  so  iat: 

wo  r  selbstverständlich  den  Rest  bezeichnet  Ist  nim  der  Dezimal- 
brach  ein  periodischer 4  so  ist  r  =  a»  und  sofort i 

j-äO,  aßy  ....  ;*v  + 

oder 
und 

y= 0.  «flr ....  iw  X  (^ujm; = nfljcrr  • 

Seilest  für  solche  Schüler,  die  den  Gebrauch  allgemeiner  Zahl- 
zeichen noch  nicht  icennen,  hat  das  so  eben  dargelegte  Verfahren 
nicht  die  mindeste  Schwierigkeit;  ich  verfalire  beim  Unterrichte 
solcber  Schüler  gewöhnlich  so: 
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Andr$i: .  üeter  dis  Bestimmung  Jetur  dr$i  eieUAungm,  9^ 

Zähler     •       ,    .     »  Rest 

Nenner  Jü  ' 

|i*!5L=2  Dezimalen +'i^':Ne««er; 
Nenner  '  IQO  ' 

Zihler    «  ,x  .    ,     ,  Rest  „ 
HSSS?-^  Dezimalen  +^55: Nenner; 

V.   8.  f. 

Ist  nun  der  Dezimalbruch  ein  periodiscbei»  und  hat  die  Periede 
B>B.  3  Ziffern,  so  ist: 

Zähler  _  Periode  Zähler 
NenMT-   1000  lÖOU 

oder 

,       Periode        1     «.     ,  • 
Bruch  =~|göyf-  +  fgö^  Bruch, 

weraoe  auf  der  Stelle: 

Periode 


folgt 


Tl.  • 

Ueber  die  Bestimmung  jener  drei  Gleichungen ,  welche 
dienen,  ans  gemachten  Abieaangen  am  lombna  einea 
innkelinitnimeiitea  'die  Excentricit&t  deaaelben  an 

berechnen. 

Von 

Herrn  Theodor  Andres f 
k*  k.  HanpfnaM  im  lataa  Iihiln*lBliuitwie-1Uglin«ala.ia  Prag. 


Um  über  die  Grosse  der  Excentricität  eines  Winkeünsfru- 
mentes ,  welches  deshalb  mindestens  mit  zwei  diameotrai  ge^^on- 
über  liegenden  Nooien  veraehen  aeia  mosa,  Aufachkaa  zu  erhalten» 


üigmzed  by  Google 


\th  Andres:  Veb.  die  BetUmm.  jener  drei  Gleich,,  leeic/ie  dienen,  aus 

stellt  num  iMtnontiich  den  einen  Noniun  beispieLiweise  nach  und 

nach  auf  Q^,        ^        bis  auf  wo  in  diesem  Falle 

II  SS  12  ist,  and  liest  die  gegnnfiber  liegenden  oder  aneb  alle  vier 
Nenien  ab.  ^ 

Hiedurch  erhält  man  n  Gleichungen,  vxeklie  jedoch  nur  drei 
ÜDbokarifite  enthalten.  Diese  werden  aus  jt-nt  ii  //  (Gleichungen, 
wie  dies  lirüanoH'  in  seinem  \\  erlce  über  sphärisch«  Astronomie 
angab,  gleichsam  <lurch  einen  Kunstgriff  bestimmt.  Es  ist  jedoch 
nicht  schwer,  zu  erLenuen,  dass  die^^e  drei  Unbekannten  eigent- 
lich gefunden  werden  sollen,  indem  man  jene  n  Gleicbungeo  der 
Methode  der  kleinsten  Quadratsomme  unteraiebt  Inden  leb  lets- 
teres  tbat,  erbielt  ich  dieselben  Fonneln  wie  der  genannte  Aator« 
und  indem  dies  vielleiebt  mancben  Leser  dieses  sebr  verbreiteten 
Jenrnales  Interesairen  dGrfte>  ae  eriaube  leb  mir  auerst  in  KUrw 
die  Entwicfcelung  Jener  n  Gleiebnngen  su  geben,  um  dami  w 
aeigen f  wie  Brdnnow  und  wie  ich  an  jenen  Endgleichungeo 
kamen,  aus  welchen  die  erwfibnten  drei  Unbekannten  gelandeB 
werden. 

Es  sei  in  Taf.  1.  Fig.  4.  O  der  Mittelpunkt  des  Limbus- Krei- 
ses, jener  des  Nonius- Kreises,  und  es  sei  der  Winkel  PO*A' 
geraessen;  so  ist  die  Le.sung  bei  A'  nicht  die  für  den  Winkel 
A'O'Pt  sondern  entspricht  dem  Winkel  A'OP.  Ware  keine  Exceo- 
tricität  vorhanden,  d.  ii.  ^väre  OO'  =  e  =  0,  so  hätte  man  Winkel 
xiOP=iA'0' P.  Nennen  wir  nun  den  Halbmesser  des  Llmbus 
OP—r,  und  die  bei  P,  A'  und  A  gemachten  Ablesungen:  p,  a* 
und  u,'9Q  haben  wir:       .  * 

A'R  s rsln(a'— =  il'0'.sin(a— 

mid 

O'Ä  ==  r  cosC«*— p)  —  e  =  ^' O' .  cos  (a  - /j). 

Die  eräte  Gleichung  multiplicirt  mit  cos(a'*/i)> 
„   aweite     „  „         „  sin (a'—|i) 

und  dann  die  untere  voo  der  oberen  abgezogen;  ferner: 

die  erste  Gleichnng  multiplleirt  mit  sin(a'— p), 
zweite     „  «         „  co8(o'-|») 

und  beide  Gleicbungeo  adiirt,  geben: 

I  *■ 

il'0'.cos(a— a')=  r — «cos(a'— |t).  •  •   #  "  (2) 
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Die  Gieicbuog  (1),  getbeiit. durch  (2),  gibt: 


e 


tang  (a—a')= 


-  sin(a'— p) 


r 


1  — -cos(a'-|>) 

woraus: 

(a-a')=a;8m(a'-.|i)  +  4^.«n2(a'^p)+i^.«m3(ii'-|>)+,...  *) 

Veroachlässigen  vrir  aber  schon  die  swoite  Poteos  der  imiMr- 
sehr  kleinen  GrOsse  |*  so  geoSgt: 

(a—aO*=s;.sln(a'-/>)  .206264-8, 
oder,  ^.206ai54'8cs: «  gesetet: 

Ebenso  bat  man  fSt  den  gegeoäbor  liogeDden  Nonios  ' 

6=6^  + <sln(6'—p);  ......  (4)  ' 

somit  (4)— (3): 

6  —  a  =  6'  —  a'  +  2e .  cos  (i (a'  -f-  6')  — />)  sin  i(6'  -  a').  (5) 

L1e??en  Hie  fndexsfrirhe  der  Nonien  I.  und  II.  nicht  genäa  ISQ/'* 
von  einander  entfernt»  sondern  180^ -fa,  so  dass 

ist,  so  gebt,  wenn  man  bedenl^t,  dass  (ä'— o')  immer  sehr  nah© 
ssilBOf^l  nnd  somit  sin — =  1  und  ==  a' -f- 180^  gesetzt 
werden  kann»  Gleichung  (6)  Ober  in ; 

oder, 

6'— a'  —  180<>=  gesetzt 

2€cosjo=  „  X  und  \ 
9«.;»«.^  •   •   •  (6) 

•  ♦ 

=s  ff -1- zsin  a' —  y  Cosa'. 

Stelit  man,  wie  bereits  erwjUmt,  den  Mooiu»  L  nach  und  nach' 

360 

Anf  0,  30,  60,...,  (n-rl)-  —  Cirad«  so  erhält  man  folgenden  (hier  12} 

Gleich  uügen: 


•)  Siehe  Kncke' s  Rcihcn-tniwiricelungcn  :  Aatronooiiache Nacbrich« 
ten  S. Sea.  oder  Brosttow'«  Astronomie  S.  20. 

TheU  XXXIII.  - 
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Au»  diesen  Gleichungeo  (7)  werden  nun  in  dem  oben  citirten 
astronomischen  Werke  die  drei  Unbekannten  a,  x  und  y  au£  fol- 
gende Art  beetimmt. 

Addirt  man  die  Gleichungen  (7):  . 

1.  wie  eie  sind, 

2.  indem  man  die  erste  mit  cosO^,  die  zweite  mit  cesdO^  u.  9.  w, 
und  '  * 

3»     19     »•    M    >»    M  ain(^>  n     99     >y  sin3ü^  m  m,  »» 

früher  roulti^iizirt»  so  bekemiat  man  mit  Beruckeicbtigung  der  • 
beiuinnten  periodischen  Punktionen,  dass  nemltcb 


.        390«  -  ,»§6A 


2*      (9ind;)=0;         2  (cosor) 

^      (stnarcosdr)  =  ü; 

»=s0« 

ist,  weun  eine  in  36(V*  oliue  Hcst  theilbare  Zahl  bedeutet,  lud- 
gende  Bestimmungä-liteicbungen : 

ft<r=:fio-f  (»8oi|-f(«o+***«t»8so         allgemein  =  2? 
— o  j^^  i;^  ^  cos.0^  -i:  ftgoC^A  ^  •  •  •  •  l^iao  cos  330^  oder  ailgemein 

—  (^x  cos  ;r), . 

ins  ssjt^siitü^  -f  fi^o^i'^^^  ••••  ^880 330«  oder  allgemein 

=        £  (fifsinav. 
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gemächt.  ANet.  am  Uatöus  einet  Winkeiinsirvm  ,  etc.  tn  berechnen 

Ich  ging  aber  M  EotwieMang  «Uea^r  jrel  Bestiniiiiiingsglei< 
ehoDgen  (8)  fulgenilermasiien  vor.  ^ 

Die  Ausdrucke  ft^,  u.s.«  .  sind  mit  Felilern  behattet,  welche 
vom  Ablesen  und  der  nicht  absr  lot  richtigen  Tljeiluug  herrühre».  Be- 
z«kb»e  ich  dieselbeu  wie  gewöhnlich  mit  Vq,      u.  s.  w.»  so  bat  man : 

■ 

•  *  *  «  • 

'•         ,  .  t  s  » 

■  •  •  - 

*  •  i  * 

i*e  +    ^  "^y 

ireon  ich  (n— mit     bezeicfaoe.  Hieraus  ergibt  sich 

— sin  30<»cos30O-2ftjtt2siii;)0« 

Es  ist  somit, die  SatMie  4er  Qeadrate  veii  e,  die  ich,  wie  fibiieh/ 
«lurch  [e^J  ansage: 

.  .  ■  ■■ 

-2«(<iö8in0ö+fi,o5iii30ö+;i^sio6ü«....  +  ;ipsine«)^ 

öm  nun  die  wahrecheinlicheten  Wertbe  für  a,  y  ood  %  xu  er- 
langen« bat  mae  bekanntlich  (Q)  nadi  a,  %  nod  |r  differenlilien 
nod  die  |»arzlelleo  üiHerentiaUQQotienten  gleich  0  au  setzen. 

Dies  gibt  endlich  mit  Berücksichtigung  der  oheT?  angelührten 
periodischen  Funktionen,  indem  ich  die  Coeilicieiiteo  von  ^  and 
2^  mit  A  und  B  hezeicboe: 

7» 


lOi^Anär  et:  Veö.  dte  B€9Umm,  Siner  dreißieiek,  wiche  itt€nm,'9itM 

(^t?,)=»«-M=o.\  ;. 

(?45a)-«-a^=o.  ....  m 

(2:^)  =  «j,+2Ä=0;)  ' 

welche  Gleichuiigen  mit  jenen  (8)  vollkommen  Äbewlnkoiiiiiieii. 

Diese  Üebereinstimmung  rührt  aber  daher,  dass  Dr.  BrflD- 
II GW  in  seinem  ans^elührten  Werke  durch  Anwendung  der  bei  (7) 
an&^e?ebenen  Operationsweise  im  Grunde  nichts  andetos  getbän« 
als  sich  dadurch  auf  schnellstem  Wege  die  sogenMinten  Normale 
gleichungen  gebildet  hat  (siehe  Gleich.  (10)),  ohne  auf  die  S§t»e 
der  Methode  der  kleinsten  (^1ad^ate  zuröckzugehen,  wodurclizwär 
Nichts  an  Richtigkeit,  wolil  aber  immerhin  Etiras  an  gründlich 
wiasenschaftÜcher  Strenge  der  Ableitung  verloren  ging. 

Es  erhellet  dies  terner  deutlich  aus  lolgender  allgemeiner 
Betrachtungsweise: 

Kesteht  z\vi«rhen  der  beobachteleo  Grösse  F  und  den  Unbe- 
kannten X,  y  und  x  die  Relation 

«af+Äy +  = 

worin  6  und  c  bestimmte  Wefthe  haben;  and  man  hat  mehr 
als  drei  Beobaebtongen  gemacht,  so  bat  man,  wie  die«  bekannt 
islt,  nach  der  Methode  der  Idleinsten  Quadrate  und  bei  der  An- 
nahme, die  Beobachtungen  seien  Ton  gleicher  Genauigkeit,  fol« 
gende  Bestimmungs-Gleiehungen  (stehe  z.  B;  Dr.  J.  Di  enger*« 
„Ausgleichung  der  Beobachtungsfehier'*'S.  1&): 

{o«]iC+[Ä%  +  [ac]x=:taF],  \ 

^     [ac]af+[6c]y+£c«>  =  [cF].  ) 
In  unserem  vorliegeoden  Falle,  nach  den  Gleichungen  (7)^  bedeutet 

F:f*;  «:«;  ^:jr;  a;:«;  ail;  6:— cosa'  und  c:8ina'; 
und  man  hat: 

[6«]=^,   M«=0,  [6F]=-l.(fioCOSÜ«+fi8oCos30"....)=-A 


gemacht,  Ul€$,  amLMmeitm  Winketifuirum„t4c.%uiereckHm.  101 


somit  (11)  dbergehen  io:  '  ' ' 

^jr«— iB  =  -  (fi^cosd;), 

^  M=:0*  ' 

gl 

•o  wi«  oben, 

IHäM  Aiudraek«  [a6],  [<ic] ....  n.  s.  welche  hier  direkte» 
sind  bei  (7)  dvrcb  die  dortselbet  aogefGlbrten  drei  Opei^atioiiearteii« 
in  Folge  der  Eigenthiinilichkeit  der  dadorcb  entotebendeD  trigono- 
metrisclien  Reihen«  indirekt  entwickelt,  ond  ebne  daae  man  sich 
bewusat  iet«  biedareh  der  kleinsten  Fehler -Qaadratannirae  Genfige 
geleistet  an  haben. 

Sehlieadich'erlanbe  Ich  mir  nechsa  zeigen,  wie  ich  CSr  die- 
aen  vorliegenden  Fall  die  Formeln  entwickelte,  aua  welchen  man 
unmittelliar  die  verachiedeaen  wtthracheinlichea  Fehler  berechnen 
kann. 

Bezeichne  ich  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobs^ch- 
tuDg  vom  Gewichte  =  l  niit      so  i^t  bekanntlich  ^ 

/•=ÜÖ744bV  .   .   ...  (12) 

worin  w  die  Aiis^ahi  der  hestinimten  Unbekannten,  hier. also  drei» 
und  n  jene  der  gemachten  BeobtacbtnogeD  bedeutet. 

Sonach  erhalte  ich  fttr  den  wahracheiollchen  Fehler,  welcher 
heim  Ablesen  eines  Nonius  begangen  wird,  und  weldier  theits  von 
der  Unrichtigkeit  Im  Ablesen  nnd  tbeils  von  der  nicht  ganz  rieh* 
tigen  Theilung^hemahrt! 


wenn  m  die  Anzahl  der  abgelesenen  Nonie»  ist. 

Ich  brauche  wohl  kaum  speziell  zu  erwähnen,  dass  (13)  den 
wahracheinlichen  Fehler  nur  Im  AIlgem«iiien  angibt,  weil  man, 
um  die  Theiinngsfehler  an  den  verscbiedenen  Stellen  des  Krei- 
ses zu  erforschen,  jene  n»n  Bassel  aoerät  angegsbene  MeChf>de' 
ainsnschlagen  hStte* 

Um  nun  die  Formel  zur  Bestimmung  des  tvahrscheinlichen 


Andres:  ü$k,  die  Bestiimnjetur  drei  GleicA^  welche  dienen,  au* 

Fehlers  der  ermittelten  Eicentricität,  d.  \.  der  Cirüsse  «,  zu  fin- 
den, bilde  ich  zuerst  nach  ileü  iiekauiiteu  ääUen  folgende  GleU 
cbuiigen: 

1  =  tt(?j,  0  =  .2  Vi  >  ^  =  "Vi » 

 ^g$'»      0=  Ij^a;       1  =  ^Q,; 


fi'firau«: 


12  2 

««^Ä'  «i==«- 

Es  »iiid  sonach  die  wahrscheinlivlien  Fehler  voa  a»  a,  jy»  die  icb 
mit  fa»  f%  und  bezeicboe: 


......  ,  (M) 

Von  der  Gleichung  (ti)  hatten  wir: 

2te««p=x  uftd  2($iH7>=^* 
fieid«  (jileichaiigeR  qaadrirt  and  addirt  geben: 

f  =  i   (15) 

Om  also  den  wahrscheinlichen  Fehler  von     der  mit  i?«  bezeicb' 

■ 

net  sein  soll,  tu  erhalten»  bilde  ich  zuerst: 
daher : 

welches,  entitick^lt  und  ^^ehSrig  reilozirf,  gibt: 

7^4  =  /'^^^  in  Bogensekundeii .    .    .    .  (16) 


oder 
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gmaM  Afi{e$»  umlimüus  eines  WinkeUusirum.f  Uc  %u  AerecAHetß,y^ 


Will  man  die  fixcentricltftt     LSpgMmaaM'lLuigf  df  Ookt  Men, 

i$o  bat  man  nach  (3):  .         . ' 

T 

worin  r  den  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet  Sonach  s 

Ä^ö/teS^rdV^  W 


füf  den  Fatt»  dass  eia  Beispiel  hievitt ivOnscheim«;etf h  wiire,  gebe 
ich  felgettde  Beobacfatuogen  an  einem  Theodelilen,  wobei  Nonios  f. 
Bteli  and  nach  aaf  Q^,  ZXfi»  60^  u.  s.  w.  gestellt  wurdd. 


Lesung  am-  Noniu$ 
I=o'  1  11=6' 

6' ^«'-1800=8^ 

i 

Giad  0 

+  0 

+  000 

+  0  00 

36 

30 

m  0  10 

-1*10 

+  5*00 

+«♦70 

100 

60 

240  023 

+  1905 

+  11  00 

4M 

90 

270  0  8 

+  8 

+  800 

+  000 

64 

120 

299  59  54 

-6 

—5-22 

+  300 

ac 

150 

329  59  58 

—2 

—  1  00 

+  1-74 

4 

ISO 

359  59  52 

dbO  00 

+  8-00 

64 

210 

29Sd48 

—12 

+  10*44 

+  6-00 

m 

240 

59  59  50 

-10 

+  5*00 

+  8-70 

100 

270 

89  59  56 

—4 

+  4  00 

±000 

16 

300 

120  0  12 

+  12 

-10-44 

+  600 

144 

330 

150  0  n 

+ 16 

-8-00 

+  13-9i 

256 

2 

+  32 

+  ä6*83 

1 

+  73,10» 

+  144b 

Somit  (8): 


12«=3?,    woraus   «  =  +  2-66, 
-6^=73  06,  „      3^=^1^  1766, 
6>=26-83,  „      2= +  4-4716. 

Ftlr  e  nach  (15): 

ttt=  l  V(12  *  17)2  +  <4  •  47)« = 6*48  Bogensefeunden. 

Zur  Berechnung  des  p  ist  am  Vortheiihafte^iten  aus 

2isiiig=r3,  '     jr  ^^12-17  / 

2ccos;>=sz'         ^^P'='  z  -  +4  47  * 


|i=360«-(69O50'3"-8). 
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Bnilllch  tvr  Biratimnittiig  der  wahrvebalnllclieD  Fdiler  bilde 
IBM  steh  Bfteh  <9)  die  [r*]. 

Es  ist  na*=:  Ö4'84 
5^=  119-88 

^  2oM=.  '170-24 

[f4g]=l448  00  2jf[f*,co8a:]=— 1779-00 

^1-32  2180-TO 

d«h«r  [o^]s352'22»  und  als  wahrschelolicbsr  Fehler  eiaer  Be* 
obachtmig  Tom  Gewichte  =1: 


0-07448  y     "y— =4»-22. 


und  al8  wabrscheiDlicber  Fehler  für  den  Werth  der  Excentricit&t 
nach  (lö) ;  . 

ie,=:4-23y^^:=:0-80t. 


Uober  das  RatioBalraachen  'dm  Nenners  in  Brüchen 

von  der  Form 

 Z  

«1  +  Va« + V«s +••••  + Vau  * 

j  ('  Herrn  Fränz  Vnferdimjer , 

Lehrer  der  Mathematik  in  der  k.  k.  öster/eichitchen  Krieg^stnarine  ,  ein- 
geschiijrt  auf  Sr.  Maj.  Propeller -Fregatte  ,,ponRiu" 


Brüche  veii'  dec  ob^eo  Form,  In  welehei^i  das  rationale 
Glied  oder  die  Summe  aller  solchen  vorstellt»  werden  hekanntlicii 
dadurch  mit  rationalem  Nenner  dargestellt,  dass  man  Zähler  und 
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pou  ier  Form 


Z  105 


Nenneff  mit  einem  Polynome  multiplieiit«  welche«  aoe  dem  Nen 
ner  dai^b  VerSoderang  de«  Zeichens  eiaef.  gewissen  Ansaiil  von 
Güedeni  gebildet  wird.  Im  Kenner  erscheint  dann  das  Product 
aus  Summe  und  Unterschied  gleicher  Grössen«  welcher  Umstand 
die  Ansahl  der  IrrationalgrOsseo  zu  vermindern  strebt.  Es  ent- 
steht nun  erstlich  die  Frage*  in  wie  viel  Gliedern  muss  eine  I^ei* 
chenänderung  vorgenommen  werden,  damit  die  Anzahl  der  neaen 
IrratlonalgrOseien  in  Hinsicht  auf  jede  andere  Eintbeilaogsart  am 
Kleinsten  sei,  und  zweitens  damit  die  Anzahl  der  nenen  Irratio« 
nalgrSssen  kleiner  als  die  Anzahl  der  a^ten  sei. 

yeräodert  man  in  Gliedern  das  Zeichen  und  multiplicirt 
mit  diesem  Polynom  Zfthler  und  Nenner,  so  entiiilt  der  neue 
Nenner  IrrationalgrSssen 

(w — sc)  (n — x—'X)     x(x —  1) 

1.2  +,"~t:2" 

an  der  Zahl.  Zur  Beantwortung  der  ersten  F^ge  muss  jb  'einen 
solchen  Werth  erhalten»  dass ... 

(n-^x)  («— ar—  1)  +  xiX'-l)  ass        (2a:+  l)n  + 

am  Kleinsten  wird,  äetzt  man  x=:ln-\-s,  so  verwandelt  er  sich  in 

«(iji-l)+2$« 

Dieser  Ausdruck  wSehst  aber  sowohl  filr  .positive  als  negathre 
Werthe  von  n,  d«  h.  der  erste  Ausdruck  wichst,  man  mag  x  grös- 
ser oder  kleiner  als  in  wShIen,  und  crhilt  somit  seinen  kleinsten 
Werth,  wenn  xss^n  Ist.  Hlemos  erhellt,  dass  man  in  Hinsicht 
auf  alleanogliehen  Eintbellungsarten  Im  neuen  Nenner  die  geringste 

Anzahl  Irrationajgrussen  21^'™'' )  ^'b^iteo  wird,  wenn  mau  in 

der  halben  Gliederanzabl  die  Zeichen  ändert  und  hiermit  Zfthler 
und  Nenner  multiplicirt.  Diese  Elnt^eilung  ist  nur  mSglicb,  wenn 
ft  s=  2r  eine  gerade  Zahl  ist.  Ist  die  Gliedersahl  ungerade  7z=2r-f  1, 
80  wird  man  dieser  Vorschrift  so  nahe  kommen  als  möglich,  und 
also  In  r  oder  r-l-l  Gliedern  das  Zeichen  findern.   Der  neue 

Nenner  wird  ftlr  «=2r,  r(r-l):  för  «t=2r+l,  '^J~^^+Ö^t^=r2 

IrrationalgTossen  entfialtcn.  Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des 
Kationalmachens  genähert  Mahon,  so  muss  im  ersten  Falle 
r(r— 1)<^»  im  aweiten  Falle  r^<2r-t-l  sein.  Beide  Relatio- 
nen geben  mit ^  Leichtigkeit  r'^^,  also  fan .feisten  Falle  n^4, 

im  sirelteii  Falle  ^n^6,  und  man  fleht  alsn,  dass  die  MOg- 
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lüÖ  Vnferdinger :  Veber  eine  Eigenschaft 

lichkeit,  einen  Bruch  von  obiger  Beschaffenheit  mit 
rftfiontleni  N^oiii^T'dnTRiistellen,  »ieht  iiiehr'viirfcAttd«ii 
list,  «ehald  sein  Nenm^r  mehr  nl«  fünf  Glieder  hat. 

Natürlich   wird  vorausgesetzt,    dass   der  jNeiiner  Gj  -f-  V^a 

-f  V^«.j -f  H  V«rt   vollstäridij^   redutirt  sei;  4v2  —  V^S  au  B. 

i^tüc»«te  darin  aut  v2  zu^ianmiejigexogen  werden.  ' 


Ueber  eiae  Eigeoscbatl  der  geometrischen  Pragres- 

sioQ  1,  3»  9,  27,..». 

VlIB 

Herrn  yranz   tJnf erdimjer^ 

Leiirer   der   ^iatiietiiatik   iti  der  k.  k.  ii»terreichi>(  hm   Kriejy^s- Marine, 
oingvBchiÜ't  mit'  8r.  !Vl#j,  FroptUer-Prvguite     Donau. ^' 


Ist  1,  2,  3» ....  (r—l),  r  ein  AnfangestM  der  natfirlicfava 
ZMkJwi'^ibo.  ond  Jf|  >      so  i«t  auch 

.Yi— r,' 


■  V  .  »  •  •  • 

^i+(r-l). 


4 


der  g§0m$nii§kiH  Pro^enion     i,     27,....  107 

ein  stetiges  Stück  derseiisen,  dessen  >am)iitii(  !ie  (illieder  gnKssvr 
als  r  sind.  Dieses  letztere  Stück,  \vf  I(  hes  nur  aus*  <len  Elemen- 
ten 1,  2,  3,  ....  r  und  >Yx  gebildet  ift<t,  »vird  sich  ani  den  Anfang 
uuiuittelbai  anijcbliessen ,  wenn  Jfi=*2r 4-1  i«t ;  ein  Ereebnis», 
ueiches.  In  iui^:enden  Worten  zusarawei)geia«jst,  den  Aüsgangspuukt 
unserer  Betrachtungen  bilden  «oli :  ^ 

Die  Zahlen  1,  2,  3,  ....r — 1«  r  geben  in  Verbilidiing 
mit  der  Zahl  ^r-fl  durch  algebraiache  Addition  alle 
Glieder  der  natürlichen  Zahlenrellie  Fon  1  bis  inci« 

Da  wir  nun  die  Zahlen  von  1  bis  ri  besitzen ,  äu  können  v\ir 
kraft  dieses  Satzes  durch  Hin/.ufügung  einer  Grösse  Jf^  —  'iri-fl 
s=3(2r  +  l)  neue  Bildungen  veranlassen,  welche  continuirlich  bis 
Jl^ +  ri  =9r-f  4=r2  reichen  werde«,  ond  wir  können  daher  sagen: 
Die  Zablsn  1,  2,  3/....(r— I),  r  geben  in  Verbindung  mit  den 
swM  Zahlen  Xx ,  durch  algeitraische  Addition  alle  Glieder  der 
natürlichen  Zahlenreibe  von  I  bis  einschliesslich  9r-|-4=ra.  Neh' 
men  wir  noch  eine  Zahl  ^1*3=5^2-1- 1  =  3^ (2r-f  1)  hinzu,  so  srge* 
,  ben  «ich  aus  diesen  Elementen  alle' Zahlen  von  1  bis  X^-{-t^ 
8  27r-|-13>  n.^.w.  Aul  diese  Weise  ergibt  sich  bei  Hinsußl* 
gung  von  s — 1  GrOssen  X  das  Bildungsgesets  von  X-i*  ft-ii 
«reiches  durch  die  Formeln: 

ausgesprochen  Ist»  und  irlr  fcCniien  obigen  Sats  zu  folgenden  all- 
gemeineren  erweitern: 

Die  Zahlen  1,  2»  3,  ...,(r — l)r  i»eben  in  V  erbi  n  d  11  ti  <ij 
mit  jenen  J!f| ,  ....  JV«— 1  durch  algebraische  Addition 
aile  Glieder  der  uatCirlichen  Zahlenreihe  vpo  1  bis 
einschliesslich  r«-.i* 

Is^  r=l«  besteht  abo  die  Anfangsreihe  onr  aus  diese»  ein* 
zigen  Gliede,  so  lautet  der  Satz  so: 

Dies  Glieder  der  geuiaetrischen  Progression  1,3, 
9,  . ...  .i"-^  geben  durch  algebraische  Addition  aile 
Glieder   der  natürlichen  Zahlenreibe  von  1  bis  incL 


*)  Auf  dieser  Eigenschaft  beruht  auch  die  Auflösung  der  folgenden, 
■snientlich  in  älteren  Beitiilsl-SBniQiinagen  ftflsr  anfgeführien  Asfgabe : 
Ktn  Kaufniaoo,  irslcher  ein  GMchalt  ariffnet,  will  sich  «tu  BrspsniiM 
aas  Ifisf  Gswlchis  anscbaffM,  mit  Assen  tr  Im  Bisads  Ist,  eofeiasr 
gleicharmigea  Waag«  «Iis  Gewichts  von  einem  Pfnsi  bb  ss  «lasmSanl- 


* 
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Auf  specielle  Falle  angewendet  geben  also  die  Zahlen 

'  ]»  3  alle  Zahlen  von  1  bis     4,  - 

1, 3,  9  M       »Im  13, 

,    Ii    ^»    9f    2T        ......  ff  1  40, 

Ij  3,  9,  27,  81  •   •  •  •  ,f       »   1    *>  12J, 

1,  3.  9,  27,  81,  243  .  .  „  „  „  1  „  364, 
1,  3,  9,  27»  81,  ^  729  „  l  „  1093. 

Zur  Erläuterung  des  dabei  zu  beobachtenden,  am  Eingänge  unse- 
re«  Aulsatzcü  atJi^ezeigten  Bildungsgesetzes  folgt  hier  die  Dar- 
stellung der  Zahlen  von  1  bis  13  durch  die  Zahlen  1,  3,  9: 

1=1, 
2=3-1, 

3=3, 
4=3+1, 

6=9-3, 

7=9— 3-fl, 

8s9-.l, 

9=9. 
10=9+1, 
11=9  +  3-1, 
12=9  +  3, 
13S9+3  +  1. 

Wir  nehmen  viiis  nun  noch  vor,  zu  zeigen,  dass  die  Formel 
^(3*  — 1)  auch  das  Maxirania  der  Ansah!  toh  Zahlen  anzeigt, 
welche  durch  t  Zahlen  überhaupt  gebildet  werden  können. 

Hierzu  ist  zunächst  die  Beantirortung  folgender  Frage  nMfa« 

wendig:  Sind  «,  b,  c,....k  «Grossen,  welche  sowohl  positif 
als  negativ  ii;e!ioninien  werden  können,  wie  gross  ist  dann  die  An- 
zahl der  verschiedenen  algebraischen  Summen  n  +  ^  +  c  + .... -+ jt, 
welch«  durch  beliebige  Wahl  der  Vorzeichen  dieser  n  GrOssen 
gebildet  werden  können? 

lD\der  a%ebfmlaehen ;  Snorne  fcOnnen  TorkoinneQ : 


irar  SU  viegoo;  welche  Gewichte  Nind  zn  wiihlen?  —  eine  Aufgabe, 
irelche  gewöhnllflii' 4mA  tfle  Zahlen  1,  9,  0,  27,  60,  deren  Snii*i»e 
gerade  tot  amnaiAi,  «rMiget  'wicd. 
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II  Zeichen  «f  «ed  0  Zeieben  oder 
«,—  1     „      +    „   1      ff  .  — 


»»  ~        »♦       •  M 


Damit  sind  alle  ni-l  Fälle  über  das  qaeDtitative  Verkenimen 
der  Zeieben  -f-  und  —  eischSpft.    Betrachten  wir  den  «Itgemei 
Ben  Fall  mit  n— r-  Zeichen  -|-  und  r  Zeichen      in  Bezug  auf  die 
!■  doBBelheD  aich  daTbleiendeB  VerCaoaehungeo,  eo  finden 
enter  n  Elementen  ii-rr  gleiche  der  einen  Art  and  r  gleiche  der 
indem  Art,  welche  also 

(«Jr)ir|- W 
Versetzungen  gestatten ;  mithin  hat  man  im  ersten  Falle  (j^*  ^ 

streiten  Falle  ^|^,  im  dritten  FaUe         im  letzten  Falle 
wd  im  Ganzen 

verschiedene  Bilduni^en  zu  unterscheiden,   n  Grössen  gehen  also 
bei  beliebiger  Wahl  der  Voraeiehen  im  Allgemeioen  2**  Torschie 
dwe.Samnien. 

Indem  wir  nun  zu  dem  beabsichtigten  Maxinmmbeweis  uber- 
gehen, bemerken  wir  zunächst,  dass,  wenn  von  den  s  gegebenen 
Zahlen  entweder  1,  2,  3,  ....  (s—l)   oder  <  algebraisch  sum- 

mlrt  werden»  man  Im  ersten  FaUe         im  zweiten  Falle 

im  dritten  FaUe  ^Q*       letzten  Falle        verscbiedeoe  Com- 

bisationen  erhfilt.  Allgemein  bei  der  Verhinduag  Ton  r  GrSsson. 
cfhilt  man  allo  Verhlndnngen  tob  t  Elott«nft«n*  snr  rten  'Classe 

ohne  Wiederholungen,  nämlich        an  der  Zahl»  und  da  in  kei« 

isr  diesav  Comiplezienen  dieselben  Elemente  mhsnai«»«  ao  giht 
jede  flir  sich  durch  freie  Wahl,  der  VonMichca  Im  AUgemefaMa 


1 
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2',  also  alle  GomplezioDen  dieser  Classe       2''  verschiedene  Snni- 

men.  Diese  Anzahl  tiieilt  »ich  in  zwei  HalRen,  welche  nicht  der 
Grösse,  soiuleru  nur  dem  Zeichen  nach  von  einander  verschieden 
sind.  i>a  un^.  alx-r  in  dein  vorliegenden  Falle  nur  die  Summen 
mit  püsitiveu  Vorzeichen  interessiren,  so  ^ehen  s  Zahlen,  abge- 
sehen TOii  ihrem  Werthe  im  Allgemeinen»  ^^^2^-^  verschiedene 
Snmmcabildongen.mit  r  Gliedern.  Abo 


(1)'' 

0) 


vecstJiiQideiie  ^uuiiueuhüduu^en  mit  1  i>itcd^» 
2*       „  „  '  «  2  GHedem, 


*'i2*        »  „   3  Gliedern, 


*  )2— ^      .»  f>  "    *  Gliedern, 


0 


n^d  im  Gänsen 

fr 

verschiedeoartig  ^ebüdete  Summen.   Da  aber 

■  (l  +  2).  =  l  +  (32+g)2H....  +  02-^ 

:'.  .=i+2jG)+Ö2+....+(;>.-.| 

ist,  so  ist  5  =  ^(3*— i)  die  grosstmCgIiche'  Anzahl  von  Zahlen, 
welche  aus  s  Zahlen  gebildet  werden  kennen,  womit  die  oben 
auigefiiellte  Behauptung  hewienen  ist, 
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»Bkifui  Mtt  tiit/a  ^Mae  dir  kd$mu  etmHri».  l|| 


■ 

üaber  emig»  BMm  der  IvSäereii  GeooMtriew 

Herrn  Doctor  Otto  Böhlen 
%n  Salz  a.  K.  iu  Wurteuiberg. 


Gleichung;  der    Fläche,    welche    die-  NormaX-EbeneD 

eines  Kegels  onihfillen. 


l)  a^2  +  3^*  +  s2  =  l,  -    ^  / 


3x  -0 

Diese  Gleit hungei}  besieh«ii  stob,  auf  drei  ortbo^^onale  und 
konzentrische  Flächen»  wovon  die  erste  eine  Kugel  ist;  2)  und  3) 
sind  Kegeft  aweiten  Grades ,  fvel^^he  durch  (^)  und  {v)  bezeicbnefe 
werden  sollen.  Diese  Kegel  siud  koofokal,  denn  die  Gleichung 
ihrer  Fokallinien : 

ist  unabhängig  von  |x  und  v.  c  und  ^»  sinH  con staut.  Durch  Ver- 
änderung von  fi  und  v  innefh9ili>  der  Grenzen  c  >  |[*  >  6  und 
c>A'>v  erhält  man  in  Vedbiiidujig  mit  1;  zwei  Systeme  von 
sphärtscheu  Kejyelschnttten,  welche  sich  gleichfalls  rechtwinklig 
schneiden  und  koidokal  sind.  Durch  Eiioüiurfiott  erhiU  m«»  aiif 
1),  2)  uud  Z)i  .      .  • 
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IIS      BSkUn:  Mir  iM99  min  4er  MMtrm  äemOrie. 
4)  6ü«sfiy, 

6)  cVe»— 6*.«äVc»— fi«Vc»-.v«j 

8)  esg!^  0 

V*^  V«     l*— 1»«  — ^* 

Die  Gleichungen  7)  i«id8)  sind  die  Gleichungen  der  Beräbrungs* 
und  der  Kormal  -  Ebene  von  (ft).  Man  setze  nun  in  8)  die  Wertbe 
▼on  ayz  808  4t),  6)  and  6)  und  lanse  der  Binfachheit  «regen  das 
Zeichen  '  weg»  so  ergibt  sich : 

Durch  Differensiaflon  dieser  Gleichung  nach  v  ergibt  sich: 

Durch  Elimination  von  v  aus  9)  und  10)  erhält  man: 
WO  der  Kllrse  halber 


gesetst  wnrde%  Die  Sohstitntion^dlescv  Werths  In  9)  gibt: 

Jl) 


=zO. 


HietM'fadel  msn  sogleich  Ihn  die  fWifillnngsfäshe  der  Norauil- 
Ebenen  von  00«  ^  ^  ^  (ß  besetchnen  wollen:. 
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und  aoalj^g  für  die  UmbüUungsfiäcbe  (}0  der  ^orn^al-J^JiieDeo  voi^  (v) : 

13)  r^-rr,¥--r«M»o,. 

'  •       ,  -  »  ^  ^    f    ■    *    •         ►  • 

16)      •      •        *=±|*.  •  ■  ■•; 

Die  Gleichungen  14)  uad  15)  sind  die  Gleichungen  der  Tangen» 
tial-  und  der  Normal -Eben^  von  16)  ist  die  Gleichung  der- 

jenigen IKarmaJlr^iiwi}  vqh  iß),  welcbe  diiteli  ^»  jjf^tono 


Beweis  ei»««  Theorems  iren  Meunier. 

ist  der  Krümuiun^shalbmesser  eines  Normalschnitts  einer 
Fläche;  der  Kninuniuigshalbniesser  eines  «cbiefeo  Schnitts, 
dessen  Ebene  diejenige  von  q  in  einer  Flächentangente  ecbpeidet; 
ä  ist  der  Winkel  beider  Ebenen.  *   '    .'^ 

Die  ailgemeioe  Gleichung  mit  xwei  Vsriabelo  ists 

Stellt  diese  Gleicliuiif^  eine  Linie  vor,  welche  die  ar-Äxc  im  Ur- 
sprung berührt,  so  iät.  A  =  B=zQ,   Mau  differenzüre  zweimal  und 

.,      .     .!  T-'^  C-t'  .  ,  • 

wc^  ^  der  Krümmungshalbmesser  im  Ursprung^  ii^l« 
,  Th«U  XXXIII»      '  8  ' 


il4      Böhlen:  Veäer  einige  Sdize  der  höheren  Seometrie. 
Die  allgemeine  Gleichung  mit  drei  Variabeio  ist: 

Stellt  diese  Gleichung  eine  Flache  vor,  welche  die  ory- Ebene  im 
Ursprünge  berührt,  so  ist  Ar=z  B=  C=^fS.   Wir  setzen  [tk'"- 

x=:0,  und  erhalten  wie  obeo 

wenn  Q  der  Krümmungshalbmesser  des  der  Ebene  zy  entsprechen- 
den Schnittes  ist.  Man  lege  durch  die  ^-Axe  eine  Ebene,  welche 
mit  der  -Ebene  den,  Winkel  ß  bildet  vnd  die  JHficbe  in  einer 
Linie  L  eehneidet,  deren  Coordineten  z'  und  y  sied.,  zsst^eosß» 
jrssx'sln/}.  DIeee  Wertbe  in  die  Gleicheng  der  FiSehe  geeetst 
geben; 

^<  isl  der  KrüiDiHungshalbnieseeDr  von  Ii  (ät  den  ürepmng. 


Beweis  eines  Thef>rems  ?on  Cbasles. 
Gegeben  ist  ein  filllpsoid,  dessen  Crieichang 

♦  .     •  ■ 

O  Ist  der  Ursprung  des  .Coordinsiensystenifl.  Dnrcb  einen  Piinitt 
ilf  Im  Räume  lege  man  die  drei  bomofolcalen  Fläcben 

^*  ■    y*    .       _  . 

(>e>6;        c>f4>6;  c>b>v; 

«yz  sind  die  Codrdinaten  von  ilf ;  Ton  diesem  Pnnkl,  ans  sebneldtt 
man  auf  den  Normalen  dieser  drei  Flicben  Stücke  ab  ^  besiebangs- 
weise  gleicb  Ihren  grossen  Halbazen  g,  ^,  und  betrachte  diese 
drei  Stücke  als  'Halbazen  eines  Ellipsoids      dessen  Mitlleipankt 


Digitized  by  Google 


,  Bäkien:  Mer  ^hilge  Sdiae  «ter  MAeren  Cimiieirüt*,  .115 

also  M  ist,  80  hat  dieses  Ellipsoid  folgende  Efjj;en8chaften :  Es 
berQhrt  die  z^-£bene  io  O;  dieHalbaxen  seines  mit  der  zy-Ehene- 
parallelen  Diametralschnitts  sind  gleich  ö  und  c;  6  parallel  der 
'  ^-Axe,  c  parallel  der  z-Axe. 

Um  dtMen  Sats  zu  beweisen«  betrachte  man  daa  Ellipaoid» 

Ton  welchem  e  and  OM.  drei  conjugirte  Semidiameter  aind,  nnd 
suche  dessen  noch  unbekannte  Halbaxen  ftQ,  Vq,  so  ergeben 
aieh  durch  Anwendung  naehateheoder  SAtie  Ten  den  Eliipsoid: 

„die  Quadratsui[inio  von  drei  coiijugirlen  isemidiametern 
ist  gleieii  der  Quadratsuiume  der  Halbaxen.  Die  Qua- 
dratsumroe  der  drei  Parallflo^ramnie,  welth^  sic^  aus  je 
zwei  Ton  drei  conjugirteo  Semidiametero  kenaCmiren  laa*  * 
aen,  iat  gleich  der  Qnadratannnne  vea  drei  Rechtecken«  • 
'  welehe  elch  ana  Je  awel  von  den  drei  Hatbaxen  bilden 
laaaen.  Daa  Parallelepiped  aua  diel  conjugirten  Semi- 
diametera  iat  gleich  denjenigen  fiber  den  dnÄ  Haibaken  ^ 

folgende  drei  deichoogen:  '  ' 

Vo*+f^*  +  V=^'  +  c*  +  «*+y*+»*. 

welche  beweisen,  dass  qq^,  die  drei  Wurzele  sind  von 

wo  Q  die  Variäbeie  ist.  Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  öo  schreiben : 
mitbin  iat 

je«^.     HOSSJ»,  V^ZSV^ 

d.  b.  daa  Ellipaeid«  dessen  konjngirte  Semidiameter  b,  e  and  OM 
sind«  iat  identiaeh  mit  dem.  Ellipaeid  £. 


•  > 
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X. 

'Nute  über  BiiTerenz-  und  Differential -Quotientea  von 

aUgemem^  Ordnoog^zahL 

Von 

Herrtl  Simüu  Spitzer, 
Professor  an  der  Handel« -Akademie  zi|  Wie«, 


Ich  bm  wiederholt  bei  meiiiBs  S^ndieo  sa  ■  Ausdräckc^n  wm 
foJgcDdei  Form  gdaogt: 


wo  (p{r)  eine  bestimmte  Function  von  r  beileutet,  die  :rmal  za 
diflferenziren  ist,  und  in  welcher  man  ilach  mührachter  Differen- 
tiation statt  r  eine  Constante  iL  zu  substituiren  bat.  Das  Resul- 
tat dieser  Operation  sei  f{a:). 

Ich  will  DOD  versuchen ,  Ausdrficke  von  der  Form  f(a:)  der 
Operation  des  «naUcben  Diflfercnzirens  zu  unterwerfen.  Denkt 
man  sieh»  ao  wie  ea  Lioaville  machte '^r)  in  folgender  Form: 


so  bat  man: 


f(^)==\^z^l^'ne--]\^. 


somit : 
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und  gii»  eben  Bp  r 


«  ?  » 


...  »  ''IV 


Mnn  bat  man:  ü^.i.'  >,r>j  l<>'.| 

nnd  wird  diase  Gleichung  funal  differeosiit: 


daher  istt 


uod  vreaa  man  die  armalige  Di£ferentiation  durchföbrC: 

# 

Kennt  mao  also  in  der  Gieichi]D|; 


X 


g>{r)  und  f(a:)y  so  lässt  sich  äusserst  einfach  die  ftte  Differenz 

von  /{x)  hestimmea;  es  ist  nämlich       ""  - 


unter  ft  eine:be!iel^ige  positive  oder  negative,  gauze  oder  gebro- 
chene Zahl  verstanden.  ^ 

Ganz  eben  so  leicht  geht  die  Bcstimninng  des  ftten  Differen- 
tfalqtiotlenten,  nur  ist  der  J^i/sdruck,  zu  'deth  man  hierbei  'IdGmm^ 
#eder'^nifSlch  noch  dnrcbsicbtlg*  Man  htt  'Ufttalieb',  «da  '  >   '  < 

▼eiauagesetit  %ird{  '  '  <  -  .* 


-.118  Spitttr:  »m  Mir  /jittyr.  «Amt  MMorai  P^pnMialfiack. 
md  somit  .    ^  * 

WM  sieb  für  oboe  Ende  der  Null  näbemde  Wertbe  tod  h  auf 

snrilcktielit  Durch  wiederiuilte  Anwendiiog  dietM  Vwfahrau 
ktaunt  nan  so  der  Formel 


Note  zur  IiitegratioD  einer  Gnearen  DHBBrentialgld- 

chang  der  Form 

(1)  y  W  SS  ila^y* + Är^^y  + 

Ten 

» 

Herrn  Simon  Spitzer , 
Frofeator  an  der  Handels -Akftdemie  sa  Wien« 


Im  290tea  Bande  dieses  Archivs  Seit©  403.  habe  ich 
Differential- Gleichungen  der  Form  (1)  mittelst  bostimmter  Inte- 
grale zu  intep^riren  versucht.  Es  ist  natüi  licli  ,  dasi»  ich  die  bereits 
gefundenen  Älethoden  zu  erweitern  strebe  und  Differentialgleichun* 
gen,  vrelcbe  sich  nach  tlieser  Methode  nicht  oder  nicht  iolcht  ia* 
tegrireo  lasooD«  auf  andere  Weise  zu  integrirea  s>i(4>«^ . 


I 
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äer  Form  ^(»}  =  ia:«jr"+5a:»->jf'+Ci»-*y.  Hfl 


Ich  habe  kürzlich  jene  lineare  Üiff^rentialgleiehiiDg  gesodil»' 
welcher  geuügt  wird  durch 

®  9=-^'      ....  . 

anter  m  und  fi  conitente  Zahlen  Tefstandcn^  «Milliabe  eine  GM- 
elrang  erinlten/'welcBe  die  Fonil  (1)  liat  Blao  kiimdiewlaiclit 
diHbnn.  Denn  en'  Ist.s  - 

Differenzirt  man  diese  Gleichung^  so  erhält  mao; 
somit  hat  man  aus  beiden  Gleieliungen: 

*  4 

  .        -1         *  • 

Wird  diese  Gieiehuujg  nnn  (f»<|-2)mal  differensitt»  se  erhält  nan; 
(3)   ^i=3«ir»^+«aMPÖ»+2)^.+  ai»(^+2)(fi+I)y^^ 

nnd  diese  Gleichung  Ist  In  der  Tbat  ein  spesieller  Fall  der  Glei> 
cbnng  (l).  Ich  will  nun,  um  das  vollständige  Integral  der  Glei- 
chling 0)  an  erhalten*  diese  Gleicfanng  (9)  intenfriren*  Aus  -Ihrfillgtr 

■nd.  i^ird  diese  Gleichan|[    «f-  2)mal  integrirt, '  so  erhält  nian : 

.(4,  £^*-w£|=*(„.;     •  ■■•  •  , 

weselhst  ^ss)  die  Form  hat: 


und  die  Von  LIoutMI«  sogenannte  »;fonction  cempMjaentalre''  Ist 
Ans  {AI  folgt  durch  MttItiplicaÜon  mit  s-«»*t 


■nd  dä^M  seMattet  folgende  (Schreibweise: ' 


« » • 


I 


hieraus  folgt  weiter: 

uod  weiin  niaD  beideneita  funml  dilEerMzIrt: 


[e-'/«(*)*-~*a»].+  c        ,  , 

wfts  das  Integral  der  Gleichung  (3)  ist  ^ 
•   Eratetf  Beispiel/  Ist  (»&iO,  sp  bat  man  die  Gleiclmng: 

und  fiHr  das  Integral  der«el^n : 

unter  Ci,  C2,  C\  wiHkährUche  Constanten  T^tandeii. 
Zweites  Beispiel.  Ist  14=^1 4  sm  b^t  man: 


als  Integral  der  GlMnsg 

(5)  g=3««g,+18«.,|  +  lft.,.- 

Da  i^b^r  das  gefimdene  y  vier  Confstanten  enthält,  so  sind  die- 
selben nicht  ganz  wilikührlich,  und  miissen  dermassen  gewählt 
werden,  dass  sis  der  Uleicbung  (5)  gen^ßo, 

•        ■    •    •  ' .  i  • '  • 

i  •   ,  '  .       .   •  •     •  t    5    .  »'  rr 

Drackfehler.  * 
Im  Literaruchcn  Berleble  Nr.  CXXTI.  S.  I.  niot«  «•  In  d«  mUn 

Zeile  de.  Arlilidi  ifcMKlk  TsMef  j#'r| ptigira^^f  jÄ^ff  if  i^t  ffAff, 

„Bieren«  k  Haan**  beiMea:  „pferf 

ThI.XXV.  S.  ia8.Z.2.T.«.  etatt  „plasia  tir«'*  «.  m.  „pleeienre." 
ThlilLlLlL.  S.  251.  ?!.  15.  et;^t|  »Äf +4il-|t.Äi»+fif  **  ««•  «■  k«»«- 

ThLXXXll.  S.  121.  Z.  8.  (von  dem  Anfange  des  Aufsatze«  Mr.  X.  an) 
mnM      «tnt^  ,.d'nn  niuniere"  heissen :    „d'une  maniAre.»»  '  ^-  •  " 

Thl  XWlli.S.  37.  Z.  4.  V.  u.,  S.      5ßf  8.  t.  o.  ^nd  S. 48. T. T. e.  ist  • 
gtatt     HiMirUchen**:    „. |»hiiPi•Äj^eI^••'»I»* '»-«^  «^4* 
einge.criebenea***  „einge.chrlebensa«*  M  less«. 
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XII. 

Zar  Bestimmqng  der  Raaminhalte  und  Schworpunkte 
VOD  Körpern  zwischen  zwei  Parallel -Ebenen  and  einer 
znaamnienhängenden  Umflache. 

Herrn  Dr.  ^Filh.  Matzka, 
PfofM«ov  der  iUthttuialik  ua  der  Iljxcb«chiile  .in  Prag.  7** 


Von  - 


Viele  geometrische  Körper  vrerdeii  von  je  einem  Paare  paral- 
leler Ebenen  (txr  und  ebenen)  und  von  einer  zusammenliäiigen- 
den»  bald  gcbrorh« nen ,  liald  gebogenen,  bald  gemischten  Fläche 
(der  Um-  oder  Alatj  tcl  1  lache)  eingescljlossen  ;  und  ei*»entlich 
kann  jeder  allseitii»  iiegrenzte  Körper  in  eiiie  von  zwei  l'arallel- 
ebenen  eingegrenzte  Schicht  so  gestellt  werden,  dass  diese  Ebe- 
nen seine  Oberfläche  entweder  blos  berühren  oder  zum  Theil  mit 
ausmachen  (ergänzen)*).  Ist  es  nun  möglich,  den 'zwischen  bei- 
den Grundebenen. und  zu  ihnen  parallel  gelegten  «vandelbaren  Schnitt 
(Parallel-  oder  Querschnitt)  des  Körpers  ab  Function  seinem 
«enlcrechten  Abstände»  von  einer,  wo  immer  zu  den  Ijlrandebeneo 
parallel  vmtX  festgestellten  Ebene  aumdrficken;  so  vermag  die 
Integralrechnung  bekanntlich  fSt  die  verschiedeneten  F(irm4»n  sol- 
cher Functionen  den  Rauminhalt  ond  Schwerponlit  (eigentlich  die 
Paralleleliene  dieses  Punktes)  solcher  Korper  zu  ermitteln.  Alleipi 
auch  die  bekannte  und  beliebte  elementare  Behandlung  derartiger 


*}  Die  BeäeDDOBgea  Konoid,  Stampf-  oder  Afterkegel,  beaeer 
Kegeletompf  oder  Kegeietoti,  ee  wie  Pjramidoid,  Stumpf-  oder  AAer- 
pynmldo,  PynrmldMatMmpf  od«o  -etols,  oad  ihaKcho  paeiea  oigebtlidi 
aar  aal  go«iaeeArfe«a  loldior  Kirper,  eine  allaniuteado  Broemiaag 
allar  der  botc^rlebeaoo  Körper  !•»  mir  jddech  nMH  bokanal.  - 

TkeilXXXm.  9 
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122  Mufkn:  Zur  BetUrnnLätr KmmUuk,  u,S€MiurputMe  vom  Körp, 

Intef^ratlonsaafgaben,  nemlich  eins  verdeckte  Integriren,  d.  i.  die 
Grenzbestiininung  der  Surnnien  von  ,  unendlich  sich  vermehrenden 
unendlich  ahnehnienden  Be>t;uidtbeilchen  des  Körpers,  |(ksI  derlei 
Fraprestiicke  \n  inruicherlei  I  nllen  ohne  sonderliche  Schwierigkeit, 
Tornehnilich  wenn  die  erwähnte  Function  des  Querschnittes  eine 
ganze  algebraische  ist. 

Ich  habe  die  allgemeine  leichtfassliche  Lösung  dieser  Aufgabe 
schon  in  meiner  im  Sommer  1834  verfassten  Bearbeitung  des  2teii 
Bandes  der  „Vorlesungen  über  die  Älathematik  von  G. 
Freiherrn  v.  Vega"  (7.  Aufl.  Wien  1835.)  in  §.  442.  u.  §.516. 
durchgeführt  und  jicfunden,  dass  wenn  .c  den  Abstand  des  uan- 
delbnren  QuerscboUtes  Q  eines  Körpers  von  seiuer  Graadebene 
g  vorsteAt  und 

Q  =2  il««  +  Är*  +  Or"  + . ... 

bei  durchweg  positiven  Exponenten  6»  tf»*...  i-<t,  der  Raum- 
Inhalt  V  des  veränderlichen,  awiscben  g  und  Q  enthaltenen  Kör- 
pers sei: 

Dmsp  Formel  wvrdein  §.516.  auf  Priatnen  {QrsiA  und  Q—Ax), 
in  {(.617.  auf  ganze  Pyramiden  (Q^Aafl),  in  §.628.  auf  Ku* 
^gelplallftn  {Q^n(m* — afl)),  and  in     534.  AuTg.  VI.  auf  awei 

andere  Körper  (Q  =—x  und  Q:=^B  —  —^x'^)  angewendet. 

*  Seit  den  Veröffentlichungen  der  höchst  anziehenden  Lehre 
von  den  Obelisken  durcl»  IJerrn  Olicrlelirer  Kurl  Koppe*)  und 
seit  der  von  Herrn  Prof.  Grunert  (in  seinem  Archiv.  1847.  Tbl.  IX. 
S. 82. Tbl. XXI. S.II 9.  und  in  seinem  Lehrbuch  der  Stereome- 
t'rie)  möffentlichten  äusserst  einfachen  und  netten,  rein  geom«tri-.- 
«eben  Inhaltsbestimmungen  der  Obelisken  haben  mieb,  ^owobl  bei 
meinen  hiesigen  Vorlesungen  über  elementare  K&rperlebre,  als  auch 
bei  jenen  über  Integralrechnung  und  Aber  analytische  Mechanik  dieitfe 
Bsreebnungen  mehrmal  angesogen;  und  in  jüngster  Zeit  babco 
meine  Vertrüge  fiber  analytisebe  Schn-er punktsbestlmmusge»  sammt 
der  anftlligen  Lesung  der«  ven  dem  fiberaus  emsigen  Herrn  Her- 
ausgeber des  ArebUs  0»  18$8i«^31.  Tbl.,  4.Hrt,  S.  487.)  nach 

*)  Veisgl.  Croll««  Journ.  f.  Mathematik.  1838.  18.  Bd.;  Koppe, 
Sls.ae.s.er  lishrsals  der S Ceres» tHe,  IBM}  Coppe,  DleM«- 
aimetrie  «n4  Stereenelfie,  MM. 
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der  oben  i^ekennzeichoeteii  gemeinfassiichen  Weise  durchtorsch- 
teo  Keilie  beachtenswei  tlu  r,  e>chon  von  L.  Ma^cheroni  *) 
untersuchter  Körper  nnch  dcriiiaßsen  angesproclien ,  dass  ich  mich 
veranlasst  sehe,  Jie  folgenden  Betrachtungen,  von  denen  etliche 
bereits  im  Jahre  1855  gemacht  worden  vv^n  en,  betreffend  die  rech- 
nenden Bestimmungen  der  Kauniinhalte  und  Schwerpunkte  von 
Kurpern  der  früher  beschriebenen  allgemeinen  Gestalt,  in  dein  viel 
gelesenen  und  weit  verbreiteten  Archiv  in  der  Trw  ai  (udl;  z\i  veröffent- 
iicbeo«  dasa  c^eibe  uicbt  unliebsaiii  werdau  aufgenommen  werden. 

■ 

L 

Sei  nun  fiberhaopt  ein  Körper  K  (in  Taf.  I.  Fig.  5.)  von  den 
zwei,  nm  die  so  genannte  Höhe  A  von  einander  abstehenden,  pa' 
ralielen  Grundebenen  g,  O  und  einer  zwischen  ihnen  begriffenen 
nnuntcrhrocbenen  Mantelflfiche  allseits-  begrenzt.  Parallel  zvl  den 
Grundebenen  sei  in  einem  (bekannten  oder  noch  erst  zn  ermit- 
telnden) Abstände  AO  —  n  von  der  einen  (unteren)  Grundebene 
g  eine  unbegrenzte  Ebene  ^,  zu  beiden  Grundebenen  parallel, 
fest  gelegt,  so  (b.<s  iljr  Abstand  von  der  anderen  (oberen) 
Grundebene  G  die  Senkrechte  OB^OA-i-AB^a-^hssnb  iverde. 

Zniscben  den  Grandebenen  werde  irgendwo,  «Utrch  P,  im  be- 
liebigen Abstände  OP=iX  der  Querschnitt  Q  zu  den  Gnindebe- 
nen  oder  zur  unyerrilekbaren  Ebene  @  parallel  gelegt;  und  neh- 
men  wir  an,  es  sei  muglicb»  des  Querschnitts  FlächeninbaH  4^, 
der  Natur  der  Umflliche  gemüss,  durch  die  VerXnderltcbe  a:  und 
durch  sonstige  beständige  Grössen  auszudrücken,  als  Function  von 
darzustellen,  auch  falle  dit^er  Querschnitt  innerhalb  beider  Grand* 
ebenen  reell  und  positiv  aus.  Durch  einen  um  etwas,  Pp^^x, 
entfernteren  Punkt  p  im  Abstände  Op  =  -f  Ja:  führe  man  den 
entsprechenden  Querschnitt  Q'  =  Q  \^  ;  dann  ist  der  zwischen 
beiden  Querschnitten  Q  und  Q'  enthaltene  Scheiben-  oder  platten- 
förmige  Körper  der  allgemoirte,  von  Stelle  zu  Stelle  nach  der 
Entfernung  ae  veränderliche  Bestandtheii  des  Körpers  K  und  kann 
aneh  als  Zuwachs  zu  dem  zwischen  g  und  Q  begriffenen  A%an 
del Itaren  Kürpertheil,  dessen  liauminhalt  (Volum)  u  sein  möge, 
angesehen  t^od  durch  Jv  dargestellt  werden.  Des  ganzen  Kör- 
pers K  Rauminhalt  V  ist  demnach  die  Summe  (Gesammtschaft, 
»«deatbar  (Uirt^  d{is  Suinmepzeicben  £)  aller  fieioer  deraftigen 


*)  Problem.!  di  geonietria,  colle  d  imostrazionc  d«! 
Saeoki.  Müsne  WdO.  -  Problemes  deG^on.  re««U«  de  dif- 
f^Lfnlet  pfinUrea«  trad.  de  l'ISalK«,ii>  Pari«.iS09, 
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Be^tandstüeke  ^c,  wie  sie  von  da,  wo  ,r=in  ist,  W«  dabin,  wo 
xs^b  ist,  in  <lea  Abständen  /ix  ununterbrochen  auf  einander 
folgen»  nerolieb 


Nun  kann  der  zwisclien  den  Pnrnllelebenen  Q,  Q'  enthaltene 
Theil  der  tlmlläche  erstlich  so  iieartet  sein,  dass  nian  durch  den 
ganzen  Umfang  des  grusseren  Querschnitte,  eine  cylindrische 
oder  prismatische  Fliehe  ganz  ausserhalb  dieser  Platte  Jv, 
und  dagegen  durch  den  Jansen  Umfang  des  kleineren  Querschnitts 
Q'  eine  andere  solche  Fläche  gana  innerhalb  derselben  her« 
vmfilhren,  folglich  eben  der  Platte  einen  Cylinder  oder  ein  Prisma 
dort  nraschreiben  und  hier  einschreiben  kann«  deren  Inhi^lte  also 
QAx  und  ^Jx  sind»  so  dass  entschieden  Jv^QJx  und  Ayi^Qfdx 
sich  darstellt  Es  kann  aber  aneh  der  andere  Fall  eintreten,  dass 
man  wegen  des  Banes  der  ymlläche  die  Querschnitte  Q, 
erst  noch  durch  passliche  Theilangsluilen  dermasseo  zerschneiden 
rnnss»  damit  man  über  ihren  Theilen  «olche  uro-  und  eingeschrie- 
bene l^rismen  in  die  Platte  Ajo  aufstellen  könne.  Dann  sind 
^Am  und  QAx  die  Summen  der  Inhalte  aller,  den  scheibenarti- 
gen Bestandstücken  des  Körpers  um  -  und  ei  u  mgeschriebenen  Pris- 
men und  es  ist  auch  da  Ai^  <  QAx  und  At>  >  QlAx* 

€ 

Sohin  ist      ein  Mittel  von  QAx  und  Q'Ax  =  iQ-{-AQ)Ax 
oder  auch  ^osMed.(Q,  Qi-AQ),A:p,  und  da  ein  derlei  Mit-  « 
tel durch  Q-^$Ax  beider  Voraussetssung,  dass  &  eine  awischea 
0  und  1  liegende  Zahl  bedeute^  sieh  darstellen  läset,  auch 

Ac  =  iQi^eA45Ax, 

und  sonach  des  Körpers  Rauminhalt : 

r=  £  iQi^eAQ)Ax. 

SB« 

Lässt  man  nunmehr  die  an  sich  schon  klein  gedachte  Scheibeii^ 
dicke  Ax  unendlich  abnehmen,  ohne  aber  so  verschwinden,  das 
Differential  dx  werden,  so  wird  auch  der*  Unterschied  AQ  der 
benachbarten  Querschnitte  unendlich  abnehmen,  die  Snmnie  Q^BAQ 
ihrer  Grenze  Q  sustreben,  und  die  besproohene  begrenzte  Sunt* 
mation  der  endlieben  Bestandstficfce  bekanntlieh  *)  in  ehie  eben  so 
(von  bis  x=6)  dngegrenzte Integration  (allesammtliche  Zu* 
»  .  t 

*)  €aachj,  Reanroj  de«  Lei^bna  aar  le  calcul  infinit6«t- 
mal,  1823,  p.  81^14.  —  Hoigno,  Caleul  inltfgrs1,-|8M,  p.'t-^6t. 
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'  wfteAen  mtei  FmrfiMef-R^eke»  w,  eHter  tHMommmkOtig.  ümfidclkt.  1^ 

sammeiifasstinr^)  aller  kleinsten  Besfandtheilchen  (Elemente)  des 
Körpers  übergehen«  und  eooacb  jvird  der  fragliche  Kofperiikhalt 

Ffirdaa  8t«ti«clie  ]!lloinentde«'G«tri6hite8'des  piatteoaftigen  Be^ 
•tandstffcks  ist  der^  Abstand  seines  offenbar  BTriscfaen  seinen 
Begrenzungsebenen  Q  nnd  Q'  enthaltene^  Schwerpunictes  Ton  der 
Norm  erleben  ^  <^  ein  Mittel  swiscben  den  AbstSndeh  d;-iind  »i-läx 
^  dieser  Ebenen,  also  ssa-^€^Js,  wenn  auch  6^  eine  zwischen  0 
und  1  begriffene  Zahl  vorstellt.  Dann  ist  in.  Bezug  auf  diese  Ebene 
<E  sein  statisebes^  Moment  :=iJü(X'^&^^),  nnd  die  Summe  der 
Momente  sämmtlicher  dieser  plattenartigen  ßestandtheile  das  Mo- 
ment des  ganzen  Kürperraums  V  bezieh  lieh  derselben  Momenten- 
ebene, nemlich  ^enn ;A  den  Abstand  seines  Schwerpanlites  tod 
dieser  Standebene  vorstellt: 

'  M=a  x=a 

Wenn  man  nun  nieder  Jx  und  JQ  unendlich  abnehmen,  jedodi 
nicht  versehwinden  lässt,  fibergeht  bei  ähnlichen  Betrachtungen 
wie  früher  auch  diese  Summe  in  das  wie  sie  (zwischen  x  =  a 
und  ar  =  6)  begrenzte  Integral,  and  es  wird  des  Körpers  stati- 
sches Schwermoment: 


2. 

In  allen  hier  folgenden  Untersuchungen  der  Rauminhiilte  und 
Schvvernioniente  der  zu  betrachtenden  KOrpergattung  ist  überhaupt 
beachtenswerth : 

1.  die  Bestimmwig  und  Form  der  Function  des  wandelbaren 
Qaersdinitts  Q  von  seiner  senkrechten  Entfernung  x  von  det  fest 
gelegten  Standebene  <l,.  und- 

2.  nach  Ermitteluns:  des  Ausdrucks  für  den  Raun)lnha!t  oder 
für  das  statische  iVIoment  des  Körpers  die  Eliifühiuiii;  der  Inhalte 
der  Griuidebenen  und  passlicher  Znischenschnitte  an  die  Steile 
des  Äbstandes  o  oder  6  und  der  Cpefficienten  der  Function  des 
Querschnittes.  ■      ^       .  * 
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.1 

Sei  DUO  der  Qoeracftbitt  wie  hi6r  clofchiveg  Toreesgeeetsl 
frerden  ebll»  eioe  gaoze  algebraieehe  FoDction  seiner  tenkreeiiteD 
Eetfermieg  jr  rlie  der  Staadebene  Mmücli 

Bit  def  AnnahiDe»  daes  die  Ezpooentee  t»,  j»*.««*  beliebige 
reeUe  poekiv«  Zahlen  eeieo.  Dana  Ist  (nach  1.) 

«  * 

^olgHe^»  well  allgemein  fa^dx^^^^^  -f  Conait.  ftr  poittife  r  lal; 

(2) 

F=  +^j(6«+»--Ä«+^)+^(6i»+i-iiH-i)+..., 

(3) 

^^^^      m+2  it+a      +^  ;>+2 

DÜt  Uer  stäodigeo  BeziehuogsgieichuDg 

(4)  6  — Äs=A. 

Hat  man  demnach  den  Ausdruck  (1)  des  mit  x  wandelhaften 
Querschnittes  Q  aus  der  Bilchinixsweise  (Construction)  des  Kör- 
pers, mithin  nebst  den  Exponrnlcn  wi,  w,  y^,....  anth  die  Coef- 
tiriontfMi  A.  />,  f7,  ....  aulL'i  litiul cn  ;  so  waren  nur  noch  zwei  der 

Abst;iii(U'  f/ ,  h,  h,         anziii:<'!)(  ti  oder  zu  ermitteln,  um  danach 

V.  ?  V  und  A  '/!!  berechnen.  Gewülmlich  hoiliniit  man  jedoch, 
es  seit  n  die  (iniii<leljrrien  g,  G  nach  ihrem  Flächeninhalt  mit  ihrem 
beiderseitigen  Abstände  h  und  sonstige  Mittel-  oder  Zwischen- 

ßchnltto  /)/,  31' y,...  in  den  Abständen  yih,  ft'A',  <A  von  der 

Grundebene  g  beiiaant»  so  dass  danach  die  Bedinguugsgleichun* 
geo  gelten: 

(5)  ^  =  ile«-|-^ig»-f  GsP-f 
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(6)  G=:il6«-|-ir6>-|-ap+...., 

(7)  Jlf =/l(a  +        +  /^(a  + 
jV'ssil(a+ fA'A)«* -f  IST  (a  +  ^'ü)« 

Nach  diesen  Gleichungen  (4)  bis  (7)  wird  man  daher  die  Abstftnde 
«,  6  iiiid  die  CaellioieoteB      B,  durch  4m  BShe  A  und 

die  Schnitte  g»  O,  M,  Jf'»*.«.  äusdrielceii  und  ihre  Ausdrücke 

lo  jene  von  V  und  FX  etnsetsen.  Ratirlieh  vrird  dieser  Vorgang 
nach  der  Anzahl  der  im  Ausdrucice  von  Q  vorlcomraenden  Glie- 
der sieh  modificiren  (abändern) ,  und  mag  hier,  bei  der  allgemein- 
sten Lage  der  Standebene  bloe  an  der  eingiisdrigen  Form  von 
Q  erl&utert  werden. 


4. 

ht  Q 

eingliedrig,  also 

m 

so  iüt 

(«) 

m  +  l 

(10) 

VX  =  A  —  r-fli   * 

lR  +  2 

(") 

g^Aa^t 

(12) 

und  aus  den  z\vei  letzten  Gleichu'ngen,  verbunden  mit  der  Gleichung 
(4),  sind  a,  by  A  darcb  k,  ff,  G  ausz^udrücken,  was  sich,  wofern 
wir  den  Fall,  wo  m=0,  also  Q=:zAt  und  der  Körper  ein  l^risma 
oder  Cylinder  ist,  afs  /u  einfach  übergehen,  wie  folgt  bewerk- 
stelligen lässt.  Ans  (11)  und  (12)  folgt,  nachdem  mau  daraus  die 
flite  Wurzel  gezogen  bat, 

.|«'  J  «  6        6— ttssA 

VA    Vg     VG  vG^Vg 

wonaih  sich  A,      5  ausdrflcken  Hessen.  Anstatt  aber  ihre  Aiis- 
drfieke  sogleidi  in  (0)  und  (10)  einzuschreiben ,  multipliciren  wir 
in  diesen  mit  A,  ersetzen  Ati^,  A6^  durch  g,  G  und  tragen  end- 
.  tich  die  Ausdrücke  (dt  a  und  b  ein,  wonach  wir  erbalteiit 


* 

m  m 

h      (ßVC  fjVfJ 


(14)  F  = 


m  m  * 


m  m 


Ist  insbesondere  m  eine  ganze  Zahl,  wie  meistens,  so  kann 
Biau  iii  (9)  und  (10)  den  Factor  6  —  a~h  immer,  und  da,  wo  der 
Exponent  gerad  int,  sogar  6^ — a^s=(6-|-ajÄ  berausbeberi ;  mau 
iiiidet  sonach: 

und  ivenn  ni-|-l  gerad  und  >2«  also  m  ungQrad  und  >1  ist« 
Ah 

ferner  das  auf  die  3tandebene  (B  beziehlicbe  Moment: 
Ah 

und  tvßnn  also  aucb  m  gerad  ist. 

Ah 

und  sonach,  irenn  XiZ^X — a  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
des  Kürperä  K  von  der  (irundebene  t/  bezeicLuet,  das  aui  diese 
Grundebeqe  g  bezogene  Moment : 

F^,==  VÄ- ya  =  Ah  (m-fl)(i»H-2)  

oder  weil  der  Zähler  für  Terscb windet,  also  durch  b  —  a^k 
thelibar  bt,  aneh 

^  .  _jAh^  (f»-|-l)&"» -i- toA«»-^ g-f  (m—  I ) />>"»-»««+ >»»+26i»»-^ -Ka«" 
'^^^  — f»  +  1  STfl  ~' 

In  diesen  AoiidiiicIceB  «cbreibeD  wir  gemäss  (13): 

m  m 

"^V^  ""^^  '^^^  nUthig  am  Ende  noch  m  ^     ^  ^  » 
,  .  VA  vG^g 

dann  wird:  , 
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'und  filr  ungerade  m  >  1 : 

VG—vg 
and  far  gerade  in>0: 

m  «n 


VG—Vg 

eodlicb : 


y    ^  (m-f  1)  64-/11  V  G"^''^fj-\r{m~i)\fGm^^a^^,^,,^a 

Erstes  Beispiel.  Fflr  ms]  ist  i^ssA»,  also 

Dieser  Fall  tritt  ein:  1)  bei  einem  vierseitigen  Prisma, 
«debea  aas  einem  dreiseitigen ,  mitteb  eines  lu  einer  Seitenebene 
G  im  Abstände  A parallelen  Scbnittes  g  ausgescbnitten  wird,  wenn 
die-  Standebene  iB  dorcb  die  an  G  gleleblanfende  Seite  des  drei- 
seitigen Prisma  gelegt  ist;  2)  bei  einem  elliptiscben  Parabo- 
loid,  wenn  anf  der  Aze  senicrecbt  dorcb  den  Scbeitel  die  Staodr 
ebene  and  an  swei  nm  %  ans  einander  ateben^eq  Stellen  .die 
Sebnitte  §  ond  Cr  gelegt  werden* 

Zweites  Beispiel.  Bei  m  —  2  ist  Q  =  Ax*,  daher 
rxi^-s*  s   »   ^^*'*T77^  \    -  1 


Diese  Ausdrucke  gelten  (iir  Pyramiden  und  Kegel«  wenn 
die  Staodebene  ®  durch  deren  Spitse  gefflhrt  kt 


5. 

Die  Stammausdrficke  (2)  und  (3)  des  Rauminhalte«  und  Me- 
mented  einen  Körpers  der  in  Rede  stellenden  (lattung  werden  wir 
oflenliar  wesentlich  vereinfachen,  uenn  wir  die  Integrations- 

grenxen,  mit  Bewahrung  ihres  Intervalls  (Zwischenraums)  6— assA» 
dermassen  abändern,  dass  die  untere  entweder  Null  oder  die  nega- 
tive obere  wird,  nemlich  wenn  wir  die  Standebene  (E  entweder 
mit  der  unteren  (irundebene  ff  zusammen  fallen  oder  durch  die 
Mitte  der  Höhe  h  gehen  bissen.  Hiebei  darf  jedoch  nicht  verges- 
sen werden,  dass  wenn  der  Ausdruck  des  Querschnittes  Q  durch 
seinen  Abstand  x'  von  einer  gewissen  ursprfingiichen  Standebene 
beicannt,  namentlich  . 

ist  und  hierbei  die  Exponenten  m,  n,  p,         fallend  gereiht  sind. 

man  beziehlich  einer  ihm  um  c  näheren  l^bene  (B,  von  welcher 
er  um  x  =  x'  —  c  absteht,  hiernach  nur  .r' =  r -f  .r  einzusetzen 
haben  wird,  um  den  auf  diese  neue  Staudeiiene  beaiiglieben 
Ausdruck  des  Querschnittes 

Qz=^A  (c+«)«  +  Bie + «)«  +  C(i + «)F  + ....  Ä  /(c +ar) 

SU  .erlialten. 

Sind  Mer  die  Eacpenenten  m,  r>  p  nicht  Inngesninnit  ganz, 

so'  ist  bei  solchem  Umtanch  der  Verfinderllehen  nichts  sn  gewin* 
nen,  weil  die  Reibe  der  Entwichelang  des  Q  nach  Petensen  von 
X  nicht  abbricht  Hingegen  wenn  Q  urttprGnglidi  schon ,  also  Air 
was  immer  fOr  eine  Standebene  d^»  eiije  ganze  rationale  Pune- 
fion  von  x'  Mi,  wird  auch  sein  neuer  Ansdmcfc  eine  eben  solche 
Function  von  und  zwar  vom  selben  mten  Grade  wie  der  fir0li«re, 
nemlidi-  von  der  Form 

Die  Berechnung  dieser  Goefifielentenreihe  aus  der  Stammreihe 
A,  B,  C,....  kann  entweder  durch  Ansfilhrung  der  angedeuteten 
Potenzirungen  oder  bei  höherem  Grade  (m)  nach  dem  von  mir  hi 
meiner  Bearbeitung  des  ersten  Bandes  von  Vega*8  Vörie«. 
V  sungen  «her  Mathematik,  1^  und  18|I0,  §.280.  gelehrten 
suaammenhingenden  Rechmitgsznge  sosgefiihrt  weiden. 
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a. 

A.  Zieben  wir  demoaeh  zoTQrdmt  den  Sonderfall  in  Betradi- 
toDg,  wo  wir  die  AlietSede  ^  der  Parallel  schnitte,  also 
anch  den  Abstand  des  Scbwerpuultte  des  an  erforecbenden 
Kürpere  IT  von  dessen  Grundebene  g  an  sählen,  Damasa 
in  unserer  allgemeinen  Forschung  (Art.  3.)  «t=;0»  also  b^ht  n^it- 
hin,  weil  ftir  x^a  =  0  der  Querschnitt  Q  in  ^  fibergeht»  tasO 
nnd  A^g  sein;  folglich  ist  dieser  Querschnitt  noch  allgemein: 

(19)  ^  =  i<  +  B«»'+CirP  +         mit  il  =  ^, 
der  Rauminhalt 

BLn  chv 

(20)  F=*(,  +  ^+^-I  +  ....), 
dann«  indem  man  X  in      vertänscbt,  das  Moment: 

(21)  ^^i-*\f  +  ^+2+;r+2  +  -> 

nnd  die  aweite  Grundebene  , 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  ein  Glied,  Bh^,  bestimmen 
und  seinen  Ausdruck  Bh^  =  G^g  —  (ChP  in  die  vorher- 

gcfaeudeo  eiusetzeu»  uodurch  niaa  erhält: 

(24)  r,.»A.(i"-2±|«-^-j^^^C».-....). 

Diese  Ausdrücice  sind  demnach  Tollstftndig  durch  g  ond  Cr  be- 
stimmt, wenn 

L  des  QnerschnUta  Q  Anadrveh  nur  a«f  ^wei  Glie» 
der  beschrfinkt,  also 

(25)  Q=^Ai^ßa:^ 
Ist.  l^eiMi  da  ist  also« 


Setit  man  abkUraend 
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so  wird 

und'  /  ist  ein  afithmetiscbea  Mittel  der  Grandelveiieii  g  und  €?• 
welches  filr  sisrt  mitten  inne  svriscben  beiden,  fttr  «>]  aber 
USber  ari  §  als  an  G  stebt.  Setxt  man  dann  eben  so : ' 

80  «vird 

(31)  F*i=jr, 

und  es  ist  V  ebenfalls  ein  aritbrnetlscbes  Mittel  swiscben  g  und 
G\  aber  weil  noch 

(«+i)  +  i 

gestellt  werden  kann,  ist  Pauch  ein  arithnipftschps  Miftrl  znischen 
y  und  (?>  weiches,  weil  n  -f  1  ^  1  ist»  immer  oäher  ati  /  als  an  liegt* 

II.  Wenn  femer  Q  dreigliedrig  sich  darstellt,  also 

(32)  Q  =  ^  +  Ba;"+CrP. 

ist»  und  wenn  bierin  p>n>0  ist,  so  mass  znr  fiestimmmg  TOb 
für  dii»  4ti8drficke  (23)  und  (24)  noch  ein  Zwischenscbnitt  M 
im  Abstände  f»A.<A  von  g.  geföbrt  werden,  und,  ireii  ^st^  ist» 
erhilt  man  fär  Ihn: 

(22)  iV=^  +  fi».ßA" +  fiJ».rÄP, 

womit  man  noch 

(22)  C?=5rH-Ä*»  +  CÄP 

rerbiodet   Aas  beiden  Gleichungen  tiuilet  man  sofort: 

und  die  Ausdrücke  (23)  und  (24)  werden  mit  Beachtuiig  der  Satzun- 
gen (28)  uDd  (30): 

(34)  =  *«(5  -  (»  /2)7p-F.2) •  ^*')- 
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Zur  ferneren  UmvrandhiDg 
iiacb  (28) 

und  da  wir  hiernach 

(35)  (n+D^'r-H-Un  +  l)|.'-^Jltf 

fl^  ftP 

erhalten,  setzen  wir  abkärxend.  / 

(36)  („  +  1)^--1=,-.  . 
Und  finden 

(87)  F  =  Äry/W  f  iqg  \  (l^q^iq)yl 

-  Zur  Umwandlung  von  ChP  fCir  FiVj  setzen  wir  hingegen  darin 
gemSss  (30): 

^  71+2 

littd  da  wir  hiernach 

# 

finden,  setzen  wir  ablcurzend : 

und  erhalten; 

(40)  Fafj=^*[V^+iy^+(l-29'-^tV)r]v 

In  (37),  dem  Ausdrucke  des  Körperin  Haltes,  ist  der  zu- 
sainmengesetate  Factor  eio  arith metisch ee  Mittel  der  Pläcbiep 
Mf  g  und  /,  wenn  ihre  zu  1  sich  ergänzenden  Multiplicatoren 

iq,  l^q  —  iq  ailesammt  positiv  und  <1  sind.    Da  das  Ver- 

hältniss  ft  noch  willkürlich  ist,  wird  es  zur  Vereinfachuni^  dieses 
Ausdruckes  (37)  am  Einfachsten  sein,  g  oder  y  heratisfailen,  also 
t  oder  l  —  ii-i-l)q  verschwinden  zu  machen«  folglich  im  ersten 
Falle 

(41)  (fi-|.l),tf»«l, 
zu  setzen;  dann  ist 

(42)  F«Äjy»+(.l--^)yl  .    3    /.  . 
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und  hierin  die  mit  h  miiltiplicirte  Fläche  oln  arithmetisches  Mittel 
von  M  und  y,  wolern  in  (36)  die  Zahl  fj  zwischen  ü  und  1  fällt. 

Aach  kann  man«  weH  9ss]-»(|— 9)  ist,  scbreibeD: 

(43)  F=  Äitf  +  (1  —  fj) .  A  (7  - 

Im  andareJi  Falle  soll  (t+l)9-'l«0  seio,  nelcbes  nach 
06)  durch 

«  +  1 

(44)  ^-'=M^i 

"erlülit  wird,  und  zufolge  (37)  ist  (ianu: 

(45)  rs=A[ff»  +  (l-9)^]=Ail'  +  a-9)4to-^). 

In  beiden  FSlIen  kann  man  für  die  Werthe  von  p,  i,  q 
noch  Vxi  nach  (34)  berechnen ,  indem  man  darin  ßlr  P  und  CftP 
die  gemäss  (30)  oder  (30)  und  (35)  sich  ergebenden  Ausdrucke 
durch  g,  y*  M  einsetzt. 

In  (40),  dem  Ausdrucke  des  statischen  INIonientes,  ist  der 
zusammengesetzte  Factor  ein  arithmetisches  IMittel  der  Flachen 
ms,  g,  r,   wenn  iliie  zu  1  sich  ergänzenden  IMullij)iicatoren 
i'q'  und  X  —  lq'  —  i  (/  aliesannnt  positiv  und  <1  sind. 

Da  das  Verhältniss  ^  noch  willkürlich  ist,  wird  es  zur  Ver- 
cmfechung  dieses  Ausdruckes  (40)' am  einfachsten  sein,  ^  oder  F 
herausfallen,  also  i' =  0  oder  1— (i' +  2)^'=0  zu  macheo,  folg- 
lich im  ersten  Falle 

SU  aetsen;  dann  lat  , 

(47)  Fari  =  AW^+(l-29')y]  =  Ä2i1i  1  {\~^').hHy~^^ih 

lind  darin  die  mit  mnitiplicirte  Fläche  ein  arithmetisches  !MIttel 
Ton  M  und  y»  wofern  nach  (^)  die  Zahl  2^  «wischen  0  ned  1  fiUlt. 

Im  anderen  Falle  isoU  (i'-f  2)^/' —  J  =0  sein,  welches  nach 
(39)  durch  . 

'  w  -1-2 

erfieillt'wird,  und  gemiaa  (40)  ist  dann: 

(49)  Vmi  «  h^\:^'Ai  4^  (1  -  ^')9l 

In  beiden  Ffillen  kann  man  Ar  die  Werthe  Ton  n,  p,  fi,  t',  q* 
noch  F  nach  (33)  berechnen,  indeni  mM  hierin  filr  y  und  Ckf 
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die  gemäss  (28)  and  (38)  sich  ergebenden  Ausdrücke  durch  g,  1\  M 
einsetzt. 

AnwflDduDg.  Wenden  wir  diese Ergebnisfie  auf  eüipbe  Bei- 
spiele an, 

1)  Zum  Quersebßitte  Q^A-^Bx  findet  Juan  («rle  In^  mtUn  i 
Beispiele  des  4.  Art): 

2)  Zam  Quersebnitte  Q=A-^Bai^  erhält  man: 

.  r^,^£,  p,.=*.£+c.  ,.=SÄ^.  . 

3)  Zum  Querschnitte  Qs^A-i-  Bx^  ergeben  sich : 
F=A-^,   F3r|=Ä« — g — * 

4)  Für  den  viel  verbreiteten  Querschnitt  Q=A-\-Bx-\-_Cx^ 
nimmt  man  entweder  nach  (41): 

er.  die  Zahl  f^^l,  d.i.  man  führt  den 'Schnitt  üf  mitten 

zwischen  g  und  G,  und  ündet  y= — 

_7    .y+2üf    .M,,.,             ,ir  +  6'  +  4ül 
F=:A'--^|--=AiEf-('iA(y— ilf)  =  A^-^-^^^  , 

3  '  '^*"~^'^+e;+4i!f-~2  ar+2i«f' 

^.   oder  mau  nimmt     =  l  uacli  (44)  und  erhält: 


'^*i-2-        12        *  6      a^V+ydt  ^^2  3itf+^^f 

__Ä2  3iJ/+r  2€?+5r.  • 

y.  oder  man  wäbit  ft  =  |  nach  (4Ö)  und  findet: 
Ifiytf4:5ff-3G_  8^  5ff-3C         _A«  8^/+^, 
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7. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  erat  lifeu,  dass  diese  Beispiele  in*s 
Unbestimmte  vermehrt  werden  könnten,  weshalb  wir  uns  blos  auf 
die  hier  vorsjele'jrtefi  beseJiränktMi ,  dagegen  e»  für  liicht  unange- 
messen haitcMt,  die  Benützung  der  in  veffrchiedencn  Abständen  zu 
führenden  l^littekchnitte  M  und  der  mancherlei  arithmetbchen 
Mittel  y,  P  der  Grandebeiimi  tf,  47  io  einer  allgemeioeren  und 
eymmetrischen  Weise  darzulegen. 

I.  Hierzu  nehmen  wir  er/itüch' betreffe  dea  Kaum  Inhaltes 
die  Gleichung 

rcf^.  ^  ^  ^Ä«  ChP 

in  Verbindaiig  mit 

,   (22)  (;  =  ^  +  ää«+Cäi», 

in  Betracht»  indem  wir  letztere  mit  den  vor  der  iiand  nnbe<>tinini- 
teil  Multiplicatoren  'k  und  X  multiplicireri  und  von  der  ersteren  ab- 
ziehen ,  8onach  im  Unterschiede  die  Glieder  mit  Bh^  und  C/tP  dadurch 
verschwinden  macbep,  dass  wir 

1 


(50)  »  +  i,t»=^,  =  _ 

bedingen,  und  endlich  noch  der  Gleichförmigkeit  halber 

(51)  1  — «— 
set^en^  wonach  wir  erhalten: 

(52)  j==eg^7ca^kM  ^ 

(51)  ö  +  »+A=l, 

V 

zum  Zeichen»  dass  -j^  ein  arithmetisches^  Mittel  von  g,  G,  M 
iet,  wenn  B,  *,  l  glelchetiinniig  sind. 

Im  Anednicke  (52)  kann  oun  M  nieht  fehlen,  nlee  keineeraün 
'A=0, werden«  weil  eonsC  in  (50)  %  zweierlei  WerChe  erhielte,  da 
n,md  p  verechieden  eein  mfleeen.  Dagegen  kann  G  oder  g  ent- 
fallen,  alee  »ssO  oder  noch  0s 0  werden. 
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a)  SM  G  iregfalleii*  aUo  «ssO  seih/so miut»  ganita  (50), 
wenn  getbeilt  wird« 


(44) 


_fi  +  l 


■* « 


-gosetst  irerdeo,  ood  man  erhält: 

t  r 

1  "1 

eniiiicb  '  .  '  * 

<•       »  , 

(54)  (l-%  +  Ai!f.  •  ' 

b)  Soll  g  wegfalle«,  ateo  OssO  werden,  so  findet  man 
ans  (50)  und  (51),  indem  roao  %  und  l  daraus  verdrängt,  für  fi 
die  Bedingung 

1  ^ 


(Ö6)*   j=(l+i)(W)=(l+^(l- »pl-il, 

oad  eadlicii: 

(57)     ^.      ,    .     ^  =  (l-A)6+Aiir. 

c)  Man  i^ann  aber  an cb  aus      sowohl  g  als  €?  ausiaer- 

zeti  uiid  dafür  eine  üii  le»  fläche  von  dem  Ausdrucke 

'  ■  .  .  .  . 

m  Ml«?  +  (1— i»)^«y 

einfuhren,  welche  ein  arithmetisches  Mittel  der  Grundebenen  g  und 
G  ist,  lalld  die  uillkürliche  Zahl  in  zwischen  0  und  1  gewählt 
wird.  Hierzu  multipliciren  wir  diese  (jlleichung  (58)  mit  dem  un- 
bestimmten Multiplicator  q,  addiren  sie  zur  Gleichung  (51')  und 
stellen  in  der  Summe  die  Coefficienten  von  g  und  G  beiderseits 
des  Gleichheitszeichens  einander  gleich,  nemiich 

Mglfeli 

'  V 

Demnach  mnss  sein: 

Tk«UUXlIl.  10 
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und  sofort  iot: 

(59)  |^^=(|-i)y  +  iilf. 

ba  man  hierbei  die  Zahl  m  frei  wählen  kann,  sn  frn^t  es  sich, 
iBr  welche  Werthe  von  diese  Einführung  von  y  tresr  hehe.  Hierza 
oefien  wir  den  Ausdruck  x  =  m  in  die  Gleichungen  (50), 

schaffen  daraus  X  weg  unri  erhalten  fär  und  danach  auch  fürA, 
die  Bestimmuog8gieicbung;en 

Jj-  -sz  =   IL""*' 

denen  zufolge  dann,  nach  Obigem 
beetimmt  n^ird. 

d)  Endlich  Icunnte  man  wohl  auch  im  Ausdrucke  (52),  nachdem 
er  genügend  vereinfacht  worden,  für  jedes  beliebig  gewählte 
.  Verbältoiss  ^  geradebio  die  HilfsAäche 

einfahren,  indem  man  %  +  «G=(d+*)rÄ(l-i)reinaet«t  und 
sofort  findet: 

(60)  ^  =  (l.^Ä)r+lilf. 

II.  Betrachten  wir  nnu  andererseits  in  Bezug  aut  das  sta- 
tische Moment  die  Gleichung 

wf*d^'  ferbnnde«  mit 

'   (22)  C?=:^  +  /?Ä«+CÄP, 

(22)  ^=^f;*«.iBA«-|-ftP.CAP; 

so  mnitipiiciren  wir  die  letzteren  mit  den  vorerat  noch  unbestimra« 
ten  Zahlen  %*  und  k'f  sieben  sie  von  jenen  ersteren  ab  und  setssp 

(63)  1-s'— r=6'. 
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oiQ  SU  eHbalten: 

(63)  ^'  =  ö'^  +  »'6'  +  Vi!f 

mit 

(«4)  ö'  +  «'+r  =  1, 

woraus  zu  ersehen,  dass  ein  arlthmetischM  Mit- 

tel von      G»  M  ist,  weoD  A'  «leielistlmnig  4lml. 

Auch  in  diesinD  Ausdrocke  (^)  fcantt  itf  nicht  fehlen«  folglich 
keinesfalls  1'  s  0  sich  ergehen,  well  sonnt  in  (61)  »'  twei  un- 
gleiche Werthe  annähme*  Hingegen  kann  G  oder  g  heimaslallen, 
also  dder  d'=0  werden. 

ß)  «oll  G  w  egfallen,  also  x' =0  sein,  so  muss  den  Glei- 
chungen (61)  gemäss  .  « 

■  («)      ,  — 


angenommen  werden»  und  man  erhält: 
and  , 

|3)  Soll  g  wegfallen,  also  O'ssO  werden,  so  findet  man  ans 
(61)  und  (62)  für  f»  die  Uestimmungsgleichnng 

sohin 

(Ö9)  p=(l+|)(l~fi«)  =  (l+?)(l~,*i'),  »'  =  I-V 
nnd  ^ 

(70)..  -^'=(l-i')G+i'iW. 

Y)  Will  man  in  den  Ausdruck  fon  -rW  anstatt  Cr  and  g  die 

Hil&flfiehe  y  nach  der  Gleichung  (5Q  elntthren,  so  findet  man 
fihnlich  wie  In  I.  c)  ffir  f»  und  V  die  Bestimmungsgleichnngen 

«+2^*"    p\l~^  »+2~^+2 
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lAOJiaUMM:  Znr  Benimm.  4er  RmmMt^  u  Sd^trpmUtie  MtMÖrp, 
dann 

(72)  ©'  =  (!  ^m)(l,-i'),  .  «'s=ma-l'). 

and  endlich: 

d)  Soll  in  dem  Ausdrucke  (63)  geradezu  die  Hilfsfläche 

eingerührt  werden,  so  erhält  man  sofort: 

Es  möchte  nur  noch  zu  bomerken  nein,  dass,  sobald  ^  geraSss 
einef  meiner  Bestimmungsgleichungen  ann  den  Wertben  von  fi  and 
p  ausgerechnet  ist,  fISr  V  die  CoefBclenten  0,  »,  X  nach  den  Glei- 
chungen (50)  uud  (51),  dann  ffir  Vxi  die  Coeflicienten  B*,  V 
nach  den  Gleichnngen  (61)  nnd  (62)  co  eochen  und  gehörigen 
Ortes  einsustellen  sind. 

Beispiel.  Der  Querschnitt  sei  Q  ~  A  -^r ßx '\- Cx^ ,  also 
»=1,  11=3,  und  im  Aui^drucke  von  V  soll  G  nicht  vorkommen, 

1  1 

dann  ist  nach  (4i)fir=^,  daher  gemSss  (53)  «»^  »acb  (Ö4) 


Ferner  ist 


also 


F=A  


.       (ia-öv2)j)r  f  26?  f  (8v-2)iiy 
F4r,  =  ^  , 

und  dabei  ist: 

■ 

•  & 

B.  Noch  einfacher  gestalten  sirh  die  Rechnungen  und  Aus- 
drucke, «renn  man        Sta.udehc(ic      durch  die  Mitte  der 
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%»ischen  %W€i  VaraUei  Ltteuen  u.  eimr  zusamtneuhäng.Vrtifläche.  14X 

Hlili«  tiM  i^ürpen  legt,  die  AJitt^dobciie  jIein  iäest  Hiet  wird 
«=— — h  und  b^Y^k,  wenn  man  in  den  Zwiecbenreebnttn* 

geo.dle  balbe  Hdhe  ü  mit  beseiebnet;  am  UUiflallmidstoii 
werden  .die  VerelDfacbiingeD  -  der  fiadergebeieee  eich  b«wlfanni, 
wem  der  QueisdiDitt  Q  de«  K5rpers  eine  gante  rationale 
'  FoDction^dee  A betendes  x  lejt.  Zur  raecberen  Uebet«|ebt>  «cM- 
deo  wir  in  Q  die  PoCensen  von  x  mit  geraden  Expooenten  von  , 
Jenen  mit  ungeraden  Exponenten,  indem  wir  setxen:' 

(74)  '  Q:=.i:Amx^'^-\-^B^'^^^K 

und  bierin  das  Summenzelcfaen  auf  den  schrittweisen  Durciilauf 

vou  m  und  n  durch  die  ganzen  Zahlen  Ü,  \,  2,  3  besieben. 

Da  ist  denn,  wie  leicht  zu  sehen: 

ond  wenn  |  den  Abstand  des  Sebwerpunktes  von  der  Ebene  it 
verstellt,  das  Moment 

oder  wenn  raait  durch  2^sA  und  2A^=4A*  theUt: 

(76)  2f  -  ißoÄ  +  i^iÄ»  i  i^a^H .... . 

woraus  als  bemerkenswettli  erbellt,  daas  im  Ansdracke  des  Raum- 
inhaltes V  nur  die  Coefficienten  Äq,  J|»  der  geraden, 
nnd  im  Ansdmcke  des  Momentes  Fxi  blos  die  CoelBdenten 
Bqj  B^y  B<^, ....  der  engeraden  Potenzen  von  mmQ  vorkommen. 

Dabei  ist  für  a:  =  —k  und  x=  -i-  k; 

also 

(77)  2:^«Ä««=^t^,  £B^k^n^i=^^. 

Denkt  man  sich  noch  in  der  Mitte  t  wischen  den  Grund  ebe- 
nen den  Mittensch nitt  Jfi,  so  ist  daßir  a=:0%  daher 
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fhircb  A\tm  hM^m  QtimMviien  g,  G  «od  den  MltlmiMiMltt 
Jf  kSDnte  inaii  drei  der  Coeflicieiitj{n  A  nod  B  beetiniineii  eder 
besiehnngsweiee  aiu  deo  Aeedracbeo  von  V  vnd  F«i  heraus- 
ecbaien.  WSten  in  Q  noob  nebr  Caeflleienten  ferbandfo,  m 

wifde  man  nocb  weitere  ZwisebeneebnMe  m,       W  in  den 

Abetladen  x^oftk,  f^'Jk,  fifk,.,,,  <  k  Mren  nnd  dnivb  sie  neoh 
"eben  'ae  fiel  OeefBeieaten  veidfingett. 

Fuhrt  die  Veränderliche  x  im  Ausf?ru<  ke  von  Q  nnr  gerade 
Exponenten,  sind  also  alle  Coefticienten  B  Null,  so  fallen  jede 
zwei  beiderseits  d<>r  !Mittenebene  f£  in  gleichen  Abständen  geführte 
Querschnitte  gleich  au«,  folglich  iöt  uuch 

ferner  ii»t  r^=?0^  aUu  auch  ^  =  0. 


9. 

Betrachtea  wir  einige  besondere  Fiile^ 

A.    Ist  Q  sweigliedrig,  uod  ztvar 

» 

so  ist 

* 

2)  Ist  Q  =  ^0  +  ^"^*"+^  »o  hat  mau: 
daher 

3)  Ist        Am-r^-^  BnX**^^  nnd  dabei  m^l,  so  ist 


daher 
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B.  bt  Q  dreigliedrig  und  BnnKdiet 
eo  iet: 

und  daoach 

Erstes  Beispiel.  Hierher  geh5rt  besonders  der  Fall,  wo 
der  Querschnitt  flurch  ein  vollstfindij^es  Trinoni  zweitea 
ürftdes  ausgedrückt  wird,  oeniücb  ?i<  =  l,  ft=U  uod 

(78)  Qssilo^ili«H^=^o4-^o«-f4«* 
Ut.  Uiermr  ist 

(7»)  v=m^i{^^-Mykf^±^. 

Zweites  Beispiel.  Bleibt  m=  l  and  wird  «=1»  sonneli 
so  wird  ebeniens:  ' 

Berne tkn Dg.  Es  Allt  hier  eogleieb  in  die  Aogen,  daee  der 
Antdrack  des  räumlieben  Iftbettes  V  derselbe  bleibt,  wenn 
bei  derselben  Zahl  m  was  iinmer  fBr  Glieder  mit  nngerndea 
Expenenten  fan  Ansdmcke  ven  Q  stehen.  Se  iet  demneeb  inch  fllr 

des  Kürpers  Inhalt: 


I 
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und  insbesoadm  bei  ms!  ist  üb 

Q  =     +  ^1^*  +       +  A«H  ^*  + /^a*'^  + .... , 
worin  der  Sonderfall 

(81),  Jli  =  Aai^AiX^^B^i-BiX» 

in  welchem  der  Querschnitt  durch  ein  vollstSndiges  Quadri- 
iiüiü  dritten  (irade^i  ausgedrückt  wird,  mit  einbegriffen  i«t» 
wie  oben  des, Körpers  Inhalt:  - 

'Sucht  man  zu  solch  einem  Körper  noch  dessen  statisches 
Moment,  so  ist  für  selbes  nach  (76):  . 

»onacb   benütit  mao  einen  Zwischenscbnitt  M  im  Abotande 

k 

«ssfi&=/A2  Mtttenebooe'  nemlicb 

vnd  findet  nacb  den  Gleichnngen  (77) ; 

und  Jetzt  noch: 

Sucht  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  die  Ausdrücke  von 

VI 

ßok  und  ßik^  und  «teilt  sie  in  t/^|  ein,  so  erbllt  wen  na^  eini- 
gen leiebten  UmataltengeH : 

Hier  gewahrt  man  auf  der  Stelle,  dass  dieoer  Ausdruck  sich  um 
ein  Glied  verkürzt,  wenn  man  fi  entweder  =|  oder  =  — ^  wShIt. 
Fahrt  man  nemlich  im  Abetaude  or    ftA;  =  |i(  aber  der  Mitten- 
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h  ' 

deoe  C  also  io  ^er  Entferoung  f ^  =  5  unterhalb  '  der  obcceii 
Groodebene  Cr  den  ZiviscbeDscbuitt,  so  Ut  .selber 

in  ==  4> + (1^)*  +  ^0   + ^  . 

uuii  lias  Moment  in  Bexug  auf  die  Mittenebene: 


(83).  p,=^'(2?»^+.»^,. 


ffbrt  man  dage||eii  im  Abstände  s^ftk^^^lk  anter  der  Mitten 
ebeoe  ^,  also  in  der  Entfernung  1^  =  ^  oberbalb  der  unteren 
Grandebeite  g  den  Querschnitt,  ss  ist  derselbe 

md  das  gesnchte  Moment  10  Besog  auf  die  Mittenek>ene 

(84)        ■  n-¥c2'V+^). 


10. 

Nachdem  wir  bisher  die  Bcrechnungsn  eisen  der  ßaumiubalte 
uod  statischen  Momente  bei  den  im  Eingange  beschriebenen  Kur- 
pern  sowohl  allgemein,  als  auch  insonderheit  für  solche  Fälle, 
wo  die  wandelbaren  Querschnitte  derselben  i^anze  rationale  F'tinctio- 
nen  ihrer  jedesinaliiien  Entfernnngen  von  einer  festen  Parallelebene 
find,  ansoinander  gesetzt  baben  ;  «ollen  wir  nun  manrherloi  Arten 
solcher  Ki'irper  Icennen  lehren.  Hierbei  %\ erden  wir  zur  Abkür» 
zung  der  Kede  derlei  Ivirper,  jenarlidoni  ihre  Querschnitte  alge- 
braisrhe  FunctloneTi  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten....  Grades 
aind,  ICurper  erster,  zweiter^  dritter,  vierter,....  Ordnung  nennen. 

♦ 

Von  den  KOrptirn,  welche  in  der  Elementar  »Stereometrie  be- 
trachtet zu  werden  pflegen,  sind  die  l^yramiden  und  Kegel, 
Mirohl  ganze,  als  abgestutzte,  dann  die  Kugeln  mit' Ihren  Ab» 
schnitten  und  Parallel -Ausschnitten  (Kngelplatten  oder  -sehelben)» 
bekanntlich  von  der  a weiten  Ordnung;  und  die  Prismen  and 
Cy  lind  er,  deren  Querschnitte  fiberall  dieselben,  folglich  vom 
anllten  Grade  sind,  müssen  sonach  der,  nullten  Ordnung  bei- 
feaftMt  werden.  Ein  Paar  Kürper  erster  Ordnung  haben  wir  im 
orateh  Beis^le  des  4.  Aftfkels  angeführt 
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14d  Maiifi^'       Benimm,  äer  tiaumiuä.  u.  Schwerpunkte  tmi  Körp. 
Betrachten  wir  daber  gegenwirtig  vor  Allein  dl«  sehr  getrOhtt- 

■ 

iicbeo 

\.    Kürper  zweiter  OrdnuDg. 
Ihr«  Qnmcbnitte  sind  demnach  in  der  Form 

bci^riffeii  (Art.  6..  Beisp.  4  und  Art.!).,  1.  lieisp.  Form.  (78))  und  der 
Kurper'mhalt.  so  wie  das  statische  Moment  derselben  wird  nach 
den  dortigen  Formeiu  berechnet,  von  denen  die  folgenden: 


(«0) 


sehr  förderaam  sind«  Hierher  gehören  xuvürderst 

-    1.  die  Ellipaoide  und  Hyperboloide« 

namentlich  1.  iUt*  f?anze  von  einer  einzigen  gewOlbten  Fliehe  am- 
schlossene  EUipsoid,  theils  mit  eefaieD  Abachnitteii  (Segmenten), 
theils  mit  Parallel -Aaaeehnltten»  deien  GmodebeMii  co  einer 
Axe  »enkreeht  sind;  S.  da«  elemintllge  Hypeibeloia  InTeiMa» 
dang  mit  efoem  Paar  auf  einer  Axe  aenkre^bter  BegreMnmga* 
ebenen;  3.  eine  Abtbeihing  dee  awelmlotligen  HyperboloMea 
mlteieer  nelehen  Gteniebene,  oder  eine  Sebeibe  deaaelben  awlscben 
kwel  deriel  Ebenen.  Bekanntlleb  sind  diese  Fllcben  In  der  allge- 
maiiMD,  avf  Ihren  MKtelpnnfct  und  Ihre  Azen  be^lehllefaen  Gleiehimg 

enthalten,  nnd  awat  wt:  befan  Elllpsoid  o=l,  ßs=l;  beim 
elnmllDtligeu  Hyperboloid  ««—1,  ß^l;  beim  aweimlnt* 
Ilgen  (Jas— 1.  Daravs  folgt: 

m 

anm  Bew^i  dass  jede  anr  a:  -  Axe  senkrechte  Ebene  jegliche  solche 
Fttcbc  In  einer  Ellipse  schneidet,  die  sonach  auch  der  der  Ab- 
scisse  ät  entsprecbende  Qneraebnitt  q  ist.   Seine  der  xsO 
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^  — a  ^j,  die  der  zugehörige 
^  — a-^»  laitUiii  der  elliptische  Quer«cbuiU: 

Sonach  kunnen  atle  derartige  Körper,  als  der  zweiten  Ordnung 
aogehöri«^,  so  w  ie  auch  iimbesondere  die  UmdrehuDgskurper  ihrer 
Art  uach  obigen  Formein  berechnet  werden«  was  wir  hier  jedoch 
Dur  andeuten  wollen.  ^ 


11. 

iL  Koppe'«  Obelisken 

Von  den  eckigen  Körpern  gehören  hierher  die  von  Koppe 
(nach  Beoth)  so  genannten  Obelisken,  ein  höchst  bemerkens- 
werthes  Geschlecht  hSufig  vorkommender  Korper.  Ein  Obelisk 
wird  von  zwei  pHrallelen  Vielecken  ued  einer  Reihe  an  einander 
klagender  Trapeze  begrenzt,  von  denen  ausnahmsweise  einsefne 
irehl  auch  Parallelogramme  oder  Dreiecke  sein  können.  Die 
Querschnitte  demselben  haben  ihre  in  einerlei  Seitenehene  gele- 
genes Grundkanten  parallel,  also  ihre  Winkel  mit  den  parallel 
gestellten  Winkeln  der  Gnindebenen  gleich.  Hier  ma^  es  geoü< 
gen,  zu  ze'xfj^Qn  ,  dass  jeder  Obelisk  ein  Körper  zweiter  Ordnung 
ist,  da  uir  we^en  des  Weiteren  und  Einzelnen  auf  die  in  der 
Einleitung  genannten  Abhandlungen  und  Lehrbficber  verweisen 
müssen. 

« 

Selen  nun  A,  B  irgend  ein  Paar  Strecken  (Seiten,  Diagooa> 
Itti»  Höben  u.  dgl.)  der  e|nen  Grundebene  G  eines  Obelisken  und 
ff  der  Winkel  beider,  so  wird  der  Flächeninhalt  dieses  Vieleckes 
tos  lauter  Prodncten  FOD  der  Form  Jßf{a)  zusammengesetzt,  wenn 
t{u)  eme  gewisse  Tom  Winkel  a  abhängige  FonetioD.  bald  I ,  bald  |, 
Inld  maa  oder  {ünti  vorstellt   Daher  kann  man 

Gs=S,ABr(a) 

setzen,  wofern  man  das  Summeozeichen  .S  auf  die  Zusammenfas- 
sung aller  nuthigen  ähnlich  gebildeten  solchen  Produtte  hinweisen 
denkt.  Eben  so  seien  a,  6  das  Paar  der  A,  ß  parallelen  oder 
gleichlSgigen  Strecken  der  anderen  Grundebeoe  ff,  ihr  Winkel 
also  gleicbiulls  folglich  das  dem  Producta  i<i?f(«)  entspreebeude 
Product  =<idf(cO*  und  sobis  " 
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Endlich  sei  x  der  Abstand  eines  Querschnittes  Q  von  der  Grund- 
ebene g  und  seine  zu  den  vorigen  parallel  laufenden  Strecken 
a',  b' ,  8o  wie  k  die  Höhe  des  Obelisken,  so  findet  man,  weil 
einerseits  die  Parallelstrecke»  Ay  n' ,  u  und  andererseits  die  Pa- 
rallefstrecken  B,  b' ,  b  je  zwischen  einem  Paar  Kanten  (Geraden) 
liegen,  leicht  die  Proporiioneo: 

a*-^a     b'  -b  x 

» 

also 

o*  =  a+— — 6' =  6  +  — J~ar. 

Weil  auch  a'  und  b'  mitsarameo  den  Winkel  a  bilden ,  uit  des 
Qaerachoittes  Flächeninhalt 

Q'  =  iS.a'*'f(«), 
folglich  wenn  man  a',  6'  ersetzt: 


=&ii6f(«)+  I  Ä.(oÄ  +  J6-2a6)  f(«)  +  p  S .     - «)      -  6)  l(a), 

woraus  erhellt,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  des  Querschnitten 
Q  jedes  Obelisken  vom  zweiton  Grade,  jedweder  Obelisk  also 
ein  Körper  zweiter  Ordnung  ist  und  sohin  nach  obigen  FornieB 
berechnet  werden  kann.  -  ' 

Für  x=5  erhält  nmn  den  Mittenschnitt 

JUs^S»-^  2~~  ^ 

daher,  wenn  man  den  vorkommenden  Ünterechiai,«! 

■  \ 

stellt,  ist 

 f(«)  V 

Jener Mittenschnitt  und  dieser  (von  Koppe  die  RrgSnzungs- 
figur  genannte)  Unterschied  E  sind  also  mit  den  Grundebeoen 
G,  9  gleichwinkelig,  jener  hat  überall  die  halbe  Summe 

1 
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trifhnietisehe  Mittel),  diese  den  halben  IJitterechied  der  parallelen 
Seiten  zur  entsprechendeo  ÖQite*  Uanacb  i«t  (oadi  Art.  10.)  de« 
Obelisken  Kaf^efiobaU: 

(86)     F=  Äüf  +  iÄ£ =^  5  [A  (Iß  +  6)  +  fl     f  26)]  f(a) , 
mtä  «eine  etaHeeheo  Jkloiiiente  sind: 


13. 

■ 

DL'  Mascheronr«  Obeliekeo  mit  Einer  windsehfefen 

Seifenflicbe. 

Die  von  Maseberoni  in  seinen  „Problemi  di  georoe- 
tria"  angegebenen  und  von  Herrn  Professor  Grunert  (a.a.O.) 
erforschten  interessanten  Körper  sind  vornehmlich  deshalb  bemer- 
kenswerth,  weil  sip  von  den  Obelisken  Kopi)e's  blos  in  Einer 
Seitenfläche  sieb  unterscheiden,  inriem  au  die  teile  eines  Seiten- 
trapezes fc^ine  windschiefe  Fläche  —  ein  windschiefes  Vier- 
eck —  eintritt,  deren  beschreibende  Strecke  ?>n  den  Grundebenen 
durchweg  parallel  bleibt.  LSsst  man  nenilii  b  hei  einem  schon 
fertigen  Obelisken  (Taf.  1.  Ficf.  (i.)  an  einem  Seitentrapez  (-Paral- 
lelogramm oder  -  Dreieck)  DEed^  bei  welchem  die  Seiten  1^^^  Ee 
io  einer  Ebene  liegen,  dieselben  Seiten  in  gekreuzt©  (in  keiner 
Ebene  enthaltene)  sich  verwechsein,  indem  uiin  eine  Spitze  d 
auf  der  cd  nach  d'  vor-  oder  nach  <!"  /.nrückscbicht ,  wonach  d'e 
oder  d"e  mit  ])E^  und  Dd'  u»)er  iJd"  mit  Ee  sich  kreuzt;  so 
kann  in  dem  unebenen  Viereck  DEed'  oder  DEed"  eine  wind- 
schiefe Fläche  beschrieben  werden,  deren  „leiteiuie  Geraden** 
Ee  mit  Dd'  oder  Dd"  und  deren  „Parallelebene"  jede  der  bei- 
den (jrundebenen  ist. 

Aocbbei  diesen  Mascheron i'scfien  Obelisken  sind  die  Grund* 
ebenen  g,  G  und  die  QoerschoUte  Q  V  ielecke,  deren  nacb  ein- 
ander fofgenden  Seitenpaare,  bi^  auf  eines  (das  letzte)  parallel 
sind,  und  welche  sobin  auch  alle  Zwischenwinkel,  bis  aof  die 
beiden  an  diesen  letzten  gekreuzten  Seiten  liegenden  Winkel,  parallel 
gistellt,  also  gleich  haben.  Nun  ist  aber  ein  Vieleck,  also  aucb 
«flin  filiclMniiibalt»  voUetändig  beat^mnit«  ürenn  alte  aeioe  Seiten, 
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auf  eine,   und  alle  seifip  WInkpI,  bis  auf  die  an  dieser 

einen  iSeite  Wegenden  i;e<?eben  sind.  Mithin  kömifin  bei  dtea6n 
Angaben  die  (irundedonen  g,  Cr  und  der  Mittenschnitt,  daher  auch 
Rauminhalt  und  Moment  der  Obelisken  Mascheroni's  ganz  ge- 
nan  nach  denselben  Fol'roeln»  wie  bei  Hoppe  s  ObelUken  be- 
rechnet Vierden. 

Z.  B.  Sind  (wie  im  Archiv.  Th!.  XXXI.  S.484)  die  Grnndebe- 
nen  eines  solchen  Obelisken  vierseitig,  ^11^,  C\\c 
ihre  drei  parallelep  Seitenpaare  mit  den  äusseren  Zwischenwin« 

kein  A.B^tt.b==«,  B.C#b^z:iß  und  A,C#a.c  =  y  =  a-i-  ß, 
so  ist  hier  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Lehrsatze 
f(a)=^sina  zu  setzen,  folglich  erhält  man  (nach  Art*  11> GL 861. 
and  GL  8a)  fär  V  und  F|  die  AusdrOeke: 

(89)  ^=[^(2ß+A)+a(26+Ä)]sin«+[i?(2C+c)+6(2c+0]siD|S 

+lQ2^+fl)+c(2a+il)]slDy, 

<90)         {A  — ^  1-  a  — ^ — )  sui  a  -f  (^  — y — ^-  )  sui  p 


und  zwar  erstercr  Ausdruck  mit  dem  am  angefahrten  Orte  von 
Herrn  Professor  Grnnert  gefundenen  im  Wesentlichen  überein- 
stimmend. 

B  eme  rli.  ij  II  Ii.  Auffallend  ist  hierbei  die  Wahrnehnuiug,  das» 
ein  Mascher on i  scher  Obelisk,  der  sich  von  einem  Koppe*schen 
nur  in  einer  einzigen  windschiefen  Seitenebene  unterscheiden  soll, 
aus  diesem  keineswegs  durch  parallele  Verschiebung  des  einen 
GrundvielecLes  in  «einer  Ebene  enfetehen  kann,  weil  hierbei  fort- 
während alle  SeUenflSchen  '  eben  bleiben  mfisaen,  also  keine 
windsebief  werden  kann. 

13. 

« 

IV.  Verschobene  Obeliakea.  (Pilaater.). 

Bei  näherer  Erforschung  dieser  Obelisken  Mascberonf'i^ 
gerieth  ich  (am  7.  Febr.  d.  J.  1859)  auf  den  Einfall,  bei  einem 
solchen  Körper  anstatt  blos  eines  Paar^3S  Seitenkanten  jedes 
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Paar  Seitenkanten  s'n  fi  kreuzen  zu  lassen  und  in  das 
•irtsiabeaile  naalMB«  «Seiten Viereck  eiae  wimdscbiaia  Fliehe  ein« 
zulegen,  so  dass  ein  derartiger  Korper  von  zwel^  parallelen  uad 

gteichvielseitigen  (Grund-)  Viefecken  und  von  lauter  dazwischen 

liegenden  onebenrn  und  ^vindschieie«  (Seiten-)  Vierecken,  also  von 
80  vielen,  ais  jedeis  (iriind v  iel»^('k  Seiteü  hat,  ein^^eschlossen  tvürde. 
Es  uürde  dann  nur  eine  Abart  dieser  Kor[>er  entstehen,  wenn 
eine  oder  etliche  Seitenüächen  eben  (also  zu  Trapezen,  Paralle- 
logrammen oder  Dreiecken)  wurden ;  und  sonach  waren  die  Obe- 
lisken Masch  pro  [1  i  s  und  Koppe's  nur  ganz  besondere  Spiel- 
arten dieser  Kiirpergaüun?.  Vor  Allem  aber  werden  wir  die 
Möglichkeit  oder  Darsteilbarkeit  solcher  Körper  darznthun  haben. 

Ich  decke  mir  hierin  ein  ebenes  Vieleck,  a.  B.  (Taf.  I.  Fi^.7.> 
daa  Fünfeck  ABCDE,  und  in  einem  gewissen  Abstände  davon 
eine  vorläufig  unbegrenzte  Ebene  p  dazu  parallel.   Aus  der  »Spitze 
A  führe  ieh  zur  p  bin  willkürlich  die  Gerade  Aa,  durch  sie  und 
AB.  lege  ich  ihre  .£bene  und  führe  aus        der  nächsten  Viel« 
ecksspitze,  die  ausser  diese  Ebene  fallende  Gerade  Bb,  deren 
Endpunkt  b  ich  mit  a  durch  die  ab  verbinde;  dann  kreuzt  sich 
Bb  mit  Aa  und  ab  mit  ABy   und,  indem  ich  letztere  zwei  als 
Gnindknnten,  erstere  zwei  aber  als  Seitenkanten  betrachte, 
denke  ich  mir  in  dieses  tinphene  Viereck  ^a6/^  seine  wind.«chiefe. 
Fläche  aul  die  Paraileiebene  ABD  bezogen  eingetragen.  Auf 
gleiche  Weise  bestimme  ich  zur  lilrundkante  BC  und  zur  Seiten- 
kante Bb  das  unebene  windschiele  Viereck  BbcCy  und  eben  eo 
zur  Grundkante  CD  und  zur  Seitenkante  Cc  das  unebene  wind- 
schiefe Viereck  CcdD,  bis  ich  an  die  letzte  Vielecksspitze  E 
gelangt  h\n,  deren  Neitenkante  ich  wie  folgt  feststelle.    Ich  lege 
die  Ebenen  KDd  und  EAa,   welclie  sich  nothwendiaj  in  einer 
durch  E  gehenden  Geraden  schneiden ;    und  nun  führe  ich  aus 
E  eine  von  dieser  Durchschnittsünie  verschiedene  und  auch  in  - 
keiner  dieser  beiden  Ebeoeo  liegende  Gerade  Ee  hin  zur  Ebene  - 
P,  welche  demnach  sowohl  mit  der  Dd,  als  auch  mit  der  Aa  sich 
kmason  »aaa  und  aofort  die  lotste  l^eitonkante  sehi  wird,  su 
doien  Endpunkt  a  noch  die  Grundhanttn  ifo  und  ae  gezogen  wer- 
dan»  um  daa  äwolta  Grundvieloek  cbede  abzuscbliassen»  wShrai^d 
die  beiden  letsten  unohenen  Vierecke  JHbE  nnd  AubE  mit  Ibroii. 
whidschiefen  Fliehen  auagefüllt  werden»  um  die  aoitliche  Urohfil- 
Inngsflicho  de»  itarpen  ahsoochlieeean. 

Diese  aligeateine  Korpergestalt  besitzt  nun  die  för's  Folgende 
beachtenswerthe  Eigenschaft,  dass,  gleichwie  die  Pyramidenstumpfe, 
welche  auch  (vielleicht  als  ganz  absonderliche  Spielart)  in 
diese  Gattung  Körper  gehören,  mittels  diagonaler  ebener  Flächen 
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in  laater  dreiseitige  Pyramidenstumpfe  zerlegt  werden,  auch  diese 
Korper  durch  diagonale  windschiefe  oder  aosnahmsweis  ebene 
Fifi<  hon  in  lauter  droiseitige  ei>en  solche  Körper  zerscfniitten  , 
werden  küniifn,  und  dass  sonach  h!o«  diese  letzteren  cintaclieren 
Körper  bezüglich  des  Rauminhalte«  und  Schwermomeutes  zu  er- 
torKchen  bleiben.  Deshalb  möchte  ich  wohl  sie  verschobene 
S  p  i  t  z sä  II  I  e  n  r  II  nipfe  (P\ Tan)i(!ctj.stiitvi|>ie)  nennen,  atleio  weil 
hei  solchen  Ölunipfcn  die  der  JSpitze  näher  gelegene  Grandebene 
dnrchaufl  ihre  iSeikn  kleiner  hat,  als  die  zu  ihnen  parallelen 
der  entfernteren  Gnindohoue ,  was  hingegen  hei  Obeliskeii  kei- 
neswegs nothwctidii^  ist,  so  ist  es  gewiss  angemessener,  derlei 
Körper  verschobene,  windschiefe  oder  windschelche 
Obelisken  oder  vielleicht  besser  kurzweg  Pilaster  *)  zu  i^eooeo. 


Suchen  wir  nun  den  Ausdruck  des  (Taf.  l.  Fig.  S  )  im  Abstände  x 
vou^der  Gruudebene  g:^Jabc  geführten  Qtierscbnittes  Q^JDEF, 

■ 

HienEu  legen  wir  in  der  Ebene  ahe  wo  imoier  ein  Paar  wIn» 
kelreebter  Ooordinatenazen  C^»  Ot  und  darauf  eenkrecbt  die  dritüt 
fiolche'  Aze  Ox;  und  eaeiien  danacb  die  Ginaelinitfe  B»  F'M» 
im  wHIItiHlchen  Abstände  x  zur  Flbene  yt  parallel  gefllliften 
Ebene  in  die  Seitenkanten  aA,  bB,  eC.  Seien  von  a  die  Coor- 
dinaten  ö,  rj,  ^,  von  6i  0,  ?/,  ^,  von  c:  0,  J*,  ferner  die 
Ricbtcnaintis  der  Kante  aA,  d.  i.  die  Cosinus  der  von  der  posi- 
tiven Richtung  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der 
Coordfaiatenaxen  gebildeten  drei  Richtwlalcel  preportional  au  1»  6»  e» 
so  geboren  aui*  aA  die  Gleicbangen: 

1  ~    6    "    e  ' 
mitbin  sind  die  Coordlnaten  des  Einschnittes  Dx 

Mit  ähnlichen  Bedeutungen  der  accentnirten  Buchstaben  sind:  för 
den  Einschnitt  £  die  Coordioaten: 

x'  =  Xt   y  =  V  +  ^'*j   2'=^+c'a:,  ♦ 
nnd  iBr  den  Einschnitt  Fi  ' 

*  •)  Le  pilattre,' Wandfifeiler,  viereiikfger  Pfeiler,  '  il  jiHMt^o,  vis 
Pfeiler,  voraiif  Boges  Men.  (Jagenssn.)  .  ^ 
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Denkt  man  sich  (Taf.  I.  Fig.  9.)  das  Dreieck />£;F  in  die  ^z- Ebene 
nach  de/  uod  diese«  auf  die  i^-Axe  nach  projicirt,  co.  iat 

(W|.=y;  0^,==^,  OA=y»; 

und 

* 

also 

sobin  mit  Beachtung  des  Anfangs-  und  Endpunktes,  folglich  auch 
der  Richtung,  der  Projectiouen  d^ßg,  «i/i,  /icfi  der  l^reieckMeiteo 
de,  ef,  fd,  auch 

i^d€fs:did,eifi^e,e.f^d^-\^fj.diei, 

  ♦ 

Da  nun  das  A'^*'/  dem  projicirten  ^/)£F=<3  parallel,  also 
coDgraent  ist,  ho  hat  man  auch  für  deo  Qaerschnitt  Qi> 

m)  20  =  x(3/'-/)+z'(3^-y'')  +  z''(y'-y) 

Trftgt  man  hierin  die  oblgee  Aosdraeke  der  y  ued  x  dnteh  a;  ein, 
eo  wird: 

alae»  wienn  man  die  Muitiplicatlonen  rerrlchtet  und  abkOriendaetat: 

(93)  {(i?''-«?')  +  r('?-V')  +  r(V-i3)==2^. 

wird  der  wandelbare  Querschnitt  / 

im  AUgemeinen  eb  Aoadmck  zweiten  Grades  in  a*.  Ja  aus- 
TheilXXXlU.  11 


nahmsweise  aueb  hUm  «Tsten  Grades,*  wenn  41*  SeiteDkanten 
80  gerichtet  «od^  dass  €=0,  also 

ausiälJt. 

Bei  mehrkantigen  Pilasfern  pilt  ein  Gleiches.  Denn  denkt 
man  sich  einen  solchen  dtirch  diagonale  windschiefe  Flachen  oder 
hie  und  da  aufinahmsu  eis  durch  eine  Diauonalebene  in  lauter  drei- 
seitige Pilaster  zerschnitten«  «o  sind  die  ieinzeluen  dreieckigen 
Querschnitte  derselben  vom  zweifpii  Crüde,  also  ninss  es  auch 
ihre  Summe,  d.  i.  der  Qaenschiiitt  Q  des  gaoteo  mehrseitigen  Pi- 
lästere,  selbst  «ein. 

Bei  jedem  Pilaster  oder  Terschobenen  -  Obelisken  mit  lauter 
odjeir  werngsteos  iDU^einlgeo  ^iitdschiefeii  Seltenviereoken  Ist  dem- 
nach  so,  wie  bei  den  Obelisken  Maseheroni's  und  Koppe*s, 
der  veründerlitlie  Querschnitt  eine  algebraische  Function  zwei* 
ien  GraAes  Von  der  Cnlferndn^  desselben  von  der  einen  Grund- 
ebene,  folglieh  auch  von  jeder  anderen  au  ihr  parallelen  Stand- 
ebene;  mithin  peHe«  auch  fiir  «ie  alle  die>  dwob  die  Formeln  in 
Art.  6.  Beisp.  4.  oder  in  Art.  10.  geleiteten  Berechnungen  ihrer 
Rmminhttlte  nnt  Schfremomente. 


V.    Gewundene  Obelisken,  krummkuntige  Pilaster. 

Der'im  vorigen  Artikel  gefundene  einfache  Attsdmck  (92)  dee 
di<e)eckig0ii  'Qaersehnltle»  ih  einem  dreikantigen  Pilaster  iSast  uns 
leicht  erkennen,  dass  wir  in  der  Verallgemeinerung  der  zu  erfor* 
sehenden  KSrperform  noch  einen  bedeutenden  Schritt  weiter  Vor» 
wSrts  thon  können. 

Wir  (iürlen  neinlicl»  die  geraden  LSeitenkanten  des  Pilasterj», 
z.B.  die  aA,  hB^  cC,  tlD  und  cE  in  Taf.  l.  Fi<;.  7.  oder  Fig.  8. 
♦*n{\\  f^(|pr  ailssammt  oder  z^m  Theil  durch  eintacl»  «oder  doppelt 
g (■  L I  li ai nite  Linien  von  gewissen,  sogleich  näher  zu  heschrei- 
henderi  Eigenschaften  ersetzen  und  selbe  wie  Irüher  zu  leitenden 
Linien  einer  eine  windschiefe  Fläche  erze«,geiidon  Geraden,  die 
zu  einer  festgesetzten  Paralleiehene  fortwährend  parallel  bleibt» 
wählen;  wonach  dann,  wenn  wir  diese  krunnnen  Kanten  durch 
evt  jR^^r  zur  selben  i^beue  paF«U«^e  Ki>tiiJ«u  Uurchachu^ifi^,  eiti 
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Körper  zwischen  zwei  in  paralleles  Ebenen  befindlichen  gleidb* 
▼ielseitigen  Vielecken  und  eben  so  vielen  windschiefen  Seiteo- 
flichen  bervorgebracht  wird.  Sie  diSrft^  fögiich  gewundene 
oder  verzogene  Obel Uk es  edet  aUeh  kramiftkaAtige  PlUeter 

genannt  werden. 

8ind  bezieblich  eines  reehtwinkligen  Coordinatensystems  x,  x, 
ddMil«^' Ebene  in  der  Grundebene  abc  eines  dreikantigen  Piltr 
iiers  nAbBcC  (Taf.  I.  Fig.  10  )  liegt,  die  Gleichungen  der  krum- 
Mi  Kant*  aÄ  gegeben,  se  küueee  ei«  tu  der  Regel  auf  die  Form  ' 

(95)         .  3r  =  f(^),  z=V{x) 

gebracht  werden,  in  welcher  sie  die  Coordinaten  x,  y,  t  dea  ' 
Einschnittes  D  der,  im  Abstände  or  gelegten  QuerscbnitteebeDe  io 
dieselbe  Kante  unmittelbar  angehen.    Eben  so  findet  man  aus  dea 
Gleichungen  der  Kante  .6^  für  ihren  Einschnitt  £  die  Gleichungen 

nnd  aus  den  <^leichungen  der  Kante  cC  für  deren  Einschnitt  F 
die  Gieacbengeoj  • 

Dann  werden  in  dem  für  den  Flarheninhalt  Q  des  dreiecki* 
gen  Querschnittes  DEF  oben  aufgestellten  Ausdruck 

die  Coordinaten  y,  y' ,  y"  nnd  t,  2',  2"  Functionen  der  Entfernung 
X  und  sonach  der  Querschnitt  Q  bestimmt  erscheinen. 

16. 

Es  wirft  sich  nun  hier  die  inforessante  Frage  auf,  wie  die 
Gleichungen  (1(5),  (06),  (97)  der  Meit(  nkanten  aA,  hB,  cC  be- 
schaffen sein  müssen,  damit  der  Qut  i .st  [/ rtitt  Q  von  x  erstlich 
überhaupt  eine  ganze  rationale  Fmirtifm  und  dann  insbeson- 
dere von  einem  gewissen  Grade«  vorzüglich  vom  ersten,  swei^ 
ten  oder  dritten  werde. 

Üm  die  Beantwortung  derselben  vorzubereiten ,  stellen  wir  im 
letzten  Ausdrucke  y"  ~  y'  =  (;/ -  y)  — (^'— ^)  und  erhalten  sofort 
fSr  Q  den  iuteressanteu  Ausdruck:  .  . 

m  8Ö=C/-3f)(*'-»)--(3F''-y)(*'-t). 

Noch  setzen  wir  zur  Abkürzung  die  als  von  x  abhängig  anzu- 
sehenden üntersüikiede : 

II* 
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and  findeii       losserst  einfashen  Avadrack 

im)  2Q=w-i«V 

ilviiigeiiilM  6«  nur  Ton  den  vier  üntertfchiedeii  »»  y,  «g»'  «Ik 
hängen  wird,  ob  Q  gans  und  ratiooaf  amifall«ii  werda:  ooaadb 
•ind  hialiei  y  nnd  z  gänalich  beliebige  Funetioiieii  oder  die  Gtei- 
ebongen  (95)  der  Kante  aA  frei  irihlbar,  dagagea  aber  die  Glei- 
chungen (96)  der  bti:  y'zi^y-^n,  2':=2-iv, 
und  die  (97)  der  eCi  y^'s^y-ftt'«   s''s=x4  9'. 

Hreraiis  leachtet  zugleich  die  merkwurflige  Eigenschaft  der 
Pilaster  ein,  dass  jede  zwei  zwischen  einerlei  Gniiidebenen  ent- 
haltenen Pilaster,  für  welche  die  Unterschiede  ?/,  c,  t'  die 
nemlichen  Functionen  von  x  sind,  gleiche  Uauminhalte  und 
Schwermofflente  besitzen. 

I  Der  QaeracbntU  Q  wird  offenbar  eine  gaaae  rationale 
FoDction  von  x,  wenn  die  vier  Unterschiede  u,  u*,  v,  v'  alle- 
aammt  achon  gans  nad  rational  sind.  Ist  daan  n  der  höchste  Ex- 
ponent oder  die  Somme  der  höchsten  Exponenten  beider  Factoren 
in  einem  oder  in  den  zwei  ebenfalls  ganzen  und  rationa^n  Pro- 
ducteo  uv',  u'o,  so  ist  Q  höcli«teri8  vom  itteo  Grade. 

«  a.  So  kann  Q  von  keinem  hi»beren»  ala  dem  s weiten  Gra'de 
akh  ergeben,  wenn  u,  «'»  e»  e'  nieht  Uber  den  eraten  Grad  hin- 
anareicheo.   Setzen  wir  demnach: 

so  erinlgt: 

(102)  2Ös=(aÄ'^o'6)+(oi5'   .^^+«Ä'-"«'6)a:+(aj5;-^«'/J):r«,  , 

• 

und  Q  iat  in  der  Regel  vom  zweiten  Grade»  and  bloa  daamnal 
vom  ersten,  wenn  «^^afß—O,  also  entweder  aleh 
verhält  oder  wenn  In  jedem  der  Prodacte  t^ß  ein  Fi^ctor  ver* 
achwinde^ 

Inabefondere  wenn  liian  y  und  z  linear  nimmt,  erhalt  man 
lauter  gcraJe  (überhaupt  paarweis  «jeLreuzte)  Seitenkanten,  fo%- 
Jicb  (wie  im  12.  Art.)  gewöhnliche  Pilaster.   Setzt  man  aber 

n 
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«0  sind  alle  drei  Seitenkanten  krumme  Linien,  deren  Projectio- 
aen  19  die  Ebenen     uod  xi  Elli|i8ei]|,  Parabeln  oder  Hyperbeln  sind. 

b.  Hacbctens  twkl  dritten  Grade  wird  Q  iverden,  wenn 
man  in  den  Prodncten  nx? t  «'e  den  einen  Factor  Tom  diitten 
Grade,  de«  anderen  beetiodig,  oder  etnen  Factor  vom  swelteo» 
den  anderen  Tom'  ernten  Grade  nimnt  Beiepiebit^ciM  k^dn  man 
vriihlen: 

(103)        u^A^ax^ws'^^  e  ÄB  +  6d?  +  /J««, 

II.  Der  Querschnitt  Q  kann  aber  auch  ganz  und  rntional 
ttusfallen,  obschon  u,  r?,  v'  irrational  .sind,  und  znar  äu- 
vurderst  da,  wo  di-^  l^roducte  UV* ,  u*v  einzeln  rational  sich  erge- 
ben.  80  kann  man  setzen : 

(164)  u^pi^VP,   e=f(r— VÄ). 

u'ssr-fVliP,   e'=*(p— VP), 

wo      P,  T,  R,  $,  t  ganze  rationale  Fnnctiooen  von  x  beden» 
ten,  weil  da 

■ 

I 

für  aicb  schon  rational  ausfallen,  also 

(103)  2^  =s  (p«  -  />)  5  —  (r«—  B)  t 

sicher  rational  tdcb  darstellt« 

III.  Die^ielbe  Rationalität  von  Q  wird  auch  noch  eintreten, 
wenn  zwar  die  Producte  iip',  n'v  irrational  werden,  in  den  irra- 
tionalen Gliedern  aber  ganz  übereinstimmen,  weil  diese  sodann 
in  Unterschiede  der  Producte  wegfalleii.  So  kOnoeo  gesetzt  werden: 

(106)  ttssnVA  +  pVP,   e  =  9ViV-frVP, 

wo  hinter  den  Gleichheifszelchen  alle  Buchstaben  rationale  Fanc- 
tioDen  von  x  vorsteilci).    Ist  nun  der,  in  der  Entwickeluog  von 

w'— tt'e  aar     NP  gehUrige  Multaplicator 

ftt*  —  n'r  \  pq'  —  p'q  =  0, 

was  dnrch  sehr  vielerlei  Annahmen  gelehitet  werden  kann,  so  ist  • 

(107)  ==  {nq*  -  n*q)  N  ^  (pr'—p'r)  P 
•benralls  eine  ganze  rationale  Function  des  x,  * 
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ik«eli.  k«iiii  man  «etsMis 

(107)  tt=«v^^+i>V/*+rVJB,  it'=nViV+pV/'+rVÄ't 

wo  wieder  alle  Buchstabeo  hinter  dee  Gleichheitszeichen  ganze 
rationala  Fuoctiooen  von  x  anzeigen.    Wenn  dann  in  der  .fint« 

wlckeluog  von  ice^  —  ac'o  ^er  zur  ViVp  gehörige  Muitiplieater 

np  —  2^^/>'  =  0 

ist«  so  wird 

(106)   3Q=(n^— tt«)jy+(p*— p'*)i*-'^Ä-r«Ä1 

abermals  eine  ^nze  rational^  Function  too  or. . 

17, 

Um  hierüber  Beispiele  zu  geben,  schneiden  wir  einpFiäciie, 
deren  Gleichung 

(109)   Jy»  +  2i?yt-f-Cx»r=«  +  /Jjr+y*«  +  daf»  +  ....=Jr 

ist,  zuerst  durch  die  :ry- Ebene,  wo  s  =  0,  so  erhalteo  wir: 

.    (HO)  y=?  +  y^  J.  »^0 

als  Gleichungen  einer  Kante  aA  eines  Pilasters.  Darnach  sebneU 
den  wir  sie  durch  eine  zur  ^z- Ebene  senkrechte  und  g^en  die 
ory- Ebene  iinter  dem  Winkel  =  aiig(tang=7n)  geneigte  Ebene 
t^mijy  und  erhalten,  wofern  wir  ahfcfirzend  ii-|-2Biit-f  Cot^sl) 
setzen,  fiir  di^  aweite  Kante  bB  die  Gleichungen: 

(III)  y=:  +  y^,  2'=;iiy=  +  my^. 

Sehneiden  wir  dann  noch  diese  Fliehe  (109)  mittels  einer  ande- 
ren ,  zur  ^2-£hene  seokrechfen ,  anter  dem  Winkel  »aog  (tangsamO 
gegen  die  :r^-Bbene  geneigten  Ebene  sem'y,  nnd  netten  gleieh» 
falls  A^1Bm*'{'Cn^=D',  co  erhalten  wir  für  ^Ine  i)r|ttn  fütfil» 
eC  die  Gleichungen : 

Für  den  dreieckifrpn  Querschnitt  Qi  dieses  dreikantigen  Pilasters 
haben  wir  daiicf  uacb  (99): 


I 


folglicb:  ^ 

(IM) 

LviJ  ivn  ^  Vä)  -  VöivD'  ~  vä)]  ^• 

Nimmt  bmd  dara  »oeh  alfl  die  vierlb  KiMif*  dD  d^^  fSktwekniU 

s=0,  jf= — ^^"^       Ebene  in  .die  angeOlfarte  Fläche»  so 

ist  der  dreieckige  Querscimitt*  wm^tnAen  den  Kanten  bB,  eC 
•nd  dD  offenbar  zu  finden,  «*«kvi  man  in  Qi  die  Zeichen  der 
Tangenten  m»  m'  ond  VA  eutgegengesetst  nimmt»  nemllch  e«  wird: 


(115) 

_   '>  l     ^  1 


Mer  der  gjanse  vierecl^i^e  QQer4cbnitt  Q  awiseben  allen-  ?ler 
Scitenkanteo  Q=Qi-^0^i 


Stellt  man  m^s^m  und  noch '  B s=  0»  also  iPssDssAi-On*, 
«0  wird 

jedeofall«,  ein«!  i^M«  satiapiale^.  FiiActIea  4«^.  jci  von  aulbea  (i^r^ 
Fiir'dle  Fläche  s weiter  Ordnung«  deren  Gleicbung 

Ol*  =  +  . 

ut»  bat  man  ilss^»  i?=0»  C-j^ja*  folglich  nach  (117)  den 
Querschnitt  im  vleri^antige»  Pilaster:» 
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1(60  Mml%ka:  Zur  ßuumm.  der  BaumiHL  ».  StMmfimkie  90»  ifirp,  ' 

weshalb  die  Formetn  ans  Art  10.  hier  anwendbar  aind.  Nehmen 
wir  die  ßinferlel  FÜchen  sweUer  Ordaang  ^nzelti  in  Betracht 

1,   Im  £Uip6oid 

wenn  es  dareh  die  Ebenen  und  s^k  geschnitten  wird ,  bat 

man  filr  einen  aolchen  PHaster  mit  vier  elliptlachen  Seiten 
kantens 

2^Vm'  _    Q       ff  G  M 


also  tat  aein  KSrperinhalt: 

V^+f«  ^     •«•^        der  Absland  arj^fAg-g^. 

Liegen  die  swei  FlOgel-Seitenlcanten  in  der  Ebene  sz,  woflir 

--=:0  ist,  so  wird: 

F=26cA(l  ^  !  ^  und  (Sx  h^o  inabeaendere  FsJoA«  und  ssfa, 
2.  Im  einmtntellgen  Hyperboloid 

das  durch  die  Ebenen  a:  =  0  und  j-  =  h  geschnitten  wird,  findet 
sich  für  einen  derartigen  Piiaster  mit  vier  hyperbolischen 
fieitenkaiiteo : 


daher  ist  sein  Kurperinhalt: 
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%vUcMm  zveiPartUiei  MeneH  u.  einer  zttsammenädnm  Umfiäche,  161 
FaÜM  die  beiden  Fiasel-^SeifookaaifeD  in: die  Ebene  «t.  iroRir 

1 

jjÄÜ  ist,  so  wird; 

Fr=26cA(l-|-i^  und  far  As:a  insbesondere  Fs£«6eiind«tss/«a. 
3,  Im  zvreimänteiigeD  Hyperboloid 

geschnitten  durch  die  FJjenen  j:=za  und  ar  — A,  erhält  man 
Hir  einen  sokiien  Pilaster  mit  vier  hyperboJiscbeo  Seitenkanten : 


folgliGb  ist  sein  Kauniinbalt: 

Legt  man  die  beiden  FlOgel-Seitenkanteo  in  die  Ebene  «s.  in- 

1 

dem  man  —  =  0  macht,  so  wird: 
m 

« 

und  liir  ineiiesondere: 

V^%ahe  and  Xi-=z\\cu  ' 
4.  Im  elliptiecbeD  Paraboiold 

geschnitten  durch  die  Ehenen  ar=0  ond  ar  =  Ä,  findet  man  ftlr 
einen  derartigen  PiJaater  mit  vier  paratioliscben  «Seitenkanten: 


0  a     a      n  *a 


folglieb  Int  dunien  Rnnminlinilk: 
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Legi  man  beiil«Flflgel«SMi«BlaateD    diefibaa«  «i»  iniam-  inan 

'-^s=:0  werden  lässt,  90  erfolgt: 

MB 


tu 

Mo 


II 

5.  Im  byperboiiscbeü  Paraboloi^ 


geschnitten  von  den  Jib^nen  a:=;0  uwd  9^h>  erWtt  IW»  Wr 
elpen  Pili^ter  mU  vier  pataboiUpllC^^  3eiteQ|KM4«li»  jiHlo^lK 

bM»      lang«  bleibt: 

4aber  seinen  Rauniiubalt ;  '  '  ~  « 


Für  A=a  inabeBondere  bat  man  ^—^y-g-^f^l  Xi=l{a. 


18. 

VI.  GewuQdeae  ed«.r  TUKdreM«  Säulen. 

Noch  dürfte  hier  einer  Erzen^wigaweiee  von  Körpern.,  «leren 
Querschnitte  Q  ganze  rationale  Functioqen  ihres  Ahstandes  x  von 
einer  festgestellten  Standebese  «ledu  kara  gedacht  werden»  da 
sie  sebr  allgemein  ist 

Denken  wir  ans  dep  Flächeninhalt  Q  diefes  wandetttareaQoert 
Schnittes  darstellbar  dorefa  das  Prodocl  blös  zweier  mit  x  verän- 
derlichen ^bro^asungen  v  ipd  iq  samint  4jnem  gfu^lwen,  sieli 
gleich  bleibenden»  von  ar  una)i>bängigei«  HNlipHoftt^ .9»»  «fnlicb? 

(120)  Qszmtw.' 
In  einem  selehen  Falle  Imnn  dieser  QüMiilinltl  Mlli',  '«ftt#««ir<ii 


Digitiz^  by  Google 


mtMCfien  »»ei  FaraUet-Effenen  ».  efmr  m»ütmentiän0.UmfläcUe. 

1.  eio  Parallelogramm  vpn  der  CirundUqie  d  und  der  Höhe 
ip  mit  m  s=  1 ;  oder 

%  ein  Dreieck  tod  def  Grundliote  der  Hübe  %o  upd  dem 
Factor  m  =  4 ;  oder 

3.  ein  Trapez,  wo  t  die  halbe  Summe  (oder  die  Zv\ iscben* 
weite  der  Mitten)  beider  ziisamtnenlauti-ndeo  Selten  und  «?  der 
eenkrecbte  Abstand  der  glelcblaufeoden  Seiteii  von  einander,  so» 
gleich  m  =  1  ist;  oder 

4.  überhaupt  ein  Viereck,  dessen  Diae^onalen  die  Längen 
0  nnd  w  besitzen  und  unter  einem  sieia  gleichen  Winkel  A  ^egen 
einander  sich  neii^en,  wonach  ^»  — ^sini  wird;  oder 

5.  ein  Kreis  vom  Ualbmeaeer  v^m  mit  ji|;«;;9S=»('|4159«w; 

eder 

6.  ein  Parabetsegment,  bei  welchem  r  der  auf  einem 
Durchmesser  von  seinem  Scheitel  aus  gemessene  Abstand,  w  die 
Txn  Tangente  am  Scheitel  parallele  iSebne  und  iet;  odia» 
endlich 

7.  eine  Ellipse  von  den  Halbazen  e  und      trora.mair  . 
gebort 

* 

D^mlt  nvn^Qsm.eio  als  rationale  gante  Fmetion  von  x  ' 
flidi  darstelle,  mfieaen  entweder 

e)  beide  Abmessungen  v  und  w  ungleich  ebensolche  Functio- 
nen sein,  oder 

b)  «e  müssen  die  AosdrOoke 

(121)  e=«V^  +  pVP, 

haben»  wo  alle  hinter  den  Gleiebbeitoseiebon  stehendeo  Bnebstn- 
boD  ganie  rationale  Functionen  von  x  andeuten^  oder 

e)  &ll8  9  und  ie  gleich  sein  sollen,  messen  sie  die  Form. 

♦ 

(122)  V  =  to  =  nyN 

besitzen,  wq  n  nnd  iV  ebenfalls  in  «  gaos  no4  rational  sind.. 

Durch,  diese  Gestaltnng  des  verlnderllcben  Querschnittes  ist 
.  jodoeb  nur  sein  FlScbeoinhelt,  nicht  aber  seine,  d.  i,  seines  Urotbogs 
oder  seiner  beiden  HaiipCabmessungeo  e  und  ^  l44ge  festgestellt, 
was  etwa  noch  in  folgender  Weise  geschehen  kann«  Man  wählt 
eine,  die  Grundebeoen  schneidende  gerade  oder  hntBUM  Linie 
nnm  steten  Ort  des  Anfangs p,  Helbiro|igs-  oder  eines  sonstigen 
ausgeseicboeten  Punktes  der  einen  Abmessung  e  des  mit  seiner ' 
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I(i4  Mattka:  Zur  Bestimm*  der  RmmiHh,  u.Schwerpunkte  von  KSrp, 

tes  Q  des  Korpers  ;  führt  durch  diesen  Punkt  diegeibe  Almessuiig 
r  von  dpr  nach  gerichteten  Lfin^e  entueder  gleichlaufend  za 
einer  ursprünglich  festgestellten  Geraden  oder  unter  einem  gewis- 
gen  Winkel  (p  gegen  *.ie  geneigt,  der  eine  be»timmte  Function 
vom  Allstande  ist;  endlich  schliefst  man  an  t>\e  im  gehörigen 
Putikte  und  unter  dem  unahänderlichen  Winkel  k  in  des  Quer- 
schnittes Ehene  noch  die  zweite,  nach  a:  ahänderlicho  Abmessuüg 
tc  an  und  construirt  die  der  Gestalt  nach  ^gegeheme  Ümgren-. 
zuogsUpie  des  Querschnittes. 

'  Oder  man  wählt  zwei^  die  Gruodebeiien  «chh^idende  Linien 
xn  LeitHnien  für  eine  Gerade,  welche  diesen  Ehenen  fortwäh- 
rend parallel  bleibend  an  diesen  Leitlliiien  hingleitet  und  sohin 
eine  wlndachiefe  Fläche  beschreibt;  in  die,  dem  Abstände  x  ent- 
'  sprechende  Lage  dieser  beschreibenden  Geraden  legt  man  dann 
die  Abmeeeeng  v  mit  einem  Ihrer  ausgezeichneten  Punkte  an  die 
eine  Leitlinie,  und  daran  im  gehörigen  Punkte  und  unter  dem 
festgesetzten  Winkel  X  noch  die  andere  Abn)essung  tc,  «onach 
man  gleichfalls  des  Querschnittes  Unifangslinie  von  vorgescbrie- 
hener  Gestalt  bilden  kann. 

Auf  solche  Wewe  beschreibt  die  Cmgrenzungslinle  des  Quer- 
schnittes Q,  ivihrend  sie,  mit  ihrer. Ebene  stets  «u,  den  Grand- 
ebenen  parallel  verharrend  und  ihre  allgemeine  Oestalt  beibehaltend, 
allmälig  fortrOckt  und  nach  dem  stetig  wachsenden  Abstände  a 
von  der  Stondebcne  sich  in  der  GrOsse  allein  ändert,  die  krumme 
oder  gemischte  Umftöche  eines  Kfirpers,  der  Im  Allgemeinen  die 
Gestalt  einer  verdrehten  oder  gewundenen  Sfiule  besitst 

Ein  Paar  Beispiele  mögen  hier  genügen. 
1.  Bei  einer  Ellipse,  deren  Ebene  von  einer  festen  Grund- 
ebene ^  allmälig  um  die  Weite  a:  abgerückt  ist,  ändern  sich  ihre 
>     Uaibaxen.  e,  «o  dermassen,  dass  stets 

isf  ihr  Mittelpunkt  beschreibt  eine  beliebige  krumme  Linie  und 
dabei  drehen  sich  ^ie  Axen  dergestalt,  dass  ihr  Drehungswinkel 

y  der  Entfernung  x  proportional,  also  -  — -  Da  ist  der 

Querschnitt  einer  solchen  gewundenen  elliptischen  Siule: 

SS  nah  +  »{o*'  +  ft%x\  nl^b*  +  +«o*'6'ar«, 
mithin  veuk  ^vi^^®"  Grade,  und  sonach  kann  d«r  Kauminhalt 
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und  das  Schu  erraonient  dieser  Säule  Dach  d«o  FonB0ln  (IQ),  (83) 
und  (84)  berechnet  werden. 

♦ 

2.  Hewegt  steh  ein  Kreis»  mit  seiner  £bene  larGntodebene 
g  parallel  bleibend,  deigei^talt,  dass  sein  Mittelpankt  was  inmer  ^ 
für  eine  Linie  durebläufi»  und  ändert  sieb  sein  Halbmesser  «  mit 
dem  Abstände  x  Ton  der  Grnndebene  so»  datts  immer 

»  s=  (a  >!•  ofx)  V"ÄhM^  6" jc* 
iat,  80  wird  des  entstehenden  Körpers  Querschnitt 

(labev  auch  der  Körper  »elbat,  höchstens  von  der  vierten  Ordnung 
etein,  deshalb  sein  KSrperraum  and  Scbwörniomeut  nach  den  For- 
meln (75)  und  (76)  gefunden  wierden. 


^$chlus6beulcrkuug. 

Obwohl  hier  die  allgemeinen  Hauptformeln,  sur  Abttflnong, 
mittels  Integrirens  aufgestellt  worden  stnd,  so  unterliegt  es  doch 
nach*  üiisere»  Andeutunj^en  nur  sehr  geHngen  8chwifrigl{diteo, 
für  Körper  der  a weiten  und  dritten  Ordnung  auf  gana  eleme»«  . 
tar  rechnenden  Wegen,  auf  denen  man  die  Grenae,  der  das  Ver« 
hfiltniss 

bei  unendlicher  Steigerung  der  Anzahl  n,  ohne  Ende  iEostreb^. 

^m^^i'        flir  m=2,  3,  4  insbesondere  =a>  l>  \  findet  and 

benfitzt,  zu  den  nenilichen  Formpln  zu  gelanpjet),  falls  es  .feman» 
dem  gefallen  sollte,  Berechnungen  dieser  Art  in  einen  Lehrvor- 
trag oder  in  ein  Lehrbuch  für  Aoianger  aufzunehmen. 
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Uli. 

lieber  die  Gonstractioo  der  Tangenten  gewisser 

ebener  Curven. 

Von 

Herrn  Doctor  fVie^era 

wa  Berlin. 


In  d^r  £bene  sei  eine  Curre  C  gegeben  durch  die  Gieichang 

swischen  den  von  zwei  festen  Ponkteo  JP  nnd  F*  der  Ebene  nacb 
einem  Pnnkte  P  der  Curve  gezogenen  (stets  positiv  sa  nehmen- 
den) Radlenvectoren  p  nnd  Die  zn  einem  dem  Pnnkte  P  be- 
nachbarten Pnnkte  Q  der  Curve  geh5rigen  Radlenvectoren  seien 
r  und  f^^  so  dass  also 

(2)  /•(r.r')=tO. 

HaJbirt  man  «iie  Winkel  {gr)  und  ((»V)  und  zieht  gegen  die  Hai- 
hirungslinien  durch  die  Scheitel  F  und  F'  jener  \Vir>kpl  Senk- 
rechte, so  hestimmen  letztere  durch  ihren  DurchscTi iiitt  mit  der 
durch  P  und  oeleL^ton  Sccante  der  Curve  C  zwei  Punkte  M 
und  M'.  roD  der  Bescbaffeuheit*  dass 

(  QM  iPM  =r 

Folglich  ist 

(4)  { 

C  {QM'--PM')iPM'=i{r*^9')i^*i 

woraus  sieh  ergieht: 
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Von  do|i^eiUit  ^cben  in  ilec  vor^teltefideii  Proportion  gUl 
das  ober^'otfer  das  ofttere,  je  öacfedem    ^  positiv  oder  nega- 

tii¥  iüU  tJd^rigens  zu  beachten ,  dhss  Uli  ersfcren  Falle  üi« 
^uMkto  ^  'uimI  if/^  auf  derselbeu«  im  ktzterea  auf  verschiedooeo 
«Seile»  vuB  iiegan. 

Lässt  man  Q  sich  dem  Punkte  P  auf  der  Curve  uoendtieh 
nhliern,  so  gjsht  die  «$eoante  ufoer  ita  di^  Taogamte  der  Curve 
C  im  Punkte  P.  Dabei  fallen  die  Geraden  r  und  die  Halbi«» 
l-ende  des  Winkels  igt)  einerseits,  und  die  Geraden  r'  und  diB 
HaUurende  dßs  Winkelt«  ^^'''0  ^»(lererseita  zOsaiumen,  «o  dasd 
FM  muk  tf'M'  b#2iebung«\v«i«»e  seakrecbt  su  JFP  «od  /"'iP  «w« 

den;  der  Quotient  -7 — gebt  über 'in  und  man  hat  nun- 
mehr  die  Gleichung i  * 

(8)  i'M:PM'=^r'i±^;i. 

9 

aus  welcher,  wenn  mnn  gleichzeitig  die  obige  Bemerkung  über 
die  Lage  der  Punkt«^  M  und  Iff*  zu  PQ  beachtet,  nicht  selten 
eine  »ehr  einfache  Coostructiun  der  Tangente  in  einem  P«nkte  P 
der  Curve  C  folgt 

«  Wenn  in  der  Ebene  die'  l^onkte  einer  Curve  C  durch  den 
Durchschnitt  zweier  der  Gleichung  fig,  ^0=4)'  geoflgeBden- Ge«> 
raden  g  und  g'  hestimint  werben,  auf^die  Weise,  dass  entwe- 
der die  eine  Gerade  (f  'htfstlndig  vbu  einem  festen  iPnnkte  F  der 
Ebeiie  ausgeht,  während  die  andere  g^  parallel  mit  sich  läi^g 
einer  belieb|geny  w-d^  Ebene-  gegpl^enen  Otirj«  C  mit  ihrem 
einen  Endpunkte  fortgleitet  oc^er  dass  jede  der  Geraden  q 
und  g*  mUt  ÜHttfin  KUm'  findjpttWktii  'an  einte'  in  der  Ebene'  nti* 
bestimmten  Curve  €f  resp.  €?  parallel  mit  sich  fortgleitet:  so 
gelangt  man  durch  fjetrachtungen ,  die  den  vorber|;ehenden  gana 
analog,  zu  derselben  Gleichung  (6),  in  welcher  nur  die  Punkte 
Jf  und  JH^  eine  andere.  Bedenlung  haben* 

Wir  erörtern  nur  den  ersten  Fall,  in  welchem  g  beständig  von 
einem  festeh  Ponkle /*  ausgeiit ,  \^^rend  g'  an  einer  bekannten 
Curve  C*  auf  die  beschriebene  Weise  hiagleitet:  die  Behandlung 
des  sweiten  Falls  ergielii  ficb  dann  von  sefb^t  Den  benachbar- 
ien  ^vnkteÄ  P  und  0  ' auf  der  OorvO  ü  mögei»  die  Punkte  1^^  und 
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F**  der  Cnrve  C  eiftsprecfaen ,  so  das«  also  FP=:q,  F'P=zq*, 
FQ  =  r,  F'*Q  =  r*.  Verlängert  mao  nun  die  Secante  F'F'*  der 
Curre  C,  bis  sie  die  Secante  PQ  der  Curve  C  im  Punkte  M* 
trifft,  und  hnihirt  «ipder  den  Nclu  nw  inkel  von  {qt)  durch  diö 
CJeratle  IM,  welche  die  Secante  PQ  in  iV  trifft:  so  erhalt  man 
wieder  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  (3),  (4),  (!>),  (0),  hat 
aber  unter  M'  in  der  Gleiehttiig  (ö)  jetzt  de>»jenigen  Punkt  zu 
verstehen,  in  ucichem  die  Tangente  der  Curve  C  im*  Punkte  P 
von  der  Tangente  der  Curve  C  im  Punkte  jP'  geAchuitten  wird; 
FM  ist,  wie  oben,  senkrecht  auf  FP. 

•D#r  sur  Avfcdellttiig  4er  Glei^nog  (9)  erforderlich»  Werth  toIi 

~j  wird  durch  Differentiation  der  Gleichung  (1)  erhalten.    In  dem 

Falle  aber,  dass  f{q,  eine  algebraische  (rationale  und  ganze) 
Function  ist,  wird  niao  dea  Differential- Calcai  hequem  versaetdeB 
küuneo. 

Ist  s«  ß.  die  gegebene*  Gleichung  (1) 

+  6^'»  +  cQd*  sO, 

wo  a,  69  e,  p  positive  oder  negative  Cönistanlen  sind,  so  tritt  an 
Stelle  der  Üleiehiing  (2)  die  folgende: 

.Es  Ist  daher 
oder,  da  identiseh 

Ut,     .    ;  .     .    .  , 

(r-  ^) [a(r  +    +  cp']  +  {r*  -  ?0  [^(H  +  ^0  +  er]  =a 
Statt  (3)  bat  man  jetst  durch  die  vorstehende  Gleichung: 

und«  wenn  PQ  In  die  Tangente  fibeigefats«' 

mS 

Ist  a=6=0»  ^=—01^  uod  sind  ^  und     feste  Punkte,  so' 
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Ist  die  gegebene  Curve  die  allgemeine  Letuuiscate,  fSr  welche 
also  PJH  =  PJIf'  ist.  (M  uod  JU^  liegen  zu  ver«cbiedenei)  Selten 
ron  P),  Diese  Eigenschaft  bat  bereits  Herr  Profesfior  Steiner 
in  XIV.  Bald«  de»  CreÜe' scheu  Jo.urnal«  oftchgeHieseo« 

c 

Ui  a=56»  -=J;3,  *^=i^m*,  so  Ut  die  gegebene  Corfe 

iigeiid  eia  bgelwAnUt  *).  Für  dlm  Ellipse  und  die  Hyperbel  sind 
ate  Ponkte  F  und  F*  feet  F<lr  die  Parabel  ist  unr  einer  der 
Punkte  F  fest;  der  aiidete  F*  bewegt  eich»  wihreod  P  die  Pa- 
übet  durchläuft,  auf  einer  gegebenen  Geraden,  auf  welcher  F'P 
\»  jedem  Aogenblicke  der  Bewe^ng  eenkrecht  eteht  Die  Glei- 
cbng  (7),  welche  jetzt  kniet:  ^ 

P  Jf     £  - 

lehrt,  dase  \P3fFro ^PiV'F^  ist,  dass  also,  wie  bekannt,  die 
Tangente  gleiche  Winkel  bildet  mit  den  nach  dem  Berfihruuga- 
piuikte  P  gezogeneu  Radieovectoreo  FP  und  F*P* 

Herr  Prefeeeer  Jeecbimethal  bat  neoerdinge  (e.  Crelle'e 
Jeareal  Bd.  66.  Hft3.)  felgenden  Lebreata  mitgetheUt: 

Sind  die  positiven  Variablen  q  und  ff'  entweder 

L    die  Eutfernuugeu  eines  Pnnfctee  P  ven  swei  featen 
Pankten  F  und  F\  oder 

\  IL  die  Entferanngen  den  Punktee  P  von  einem  feilten 
Punkte  F  und  einer  feeten  Geraden»  oder 

UL  die  Entfernungen  de«  Penktee  P  von  swei  ercb 
ecbneidendeu  featen  Geraden, 

welche,  während  P  eine  Curve  C  beschreibt,  stets  der 
Gleichung  /"(p,  ß')=0  genügen ;  und  trägt  man  mit  Be- 
rücksichtigung dee  Zeicheue  auf  q  und      Längen  ab, 

Bf        9f  ^ 
dl«      und  ^  proportional  sind:  so  ist  die  Diagonale 

des  über  diesen  Längen  construirteu  Paraiielugramms 
die  rS orraale  der  Curve  C  im  Punkte  P* 

Dieser  Satz  läset  sich  ohne  Schwierigkeit  aua  der  oben  auf 
getteUteo  Gleichung  (6)  ableiten.   Zunächst  ist  klar,  dass  ffir  jede 
der  Bedingungen  L»  IL,  HL  dieGlekbnng  (6)  gilt»  inden^  die  Be* 


Hsaielt  es  sich  dired  um  den  Nschwei«  4wr  im  Felgendea  ees 

l^etprocheneo  Eigenschaft  der  Kegelschnitte,  Mi  wird  mm  aaiärliah  ven 
itt  Grusdglelcbeog  9  :fe        CenaU  «ncgciicii. 

'  Thsuracui.  la 
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dingungen  II.  und  III.  der  specielleo  Amiahne  entsprechen ,  das« 
die  oben  ermähnten  festen  Curven  C  und  C"  Gerade  sind.  Da 
auf  den  letzteren  und  q  senkrecht  stehen  sollen,  so  sind  für 
jede  der  VoraotisetzungeB  1.,  lt.,  III.  die  Dreiecke  PFM  und  PF'Jtt 
f^clilwiokligy  und  da 

•o  läMt  «Ich  dief  (wleichttiig  (6)  aocir  folgendermMeo  «ckrelbeiit 

Zieht  tttan  durch  P  die  Normale  der  Curve  (d.  i,  eine  Senkrechte 
X«  MM')  und  darauf  durch  irgend  einen  Punkt  N  deraelhen  Pia* 
fallelen  au  PF  nnd  PF',  irdche  die  letaleren  oder  ihre  Veriän- 
gerungen  beaiehuvgaireiae  in  A  und  A*  schneiden»  eo  hat  maB: 

•    (gO  PA:  PA' -sin  A'PIS.sin  APN, 

und  da  sin  A'PIS  =  cos  31' PF' ,  sin  AP JS  ==i  coaM PF  i«t,  so  ge- 
ben die  Gieichuugeu  (fi)  und  (g^: 

(G)      •  PA,PA- =  1^.(^1^).       .         '      .  . 

In  den  Gleicbungeo  (6),  (g),  (G)  gelten  entwedev  die  oberen  oder 
die  unteren  der  .doppelten  Zeichen  gleichseitig. 

liüt  daher  der  Quotient  (^f^'^^  negativ,  so  liegen  M  und 

31'  auf  derselben  Seite  von  P.  Zieht  man  aus  P  Parallelen  an 
FM  und  F'JU',  «eiche  die  letzteren  oder  ihre  Verlängerungen 
■^esiehungsH'eise 'in  JL  und  L'  schneiden:  so  sieht  ni;in  ein»  dass 
för  den  vorlu'gend^n  Fall  die  verlängerte  (Herade  MM'  durch  den 
Winkel  LPL'  geben  mnss.  Folglich  geht  die  Normale  in  P  durch 
die  Nebenwinkel  von  FPF' ;  tmd  ivnhrend  die  eine  der  Längen 
PA  und  PA'  auf  den  zunehoriüen  Radiusvector  fallt,  wird  die 
andere  die  Verlängerung  de«  zugebürigeo  Radiusvector  über  P 
hinaus  bilden.  .■ 

Ist  dagegen  der  Qnotient  positif»  so  Hegen  Ifond 

M'  zu  vemchtedenen  Seiten  tou  P  und  die  Gerade  31 PM'  kann 
deasbalb  nur  dlircb  die  Neheotvinkel  von  LPL'  gehen.  Folglich 
geht  die  Nermde  in  P  jetzt  jiNtenralls  durch  den  Wmkef  PPF'; 
nnd  dSe  LftngcH  PA  «ad  PA*^  liegen  glelehieitig  entweder  auf 
den  angehnrigen  Radienvecttiren  oder  auf  deren  Verlflngemiigen 
Üwr  P  hinans* 

Die  vorstehenden  Bemedcengen  in  Verbindung  mit  der  (Glei- 
chung (G)  gehen  den  Lehrsata  des  Herrn  Prof.  Joachimsthar. 
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Intq^rafioo  der  (mrtieHen  Differentialgleichuiigen  erster 

und  zweiler  Ordnung. 

Villi 


Herru  Boctor  A.  yy.^iltr^ 

Lrfirar  4er  Blathenifttilt  an  der  hfthonui  Bargerechiile  sn  llAnnheiiii« 


Vorwort 


Et»  ist  imn  eine  Reihe  voo  Jahren  verHosHen,  seit  dem  ich 
mir  die  Aufgahe  gestellt  habe,  die  Lehre  von  der  Integration 
der  Differentialgleichungen  einer  neuen  Bearbeitung  zu  unter« 
werfen.  Ich  dachte  mir,  es  müsse  sich  aus  deo  zur  Integralion 
fühfoiiden  Sfttzeo  und  Regeln  ein  zu«aoimenhSugendes  Gebinde 
urricblea  laflsen,  woran  jede«  eiozeloee  Baesteio  eine  ^be- 
«fiaiipte  Stellung  angewiesen  sei.  ADdererseits  -  aber,  war  ich 
s«  der  Üeberaeugung  gekommen,  daee  man,  um  dies  Ucbäade 
tefsaricbten«  euP  eine  bloase  Zoearomeosteilung  der  belumiiten 
Leistongen  ficb  nieht  beechrSnken  dSrfe.  Penn  diese  Leistuo« 
geo  sind  sam  Theil  wenigstens  von  der  Alt»  dass  niao  das  eine- 
mal  för  gross  und  wichtig  zu  lialten  geneigt  ist»  was  ein  aridermnl 
gering  und  unbedeutend  erscheint,  da  man  bei  der  Beurtbeilung 
von  verschiedenen  Standpunkten  ausgehen  zu  roOssen  glaubt.  Da 
ich  nun  selbst  niemals  daran  gezweifelt  habe>  dass  die  Ünge- 
wissbeit,  in  welcher  Weise  dieselheu  zu  beurtheilen  seien,  nur 
ia  der  Unvollst&udigkeit  der  bisherigen  Uilfsniittel  ihren  Grund 
kahe,  so  schloss  ich,  dass  es  hier  darauf  ankomme,  gewisse  noch 
lebtende  Glieder  herbeizuschaffen. 

In  dem  51sten  Band  des  Crelie'schen  Journal8  hal>e 
ich  4iÜe  iotegration   der  linearen  Üiffierentiaigleicbungeu  zweiter 
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zweiter  Ordnung  mit  zwei  und  mehr  VeranderUrhen  als  ein  für 
läich  abgeschlossenes  Ganzen  betrachtet.  Diese  BebandlungsweUe 
ist  dadurch  veranlasst,  dass  die  Intei^ration  der  linearen  Üifferen- 
tial^leichunt;en  aut  einer  eigeiitiiüinlichen  Grundlage  sich  aufhaueu 
lässt,  welche  bis  jetzt  weniusfens  für  keinen  andern  Theil  der 
Integralrechnung  sich  wiederlindet.  Ich  habe  dort  gezeigt,  wie 
man  das  allgemeine  Inle«ral  einiger  ausgedehnten  Gruppen  von 
linearen  Diflferentialgleichungen  in  einer  Form  au.^drückt,  deren 
Einfachheit  alle  früheren  Darstellungen  weit  hinter  sieb  Ifi^st. 
Meine  UnterKnchungen  über  die  Integration  der  allgeiiMiDisn  Dtffe* 
rentialgleichung  erster  ond  «weiter  Ordnung  mit  D|ir  swei  VerSn- 
derlieben  »ind  jcarslicb  in  dem  ^^pk^  T\kM  von  Gruner t's 
Archiv  sur  Ver^ffentlichong  geKoinmen.  Ich  hatte  die  Absiebt 
SU  seigen,  daM  die  Kenntnias  rnn  besonderen  Integralen  ond  be* 
sonderen  Auflösungen  bei  der  Integration  dieser  Differentialglei- 
chungen von  weit  grosserer  Bedeutung  ist,  als  man  bis  dahin 
anzuerkennen  geneigt  war.  insbesondere  aber  glaube  ich  darge* 
tban  zu  haben,  dass  alle  bis  dabin  bekannten  HIITsmittel  der  In* 
tegration  von  Differentialgleichungen  mit  nur  zivei  Veründerlicheil 
ihre  rortheilhafteste  Verwendung  finden,  wenn  man  die  Bestim- 
mung des  integrirenden  Faktors  als  das  eigentliche  Ziel  der  Auf- 
gabe stets  im  Auge  behält*  Die  vorliegende  Abhardlung  soll  nun 
alles  Cebrige  umfassen,  nätniich  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung  nnt  drei  und 
mehr  Veränderlichen.  Da  ich  hierbei  eine  norh  wrni^  bctr^^tene 
Bahn  verfolgt  habe,  und  es  mir  gerade  dadurch  möglich  gewor- 
den ist,  nicht  allein  alle  die  schon  früher  auf  diesem  Gebiete  ge- 
machten Erfahrungen  vollständig  zu  beherrschen,  sondern  auch  die 
Grenzen  desjenigen,  was  sich  überhaupt  erreichen  ISsst,  um  ein 
Erhebliches  hinauszurucken,  so  möchte  ich  in  diesem  Vorwort  den 
Versuch  niachen,  dem  sachkundigen  Leser  in  kurzen  Zögen  die 
Gedanken  aul/uzeichnen,  welche  mich  bei  der  Bearbeitung  geleitet 
haben,  und  dann  auch  das  Verhältnis«  meiner  Resultate  zu  den 
sehen  bekannten  Leistungen  berShren. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  hat  immer  nur  den 
Zweck,  eine  der  vorkoninipiKlen  Veränderlichen  als  Funktion  der 
übrigen  Veränderlit  hen  darzustellen.  Diese  Aufgabe  soll  aber  in 
allen  Fällen  ihrem  Ziel  dadurch  entgegengefiihrt  werden,  dass 
man  dieselbe  auf  eine  andere  zunuk führt,  \^(l^flach  die  gesuchte 
FuriLtiüK  weniger  Veränderliche  erliiiit  aläs  \  orlier.  In  d i es i»r  Weise 
n  ird  dann  die  grosse  Mannijiialtigkeit  von  Aulgaben,  welche  durch 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  ihre  Erledigung  fmden, 
zuletzt  jedesmal  auf  die  Integration  von  Funktionen  einer  einzigen 
Ver&nderiidien  oder  auf  die  sogenannte  Quadratur  zorQckgeftibrt. 
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Dpch  darf  luAn  nicht ,  glauben,  dass  man  j^deiimal  dasselbe 
Prohlem  y.9t  eich  habe,  wenn  die  jsii  iotegrireiide  UiffereDtialglei» 
-cbung  dieselbe  Apsahl  Ton  Verilnderlieheo  enfbftit.  Jedes  Inte- 
gcaliensref  fahren  grOe^et  «leb  aaf  eise  bestimmte  Veraassetzung 
m  Bezug  auf  die  Bescbalfeubeit  des  allgemeinen  Integrals.  Dies 
Verfahren  fibri  dann  auf  die  Integration  aller  derjenigen  Diie- 
lentialgleicbnng^D»  deren  allgemeines  Integral  in  der  Tbat  die 
angenommene  Form  bat  Doch  ist  man  genötfai^«  um  die  mannlg^ 
bltigen  hUsr  vorkommenden  Autgaben  iSsen  zu  können,  ron  gar 
mancherlei  Voraussetzungen  auszugehen.  Wenn  nun  auch  die 
vorhin  erwähnte  Vorschrift,  die  Zaltl  der  Veränderlichen  in  der 
gesuchten  Funktion  nach  und  nach  zu  vermindern,  jederzeit  die 
Uechnungsoperationen  beherrsch so  irerden  sich  diese  letzteren 
doch  für  alle  diejenigen  Differnttalp;leicbangen,  welche  wegen  der 
Uebereinstimihung  in  der  integraU'orm  einer  bestimmten  Gruppe 
angehtiren,  auch  wieder  ei^enthfinilich  gestalien.  Man  konnte  er- 
warten, dass  alle  diejenigen  Different'ialgleichun^pn,  welche  selbst 
In,  ihrer  Form  aiiffallenf!  nberemstimmen,  jedesmal  au' h  nach  einf^r 
und  der*ielhen  Ki-ui  I  s'\ch  integriren  Inssen.  Dies  trifft  aber  oft 
genug  nicht  zu.  J>enn  wi^nn  auch  alle  diejenii^en  Differentialglei- 
chungen, uelcheii  ein  und  dieselbe  Intesralforni  zum  Eirunde  liegt. 
Jedenfalls  gemeinsame  Eigenschaften  besitzen,  so  treten  <Iieselben 
doch  nicht  immer  deutli<:h  hervor,  und  werden  oftmals  durch  an- 
dere unwesentliche  Momente  so  sehr  zuriickf^edräni^t,  dass  nur  eine 
genaue  auf  Rechnung  gegründete  Untersuchung  dieselben  erkennen 
Hsst.  Dieee  Bemerkungen  mögen  nun  hinreichend  darthun,  dasn 
die  Natur  der«  Integralform  den  nächsten  Einluss  erhSit  bei  der 
Trennung  des  ganzen  Gebiets  In  einzelne  Hir  sieb  abgeschlossene 
Tbeile. 

Das  aligeiiteioe  Integral  der  partielleo  Differentialgleichung 

worin  ZYXW  bestimmte  Funktionen  der  n-f-l  VerSnderiichen 
z3f«io...  sind,  hat  jedesmal  die  Form  ^(aj7y...)  we  ^  eine 
willkuhrliche  Funktion,  aßy...  aber  bestimmte  Funktionen  der  Vet- 
änderlicbep  «Ind.  Allein  die  Bestimmung  der  ii  Funktionen  o/?/.*. 
hat  mancherlei  Schwierigkeiten,  da  es  nicht  mnglich  ist,  dieselben 
durch  eine  bestimmt  vorgeschriebene  und  allgemein  gültige  £nt« 
Wicklung  zu  erzielen.  Alles,  was  hier  erreicht  werden  kann,  gilt 
immer  nur  fär  gewisse  Formen  der  Funktionen  Z  YXW..,  oder 
für  gewisse  Beziehungen»  welche  diese  Funktionen  unter  einander 
eingeben. 
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Lagrange  hat  zuerst  ii^ezeigt  (in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  1779),  das»  die  w  Gleichungen  «  =  a, 
ßz:=:b,  y  =  c...,  «eiche  als  besondere  Integrale  jener  partiellen 
Differentialgleichung  Genüge  leisten,  wenn  o,  b,  c...  uiilkühr- 
liehe  Bestandige  vorstellen,  gleichbedeutend  sind  mit  donjenigen 
Gleichungen,  uoraus  man  die  n  Veränderlichen  yxio.,.  als  Funk- 
tian(;n  von  i  zu  bestimmen  bat,  damit  mau  dadurch  die  n  Diffe* 
reotialgleicliungea : 

o.  s.w.  befriedige.  Da  nun  aber  die  vorliegenden  Differential- 
gleichungen durch  die  Elimination  von  irgend  n  —  1  abhängigen 
Veränderlichen  auf  eine  Differentialgleichung  der  7ztcn  Ordnung 
mit  nur  zwri  Veränderlichen  fuhren,  mg  war  nian  der  iMciimng, 
das«!  durch  (h  n  von  Lag  ränge  entdeckten  Zuü^amnuMihang  zwi- 
schen den  n  Funktionen  aßy..,,  der  partiellen  Differentialgleichung 
und  dem  Integral  jenes  Systems  v(»u  Diffci nitialgieicbungeu  die 
Integration  der  partiellen  ÜiffereutialgU  li  I^uhl,'  geleistet  pei.  Die 

Beiütimmung  der  Funktionen  aßy  ,  sagte  man,  soi  nun  auf  die 

Integration  einer  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  VeräiiderlictK^n 
zurückgeführt,  und  die  Kedulition  auf  eine  Differentialgleiibung 
mit  ueniger  Veränderlichen  sei  doch  in  allen  Fällen  dasjeoige 
Ziel,  woruach  man  streben  müsse. 

An«!n  das  von  Lagrange  gegebene  Intcgratinnsterfaliren 
terlor  bald  diesen  glünsenden  Schein,  da  man  sich  überzeugte» 
wenn  et»  aof  die  irirfclicbe  Integration  einer  partiellen  Üifferea* 
tialgleichung  ankomme,  dass  man  dadurch  nicht  gefördert  werde. 
Doch  darf  man  nicht  glauben»  dass  desshalb  der  Gruodstti 
angefochten  werden  könne,  wornach  das  Problem  der  Integra* 
tion  seiner  Losung  näher  gebracht  ist ,  nachdem  ee  gelungen, 
die  Anzahl  der  in  der  gesuchten  Funktion  vorkommenden  Ve^ 
änderlichen  zu  vermindern.  Das  Irrige  einer  solchen  IVleinung 
»teilt  sich  heraus,  wenn  man  die  Integration  einer  Differential-  . 
gleichung  der  7itcn  Ordnung  mit  nur  swei  Veränderlichen  näher 
ins  Auge  fasst.  Man  weiss,  dass  diese  Integration  durch  die  Be- 
stimmung der  n  ersten  Integrale  zu  Stande  kommt,  oder  der  n  | 
verschiedenen  Differentialgleichungen  der  n— Isten  Ordnung,  welche 
durch  Differentiation  auf  die  vorliegende  Differentialgleichung  ot- 
rückfuhren.  iMan  weiss  auch,  dass  die  linearen  Differentialsflei- 
chungen  bis  dahin  die  einzige  Ausnahme  machen,  vro  man  noch 
auf  einem  anderen  VVcir  zum  Ziel  kommt,  indem  man  unmittelbar 

die  endliche  Gleichung  mit  ihren  n  wiilkiibriicheo  Beständigen  j 
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d^ransMien  im  Stande  wt  Das  erste  Integral  einer  DifferentiaU  ^ 
gleicbung  der. Uten  Ordnung  mit^^ei  Veränderlichen  ist  aber 
selbst  wieder  eioe  Funktion  v*»«  i  + 1 .  Veränderlichen.  Ausser, 
den  beiden  Verlnderliohen  y  und  %  kommen  nämlich  darin  nocb  . 

die  n  - 1  Üiflferentialqaotlenten       ,    ^  ^,„_ri  vor,  Kelefce» 

wenn  auch  unter  sich  in  einer  bestimmten  Abhängiiilcett  stehend, 
he.i  der  Gewinnung  des  ersten  Integrals  aber  die  Rolle  von  un- 
abhängigen Veränderlichen  öbernehmen.  Und  so  überzeugt  man 
»sich  denn,  wenn  man  an  dem  vorhin  a«sge.si»rochenen  Grundsatz 
festhält,  dass  dann  nnrh  kftxn  Grund  vorliegt,  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  der  7/ten  Ordnung  mit  nur  zwei  VerSnderli- 
chen  für  eine  einfachere  Aufgabe  anzusehen,  als  die  Integration 
jener  partiellen  Diflferentialgleichnng  mit  « +  1  Veränderlichen. 
Da  man  al»er  auch  nachweisen  kann,  dass  die  ersten  Integrale 
«*iner  Difft  rentialgleit  hung  der  wten  Ordnung  im  Allgemeinen  nicht 
vnTthellhafter  sich  dartitellen  lassen,  als  auch  jene  Funktionen 

ttßy         und  da  überdies  die  Hcrleitung  der  Differentialgleichung 

«fer  wten  Ordnung  allein  schon  schwierige  Rechnungen  erfordert, 
so  rückt  allerdings  die  Aussicht  sehr  in  die  Ferne,  aus  dem  von 
Lagrange  entdeckten  Zusammenbang  fllr  die  Integration  der  pat- 
fidlen Differentialgleichungen  einen  Vortbeil  su  sieben. 

Wenn  demnach  die  partielle  Differentialgleichung  nicht  auf 
eine  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  mit  nur  zwei  Verän- 
derlichen zurückgeführt  werden  poII,  so  wird  denn  doch  jene 
Leistung  von  Lagrange  stets  von  grosser  Bedeutung  sein.  Man 
wird  sie  richtig  würdigen,  wenn  man  zu  den»  Schlüsse  gelangt,  / 
dass  die  Integration  eines  Systems  von  Differentialgleichungen 
«ler  erst»'ii  Ordnujig  mit  nur  einer  einzigen  unabhängigen  Verän- 
derlichen nicht  von  einer .Differentiiilgleiclamg  hüherer  Ordnung 
mit  nur  zwei  Veränderlichen,  sondern  vielmehr  von  einer  partlellett 
DilTerentialgleichnng  der  ersten  Ordnung  abhängen  soll,  weil  man 
tio  durch  einen  geringeren  Anftvand  von  Rechnung  zum  Ziel  kommt 
Man. hat  nu^  dann  einen  Grund;  den  ersteren  Weg  einzuschlagen, 
wenn  derselbe  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  fuhrt,  da  bier 
das  Integrationsverfahren  sogtelcb  die  niid liebe  Gleichung  liefert, 
also  die  abbäogige  VerNnderliche  unmittelbar  als  Funktion  der 
einzigen  noch  Qbrigen  unabhängigen  VernndeHicben  dargetttellt  wird. 

Ks  war  eine  grosse  Atilmunterung  dir  iirn  li.  z  i  erfahren,  das« 
sich  t  tir  diese  von  der  geu  rdmÜi  hen  so  sehr  al>u  eichenden  IJc' 
trachtuugsweise  ^chon  früher  eine  Autorität  ausgesprochen  hat 
|>ie  Untersuchunüen  vuii  Jacobi  ühor  die  Integration  der  par- 
tiellen Differentiul^ieichungcn,  uckhe  in  beint-r  .^bliaiidiung:  ^,Di- 
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IjBcirlationes  de  aequationum  dilt.  vuIü;.  systematis  e«*' 
rumque  coimexipiie  a. «.  w.**  in  dem  23s ten  Band  des« 
Crelle.'scben  JonrnaU  niedergelegt  sind,  geben  von  dMhael^ 
ben  Gcflanken  aiuy  dasa  die  FotiMIoiimi  aßy,,..^  wonuw  da»  alL' 
gemeine  IoCi^«rai  »isammengeaetst  Ul«  aipa  der  pürH^te»  Diiareit-^, 
ftalgleiebong  seihat  bestimmt  werden  sollen» 

Da  man  nun  aher  z«  dieser  Ueberzeugun^;  sefcomnien  ist,  ao 
etit^iteht  die  Frage,  wie  man  anders  die  Inteffration  der  |>artiel!eii 
Differentialgleiciiuni;  auf  die  Quadratur  zurückführe.  Auf  diese 
Frage  batte  Jacobi  noch  keine  bestimmte  Antwort,  wiewohl  er 
di«  Ansteht  ausspricht,  es  werde  sich  am  Ende  doch  wohl  her** 
Pastellen,  dasa  die  LSsnng  der  Aufgabe  auf  einer  allm&ligen  Ver* 
minderung  der  Veränderlichen  beruhe.  'Um  dies  au  erreicben, 
habe  Ich  swei  ver«iehiedene  Wege  eiugescfiiagen.  Das  einemat 
gelingt  es,  dnrch  Transformation  di«  Anaabi  d^r  VerSnderllchMib 
welche  in  der  gesuchten  Funktion  vorkonrnien,  so  vernündem. 
Die  neuen  Veränderlichen»  welche  hierbei  au  benutzen  sEnd,  er- 
gehen «ich  nach  bestimmten  Regein  ans  den  etwa  bekannten  be» 
sonderen  Integralen  and  besonderen  Auflösungen!  der  partiellen 
Diiferentialgleichung.  Wo  man  aber  so  nicht  sum  Ziel  kommt, 
da  gelingt  es  oftmals,  die  partielle  DiSerentialgleifThnng  in  mehre 
andere  zu  zerlegen,  von  denen  jede  fQr  sich  weniger  Veränder- 
liche einschliefst,  als  die  ursprüngliche.  Die  weitere  Lösung 
der  Aufgahe  besteht  dann  darin,  die  allgemeinste  Funktion  ansa- 
geben,  welche  gleichzeitig  den  Terschiedenen  partiellen  Dlffereo- 
tialgleicbungen  Genüge  leistet«.  . 

Ich  habe  en  filr  ntithig  ernchtet^  den  bis  dahin  bespreeheneii 
Gegenwand  in  seinen  Einzelnheiten  hervorzuheben  t  während  leb 
andere  Ergebtiieae  mdner  Untersuchungen  in  diesem  Vorwort  nnr 
mehr  andeuten  wollte.  Denn  die  bis  dahin^mitgetheilten  Resul- 
tate diene»  allen  übrigen  Untersuchungen  zur  Grundlage.  Indem 
ich  überall  den  noch  so  wenig  verfolgten  Gedanken  festhielt,  die 
Funktionen,  welche  einer  partiellen  Differentialgleichung  Genüge 
leisten», asK dieser  Gleichung  selbst  abanleiten,  ist  mir  die  Freude 
geworden,  immer  mehr  zu  erkennen,  dass  ein  weitreichetides 
Hilfsmittel  dem  Rechner  hieraus  erwachse.  Denn  dieser  einzige 
Gedanke  beherrscht  mit  T-ieichtigkelt  ein  weites  Feld  von  Unter- 
suchungen .  weiche  vorher  lästi'jen  Schwierigkeiten  unterworfeo 
waren:  (U'tn selben  Gedanken  tügen  sich  viilllii  auch  solche  Ün- 
tersurhiingen ,  auf  welche  meines  .Wissens  vorher  INlemand  mit 
Erfolg  eingegangen  war. 

Was  zunächst  noch  die  Integration  eines  Systenmi  von  DÜe» 
reotifdgleicbungen  betrifft,  so  Msst  sieb  leicht  dasjenige;  was  verbiß 
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von  dem  System  von  Differentialgleichungen  der  ernten  Ordnung 
mit  nur  einer  einzigen  uliabhän<;i<;en  Veränd^rtichen  gesagt  tror- 
den  ist,  auf  ein  System  derartiger  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  auszudehnen.  In  der  That  hat  man,  wenn  beliebig  viele 
Differentialgleichungen  der  Art  vorliegen,  bezflglich  von  der  «, 
Pt  ^ten  u.  8.  \v.  Ordnung,  ein  »ehr  einfache»  Bildun«K^e>;ctü;  tür 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades  mit  \  \  ii  \ p-\-q-\^ Veränderlichen,  deren  In- 
tegration hinreicht,  um  unmittelbar  das  allgemeine  Integral  dk« 
vorliegenden  Systeme  angeben  su  kOnnen. 

Aach  ein  gewisses  System  von  partiellen  Differentialgleichun- 
gen der  ersten  Ordnung,  wodurch  also  die  Abhängigkeit  mehrerer 
Grössen  von  mehr  als  einer  nnahhäri^xiijen  Veränderlichen  ansge- 
drflckt  ist,  Ih'sst  sich  mit  Hilfe  einer  »-inzigen  partiellen  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  integriren.  Hat  mm  ein  derar- 
tiges System  von  n  partiellen  Differentialgleichungen,  worin  m 
unabhängige  VerSnderliche  vorkommen,  ko  findet  sich  eine  partielle 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  in\n  V  eränderlicben, 
auf  deren  Integration  es  hier  ankommt.  r 

Die  alIgMMnste  partielle  Differentialgleichung   der  ersten 
Ordnung  mit  fi*f  1  Veränderliehen  Ist  dargeetellt  dur6h 

wenn  z^z^z»....  die  DIfferentlalqootlenten  etnd.   Daa  eilgemeine  - 
lotegrel  dieser  partiellen  Differentialgleichung  iSest  eich  bekannt- 
ttcli  ohne  Weltetee  aneelireibeii»  wemi  efai  veHetiedigeii  Integral 
Mmnnt  ist  oder  eine  Fanktlen,  welehe  der  partieilce  Düerentiai' 
flelcheng  genffgt»  and  MgMeh  n  «vitllcaMielie  Bcefftndlge  ein* 
seUlesst    Selimi  Euter  hat  in  seinen  „Institut!« nee  eai* 
etili  integralis"  gezeigt,  wie  man  das  allgemeine  Integral 
daraus  ableitet.    Die  Bestimmung  eines  vollständigen  Integrals' 
iet  desshalb  die  eigentiche  Aufgabe  der  Integralrechnung.  Kttr- 
die  partieUe.Difl^entialgleicbung  mit  nur  drei  Verftuderliehen 

bat  dies  Lag  ränge  In  seinen  MVerlesnngen  Aber  f  unktie- 
n'enrecbnnng"  gelebtet  Man  findet  nämlleb  eine  partielle  Dif> 
rerentialgldebnng  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades» 
wenn  es  darauf  ankommt,  die  beiden  Differentialquetienten  ^  und 
X«  XU  bestimmen;  welebe  dem  allgemeinen  Integral  entsprmen. 
Elb  beeevderes  Integral  «  0  In  Verbindung  mit  ^  t«  0»  liefert 
die  beiden  Wertfce  19  und  %m  als  FvekHeneir' der  lM  Veridder- 
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liclien  I,  y  und  x  und  der  willkühi licUcn  Beständige!)  a;  .uo4  di^ 
lattfgratiou  der  voUtftänUijceu  üiffereutialgleicUung 

(Vihrt  dann  auf  ein  valistöMdige»  lotegral  der  partklUu  Uifferei»- 
tiaiglerabuiig    =  0. 

Nach  Lagraiige  hat  man  sich  vielfach  bemtiht,  die  oliige 
Kegel  auf  die  partielle  Differeiieialgleichuiig  mit  w  ^  l  Voränder- 
llchen  au»2odeliiien. '  E»  kommt  hier  darauf  an,  die  «  Differential, 
quotienten  als  Foiiktioneii  der  VcrfinderKch*»!!  und  von  w-  l  "i!|- 
kfihrlicheo  Bestindii^en  därsustellen,  nm  dann  eir.  volUtÜiHUsPii 
Integral  durch  die  Integration  der  voMstftndige»  Differenliulgl«»- 
cbuttg;  ' 

dz  =s  2,^(1  ij  h  tidx  -f  Xwdw  + 

zu  erzielen.    A Hein  man  ist  damit  nicht  zu  Knde  <jekommen.  VnA 
doch^laMen  ^icU  ohne  Anstand  n  —  \  |>artielle  |)iflprei>ti;»liil*^icli.m 
gen  der  ersf.n  Ordnuns;  und  des   ersten   ilnulcs  anschreihttn, 
M eiche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  jede  der  »-1  endlkberi 
Gleichnngen 

n.  a.  w.,  woraus  die  Differentialqootlenteii  In  der  an  {gegebenen 
Weise  sich  berechnen,  denselben  gleichzeitig  «eniijre  leislet. 

toi«  Integration  der  aWgeaieinen  partiellen  Differentiali^^e^dlOll^ 
^=sQ  ist  »war  schon  tätige  von  Pfatf  gegeben  (in  den  Abhaiid- 
lungen  der  Berliner  Akademie  181-1  und  Allein 
Pfaff-verlXsst  das  von  Lagranjje  Kir  drei  Veränderliche  eiiijie« 
Mshlagtlte  Verfahren,  in  der  Meinung',  dass  diesen»  (Vir  mehr  als 
dMi  Veränderliche  unübersteiplicbe  Hindernisse  entiregenstehen. 
Uie  Pfafl'sche  Methode  iioiit  von  einem  andern  Gesichts|uuikte 
and  lutnicbtet  die  v^wliegende  Aiifuaim  als  speziellen  Fall 
«ifier  viel  allgenieinerco,  nämiicb  der  Integration  ilut  voiisländi- 
d^w  Difiereatialgi«i«hungi  , 

worin  ZfifT.-.-^iW»....  irgend  Funlttionen  der  2«  Vcrönder- 
JichiBU  z«ftt....iym  sind.  Es  mlrd  g  z  igt,  dass  sich  jede^nal 
ein  Integral  findeti  bestehend  ans  n  endlichen  (ileicbungen,  irori» 
ieben  so  viel«  WilHiührliche  Beständige  vorkomnu^n.  -  Zn  diesen 
n  eWohttngen  gelangt  Pfaff,  indem  er  w  verschiedene  System 
van  Nlüglieb  2»— !•  ^—3. ...3,  l  Uiirerentislgleicbnng^n  der 
•f^gn  Onbang  mit  «liiÄr  -eiosigen  unabliiuigigs»  »wderii- 
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eben  integrirt.   Man  sieht  ein»  das»  4ia  volUlftiidige  Di4^«re¥tial- 
gleicbung 

worin  an  die  Stelle  von  2,/  der  ans  0  berechnete  Werth  ein- 
gesetzt norden;  ein  spezieller  Fall  der  von  Pfaff  gelßjäten  AuT- 
gahe  ist,  da  hier  die  i  oellsiiienten  .Y^ ,  Wi , ....  verschwinden.  Die 
n  endlichen  Gleichungen  lühren  aber  durch  die  Eliniination  (Ur 
«— 1  Differentialquotienten  2,1«,...,  auf  paw  v(  lUtändiges  Inteyral, 
leb  habe  von  der  Pfaff  «eben  Methode  ketihtui!*««  erhalten,  nach-  ' 
dtem  ich  selbst  schon  auf  dem  von  Lagrauge  angebahnten  Weg 
warn  Ziel  gekommeo  war.  Wiewohl  nun  der  iwischen  den  hc  iden 
Methoden  bestehende  Zusammenhang  nicht  schwer  zu  flbersehen 
ist,  da  es  nahe  liegt,  die  Pfaff 'sehen  Systeme  ans  den  von  mir 
aufeestellten  partiellen  Differentialgleichnngen  abzuleiten,  ho  Iju^t 
sich  doch  Mancherlei  zu  Gunsten  der  letzteren  Methode  annihren. 
Mcht  alljein  ist  hier  der  leitende  Gedanke  der  Natur  der  Aufgabe 
mehr  angemessen,  so  dass  man  sq  einer  schnelleren  uftd  doch 
tieferen  Einsicht  in  das  eigentliche  Problem  gelangt;  die  Vorkoro-' 
nienden  Rechnungen  lassen  ancb  sehr  hemerfcenswerthe  Verein* 
fachungen  zu,  welche  der  Pf  äff 'sehen  Methode  fremd  sind. 

Was  Jacobi  gestehen  hat,  um  die  Pfaff  sehe  Methode  ab*  ' 
aukfirzen,  erleidet  keine  Aendcrung,  wenn  man  die  andere  Me-  y  t 
thode  gebrnucht.    «1  a e oli t  zeigt  n&mlich  (io  dem  C r e II e ' s f •  h e n 
Journal  Band  17.) >  dass  man  ein  TollstSndiges  Integral  «>cliou 
aus  jenem  ersten  Systeme  von  2«— 1  Ulfferentialgleiebungen  ab- 
leiten kann»  so  dass  also  die  Gbrigen  «1  — I  Systeme,  von  denen 
Pfaff  Gebrauch  macht,  entbehrlich  sind.   Jenes  erste  System 
ist  aber  mit  der  ersten  von  jenen  n-^l  partieHe»  i>}irerentialgiei* 
chung^n  gleichbedeulcflid,  deren  man  sich  auf  dem  andern  Weg 
zu  bedienen  hat.   Wenn  man  geneigt  ist,  diesen  von  Jacobi  ge* 
gebenen  AufschhisA  als  einen  bedeutenden  Fortschritt  in  d^  'In* 
tegration  der  partiellen  Differentialgleichungen  ansosehen,  so  kann 
Ich  nicht  umbin,  hier  eine  andere  Ansicht  auszusprechen,  da  ich  / 
mich  überzeugt  habe,  dass  das  von  Jacobi  eingeschlagene  Ter-  I 
lahren  grosse  Hindernisse  der  Integration  entgegenfteill,  welche 
8on$t  nicht  vorhanden  sind.    leb  glaube  auch  dem  Leser  ohne 
viel  Aufwand  von  Rechnung  diese  Ueberzeugung  verschaffen  zu 
ItHnnen;  doch  will  ich  mir  dahoi  erlauben,  nur  heispieiv^'eiae  die 
parUelle  Differeutiaii^eicbuiig  mit  vier  Veräuderlicben 

betraftbteo»   
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Bezeichnet  man  das  votlstäiidice  Intetrral  Her  partiellen  Diffe- 
rentialgleichune  t/;  —  ()  durch  y^rp,  wo  cp  eine  vvillkiihriiche  f^e- 
9tnndige  ist,  y  ahei  eine  be.sliniinte  Ftinktioti  der  vier  Verfunier- 
lichen  iy.rw....  und  von  zwei  urHltrn  w illkulii liciien  Beständigen 
o  und  ß  f  8o  lässt  matt  liek.uinllich  die  Grösse  qp  in  eine  willkOhr- 
liche  Funktion  von  a  und  ß  ubergehen,  a  und  ß  aber  «:elbi»t  in 
eine  bestininite  Abhängigkeit  treten  zu  den  Veränderiicheit  z^fxw, 
iodw  man  4»  drei  Gleichungen: 

«oecbreUit»  um  das  allgenieiner  Integral  der  |ftartiellea  Diffprential- 
gleichoDg  ^^  =  0  darmteilen.  Darana  erfteben  «ich  nnn  unzahlig 
Tiele  besondere  .Integrale,  wenn  man  die  willkfihrliche  Funktion 
^(«^  irgendvrie  tspezialicirt,  und  dann  die  Elimination  von  er  und 
f  vornimmt  Bleiben  bei  dieser  8|>esialisiruttg  drei  willkübriiche 
Beständige  in  ^aß) ' zurück,  so  gelangt  man  auf  dem  antuen«  i>p- 
nen  Wege  zu  einem  volstündtgen  Integral.  Die»  mustite  ich 
vorau.s<(chicken,  um  an  den  Zusammenhang  zu  erinnern,  welcher 
zwischen  den  vollständigen  Integralen  und  dem  allgemeinen  Inte- 
gral besteht.  Jacobi  integrirt,  un»  ein  vollstätidlp;es  Integral  zu 
erhalten,  jenes  erste  wSystcfn  von  2«  —  1  Differentiulglcichtnigen. 
Das  Integral  sei  hier  ausgedrückt  durch  die  lünf  (irleicbungcu :  * 

o^ss«,  A  =  6,  yi«c,  ^=<f,  «t=e, 

worin  «, ,  /?| ,  ....  hestinuiite  Funktionen  der  Veränrierlichen  2//jno 
und  dff  DifferentialqiiotIrf)teri  zyZx^w  sind,  aber  wilikühr« 

liehe  Beständige.    Aus  der  iNatur  der  Aufgabe  schliesst  man,  dass 

dv  tly 

die  fünf  Grossen     ß'  allgemeinen  Integrals  abi 

bestiininto  Funktionen  von  «i ,  ßi ,  —  sich  darstellen.  Da  niiiri 
aber  von  diesen  fiinf  Grössen  je  zwei  zwischen  den  drei  Gleichun- 
gen I.  eliminiren  kann,  so  ist  <las  alli^enicine  Integral  anch  durch 
die  drei  folgenden  Gleichungen  ausgedrückt: 

.  II-      yi^«i(«iA)t  *i "  <p*(«i/?i)>  hr^vtMi)» 

vrorin  aber  die  drei  Fonicflonen ,  93  in  einer  bestimmten 
Abhängigkeit  zu  einailder  stehen.  Ei  hat  keine  Sehwierigkeit, 
diese  FunlLtionen  hi  derjenigen  Gestalt  anzugeben,  welche  ihnen 
zukommt,' sobald  man  die  Funktion  ip  der  Gleichung  y=  ffittß)  in 
einer  eigenthfimÜdie«' Welse  fl^pezlallsirt.  Liest  man  nSmllch  diese 
Gleichung  in  eine  fdentische  übergehen ,  fiachdem  man  die  In  y 
vorkommendenVerKnderlfdien  xfstw  durch  w'dlkfihiiiehe  Bestandige 
ersetzt  hat,  sb  ftrtrteftt  sieh,  dass  aeeb  die  beide»  GleieliiMigeiti: 
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erdtf  nmi  %meUer  9rämm*  Ibl 

da^  dit  dß-  dß 

ki»iifi«tcti  sind,  sobald  man  jene  BestSndigen  aii  die  StclNe  def 
teriißderliclien  einsetzt.  Aiich  die  ans  diesen  drei  Gleldiiingeft 
abgeleiteten  Gleicliungen  II.  werden  dann  identisch  sein.  Es 
ktmmt  also  darauf  an»  die  Funktionen  ^i,  9«»  9t  so  anaugeben, 
dass  mair  identisclie  Gleichungen  vor  sich  hat,  nachdem  man  an 
die  Stelle  der  Ver&nderlicben  xyxw  willkflhrliehe  Bestindige  elil- 
geseilt  hat.  In  dieser  Absicht  ersetae  man  die  drei  Diierential« 
quotienten  x^z»x»  In  y,  d^  <i  durch  die  fbeiden  Funktionen  «|  und 
^1 ,  indem  man  mit  Hilfe  der  drei  -Gleichungen : 

^=0,   a|=a>  ft=* 

dieve  Blfferentlalquotienten  eiiminirt,  und  nach  Vollzogener  Efimi^ 
■ades  wiedei:  «1  und  ßt  an  die  Stelle  von  a  und  A  bringt.  Sehreibt 
aian  die  so  entstehenden  Gleichungen  in  der  Form: 

MO  ^h^  i^i^^'n  '><'l«^^niite  Funktionen  sind,  so  hat  man  offenbar  die 
Ftmkfioiie»!  q.\rp2^h  der  verlangten  Weise  bestimmt^  wenn  man 
eich  der  drei  Gieicbungeu: 

bedient.  Von  denvier  wlllkflhrlicheii  Beständigen  rcic.^r^  kann 
noch  eine  gestrichen  werden,  und  die  EHminatinn  von  und  ßi  führt 
meinem  vollstindtgen  Integral.  Diesen  IV e^  abo  bat  Jacobi 
dogeichlagen« 

Man  muss  gugebeo»  dass  das  voHstftndige  integral»  welehee 
meh  der  Jacphi*schen  Regel  gebildet  worden  Ist«  eine  schurler 
lige  Form  hallen  hann,  während  man  doch  im  Staude  ist,  vollst&ii- 
dige  Integrale  in  einfacher  Form  darzustellen»  W.enn  es  freistel^^ 
Jene  Funktion  <p  irgend  anders  wie  au  bestispmen  als  es  jene  Re- 
gel verhingt.  Bei  der  Darstellung  des  .allg^memeo  Integrals  wird 
man  eher  aus  der  wMäbtigen  Menge. .volM&a.diger. Integrale  den^ 
jeoigen  den  Voravg  liehen,  welche«  iNMl  ^  ebp^bste  Funktion 
«utgedrfiicfct  ist^*  UieapiaaduKch^  wird,      ,!^!lf4|yc||  des  allgemel; 
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nen  Integrals  möglichst  erleichtert.  Nun  lässt  sich  zwar  einwen- 
den, (i,if48  ja  das  allgemeine  Integral,  wie  man  auch  immer  daxu 
gelangt  sein  mag,  alle  möglichen  vollstJiniligen  Integrale  umfasse. 
Wen»  man  aher  bedenkt,  das«  sich  keine  Reg*"l  gehen  lässt, 
wornach  man  ans  dem  allgemeinen  Integral  ein  niui»iii  list  einfache» 
valUtäudiges  lMte«iral  ableitet;  wenn  man  bedenkt,  das»  jene  Eli- 
niinatinnen,  welche  nach  Jacohi  zu  einem  volUtändigen  Integral 
ilSbren,  allein  schon  h  ei tlätifige  Rechnungen  veranlassen,  oder  auch 
gar  nicht  niehr  durchgeführt  werden  können,  so  überzeugt  man 
(sich,  da88  die  ubr^en  Systeme  von  Differcutialgleicbungen,  worauf 
Jä.cobi  keine  Rficknicht  nehmen  will»  gerade  das  geeignetste 
Mittel  sind^  uiBi  ans  dem  lnteg;ral  des  ersten  Systems  ein  vollstän- 
diges Integral  in  vertheilhafteFForm  dannsteilen.  Denn  wenn  man 
gleiekseitig  auch  die  fibrigen  Systeme  gebrattcht,  so  hat  man  volle 
Fffeibeit  in  der  Wahl  der  Panlction  9,  so  dass  man  damittelbar 
au  allen  mSgticben  vollständigen  Integralen  gelangen  kann.  Wenn 
man  nun  aber  jenen  andern  von  Lagrange  angehahnten  Weg 
verfolgt y  so.  verdankt  taan  eben  dieser  Freiheit  in  der  Wahl  der 
Funktion  ip  nach  einer  andern  Seite  hin  noch  weitere  Vereinfa- 
chnngen  der  Rechnung,  welche  ndt  der  Praffschen  Metbode  un- 
vereinbar sind ,  da  man  dort  bei  der  wirklichen  Bestimmung  dee 
Vollständigen  Integrals  die  Integration  der  verschiedenen  Systeme 
meist  nur  tbeil weise  durcbsiufilhren  braaeht»  was  die  Pfaff'eche 
fiiethede  niemals  gestaltet 

Was  nun  die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord« 
nun*?  betrifft,  so  denkt  man  sich  das  allgemeine  Integral  als  eine 
emliiehe  Gleichung,  welche  zvAei  von  einander  ufiabh;in(»iue  will- 
liührliche  Funktionen  einseliliosst.  Jede  dieser  Funktionen  ist 
willknbrlirh  nach  einer  einzigen  veräiiderlichen  Grösse,  w<»nn  die 
parfit  lh'  Differentialgleichung  nur  drei  Veränderliche  hat.  Im  All- 
gemeinen, wenn  «  1  Veränderliche  vorkommen,  enthält  jede  der 
beiden  \v  illkühiiiche«  Fu«kti«»nen  ii — 1  veränderliche  i^rüssen.  Es 
ist  7.\%ar  noch  nicht  gelungen  itacbziiu eisen,  dasA  sieb  für  jede 
partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  eine  endliche 
Gleichung  der  Art  findet^  uivd  e»  mochte  nicht  einmal  leicht  sein, 
sich  allgemein  au  fbets^ugen ,  dass,  wenn  eine  solche  endliche 
dleicbang  besteht.  Alles  dasjenige  daraas  abgeleitet  werden  kann, 
was  der  Differentialgleichung  überhaupt  genügt;  allein  leb  glaabe, 
dass  man  dies  Kriterium  fbr  die  Allgemeinheit  der  Integralform  ' 
denliocb  festhalten  soll,  so  lange  wenigstens  als  man  nicht  ha 
Stande  ist,  wenn  auch  nur  an  speaietlea  Beispielen  den  Beweis 
fitlr  dessen  Unsuiänglicbkeit  beikabringen«  leb  habe  desabatb  aoefc 
geglaubt,  dte  Darateltong  tiner  endlleheA  Gletehniig  mit  swti  der- 


•  '    emer  und  xwüttr  Ordnung,  1^ 

«rtigMT  frÜNdthilfelken  TttnkHoneii  ftl«.  das  Ziel  mefner  UotersiH 
Übungen  ii»  4)es«ni  ThelMer  Jotegralrechfiilflg  betrachten  sudtttfeii. 

Bei  der  Bestimniut»g  des  allgenieinen  Intesfrals  zerfallen  die 
partiellen   Differeutialgleichungen  der  zutiiteri  Ordnung  zunächs;t 
in  y.«ei  Klasserj ,  je  nachdem  dieselben  ei»  erstes  Integral  be- 
«itzen  oder  nicht.    Wenn  ein  erstes  Integral  vorhanden  ist,  oder 
wenn  die  partielle  Differentialgleiehuni;  der  zweiten  Ordnufjg  aul 
eine  von  der  ersten  ÜMlruin«?  zuröckinhrt  von  >;olcfier  Allgemein- 
heit,  das8  man  durch  die  zweite  Integration  /u  einer  endlichen 
Gleichung  gelangt,  welche  die  obigen  Anforderungen  leistet,  so 
kann  dassellie  zunachjst  in  der  Form  (jD(a/!?/. . ..)  =  0  vorausgesetzt 
wjjrden,  worin  qo  eine  willkfihrliche  Funktion,  ußy..,.  aber  bestimmte 
Funktionen    der   \  eraiidcrliclien    und    der  Differentialquotienten 
«jrti^er  Ordnueg  sind.     Die  Anzahl   diet;er  Funktionen  ist  danu 
invmer  um  die  Einheit  kleiner  als  die  der  Veränderlichen.  Die- 
selben müssen  so  bestimmt  werden ,  dass  jede  ?on  ihnen  gleich- 
zeitig iit<;hreren  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord- 
nung i|nd  des  ersten  Grades  genügt    Allein  diejenigen  l^lilJe^  in 
welchen  ein  solches  Integral  zu  Stande  kommt,  vereiHzeln  eicb 
schnelJ,  «renn  die  Ansabl  der  Veiünderlicben  zunimmt« '  In  der 
fint  hat  man  bei  drei  Verinderlleh^n  nur  zwei  aoleher  parttetlen 
Differentialgleichungen;  wen»  aber ' n -|- 1  Veriiidtrliebe  verlcem» 

men,  «o  giebt  e«  deren  ■        ■  f  h    Oa#  ewte  Integral  kann 

flbHgens  49cb  nncb  ander«  beocbafen  «ei«.  Die  allgemeinste  Form^ 
{n  welcher  daeeelbe  auftritt,  ist  in  ganz  lihnlielier  Weise  gebildet 
«ri^  daK  allgemeine  Litcural  einer  partiellen  Differentialgleichung 
der  eisten  Ordnung  von  höherem  <lrade.  Für  drei  VerSnderllcbe 
t.  B.  hat  man  die  Form  ß  =  q)(a)  wo  «p  eine  willkflbrliche  Funktion» 
f  aber  eine  bestimmte  Fnaktion  der  drei  VetftnderlicbeQ,  der  bei* 
den  Differentialquotienten  erster'  Ordnung  und  der  Grosee  «  ist» 

dß 

welche  selbst  aus  der  Cüelchiing  ^^9>'{i»)  borecboet  wird.  Zur 

BestiMiKvng  der  Funktion  ß ,  bat  man  ancb  hier  wieder  pariticUe 
DifferetktMilgleicbungeiD  der  ersten.  Ordnung  und  des  ersten  IsradefL 

Grössere  Schwierigkeiten  >feli(  n  dor  Integration  partieller 
üifferentiälirleichntisen  der  zweiten  Ordnung  entgegen,  wenn  es 
kein  erstes  Integral  cieht.  Monire  und  I.e<;eridre  haben  ge- 
zeigt, wie  man  für  gewisse  Fälle  das  allgemeine  Integral  darstellt. 
Man  kann  darüber  nachlesen  in  Lacroix,  Tom  II.  p.  622— 632. 
Die  oben  ani^egebenen  Hilfsmittel  haben  mich  in  den  Stand  £?c- 
setzt,  fliese  1^* esultrite  wesentlich  zu  t^rw  eitern,  und  auf  die  allge- 
meinste partielle  Differentialgieithurtg  der  zweiten  Ordnung  aus*' 
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2u(!ohi)eii.  Wenn  ich  dasjenige  abrechne.  Hau  man  über  die 
Inte^^ration  der  linearen  nifTerenlialgleichungen  weiss,  so  beruht 
Alles,  %va8  sieh  bis  dabin  erreichen  läaat«  auf  der  Daratellung  d«i 
volUtändigeo  Differentialgleicbuog  • 

«der  auch  der  voUatäodigeo  Diierentialgteicbttog  der  aweitea  Ord- 
nung '  * 

Um  aber  die  Differentialquotienteu  der  ersten  Ordnung  als  Fuuii- 
tionen  der  Veränderlichen  oder  auch  die  Differentialquotieolei 
der  zweiten  Ordnung  als  Funktionen  der  Veränderlichen  und  der 
Differentialquattenten  der  ersten  Ordnung  darzustellen,  bat  man 
andere  partielle  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  her» 
zustellen:  und  der  Erfolg  des  hier  angedeuteten  Verrahrens  ist 
davon  abhängig,  dass  es  gelingt,  die  neue  partielle  Differential« 
gleichung  der  zweiten  Ordnung  durch  die  bekannten  BUfsoiittel 
zu  integriren. 

Witt  die  Intcgratioii  der  TolktlndigeD  DÜsmlialglalcliMg  dff 
mte«  Ordaimg  mit  «-l-l  VeriadeHiclieii: 

¥M  d«r  Bestlnmung  ein«  FuiiktiMi  ahhlngt,  weicJie  g>eiehieillg 
die-  n  DiffercnliaigleiehoDgMi  der  eralaii  Ordeviigs 

hefriedfgt,  ebenao  lührt  auch  die  lategnliaD  dkr  Tellelittdigfa  W 
fmatia^^^^ui^g  sweiCer  Ordnung 

ZdH-^Yd^^'^^Vd^dX'^Xd»'^'^....^i^ 

uhirln  ZFJTF....  hebllromte^ Fuoktioaeii  der  Vergnderiiehcn  aai 
der  OilereiitlalquotieDten  eniter  Ordnung  alad,  auf  die  Bestim* 
mang  derjenigen  Funktion»  welche  gleichseitig  mehreren  partlel- 
len  Differentiaigletchungen  der  aireiten  Ordnung  Genflge  lebttt. 
Man  hat  nämlich  hier  die  Differentialgleichungen :; 


ao  daaa  alao.  jeder  «inaelna  Differentlalqnotient  der  aweiten  M- 
niiag  ala  fateatinMnte  FnnlKtiao  der  Veriindedlaheii  und  dar  Difi: 
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^DHafqaolSentön  eifsf^  'Ördnung  vorliegt  ^  Aber  äiicli  dteee  Auf« 
gäbe  bt'vdli der' Besftmmang  derjenigen  Punktion  kb&ängig,  vr<^ldie  ' 
|(«icbzeitlg  mehreren  partiellen'  Differentialgleicbungen '  der  ersteb 
Ordnnng  und  den  ernten  Graden  entspricht  Wenn  dte  Ansabl 
der  VerSnderlichen  wieder  ji  -|- 1  iet^  so  liegen  n  derartige  par- 
tiflle  Differentialgleichungen  vor. 

Wenn  diejenige  Funktion  verlangt  wird,  wefchr  ^Icirlizeitig 

nielireren  partiellen  Dltferentialgleichimgen  der  zweiten  Ordnung- 

entspricht,  fiir  \\e!rhe  kein  erstes  Inteirral  li»*sleht,  wenn  ;thrr  die 

Anzahl  dieser  Diflerentialgleichnn'jen  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der 

nifferentiahjtiotieiiten  zweiter  Ordnung,  so  ist  die  Aufgabe  «ieht 

^vesendirh  schwieriger.    Man  gelangt   hier  wieder  zu  partiellen 

Differeiitialiileichnngerf  der  ersten  Orilniing  und  des  ersten  (Grades, 

indem  man   die   fehlenden   partiellen   T)ifferentialgleichungeii  der 

zweiten  Ordnung  aufsurhf.  welrhe  zur  Uarstelinng  der  vollständig 

geo  Üiff^eutialgleicbung  der  zweiten  Ordnung  erforderlich  sind. 

>  » 

Wenn  ich  in  diesem  Vorwort  eine  gedrängtere  Uebersicht 
Aber  die  Beschaffenheit  meiner  Resultate  gegeben  habe  und  über 
(Ks  Art  und  Weise,  wie  ieh  dasfi  gelangt»  bin^  wenn  ich  darin  einb 
VstgbNohnii^.  wSä  den  bis  debin  bekannte»  UnteibiidMmgeii'an* 
«toUen  wollte,  so  war  es  deeb  nwbi  Wnnseh,  dnis  meine  Scbfifl 
neb  bei  Anderen  einer  ,  gfinstigen  AvAiabme  sich  erfreuen  fcOnne, 
wslche,  mit  den.  darin  behandelten  GegensfSnden  nicht  vertraut, 
4bi»  f mpwi^ebeikleii  Zellen  wmiiger  verstlndUeb  finden  mtebtnn. 
Ith  dachte  desshalb  in  einem  einleitenden. lAbsebnitts  die  sHgiL 
gemeine  Aufgabe,  welche  in  der  vorliegenden  Abband}üii|(  gelöst 
werden  soll«  nochmals  vorlegen  und  in  thre' Hauptbecstaudth'eile 
ine  einander  setsen  zu  müssen.  Da  ich  bemfibt  war,  die  ver- 
icbiedenartigep  HilfiRmittel,  welche  snr  Losung  fuhren,  in  einep 
organischen  Znsammenhang  au  bf Ingen,  so  glaubte  ich,  dass  die 
folgende  Anordnung  der  hier  vorkommenden  Untecsut-hungen  die 
geeignetste  sei.  Zuriicbst  habe  ieh  diejenige  I*^anktion  lie.'^timmt, 
welche  gleichseitig  niehreren  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  genügt,  von  denen  jede  nur  zv\'«i  Veränderliehe , hat.  In 
eioeni  vr eiteren  Ahschnitte  habe  ieh  die  partielle  Uifferentialglei^ 
cbong  ider  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  Integrirti  und 
iDgleich  das  Verfahren  angegeben,  wodurch  man  su  derjenige» 
Funktion  gelangt,  welche  gleichzeitig  mehreren  solcher  partiellen 
Differentialgleichungen  GenOge  leistet  Oer  nächstfolgende  Ah- 
schnitt  ist  der  Integration  verschiedener  Systeme  von  Differential- 
Gleichungen  gewidmet.  In  dem  fünften  Ahachnitte  findet  sich  die 
Integration  der  partiellen  DifTerentialgleiehung  erster  Ordnung  von 
bfiherpm  Grade.  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  zwei- 
theil XXXIII.  13 
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ten  Ordounj?  zerfallen  in  zwei  natfirllcbe  Gruppen,  j«  nachdem 
<B«  ein  erstes  Integral  giebt  oder  nicht.  Oie^e  Eiotheilung  hat 
denn  zvrei  weitere  ^schnitt«  in  rorii^g;eDden  Abhaadltii]^ 
«ur  Folge. 


IlMtollllllMlIlfb  >  , 

Jed«  Gleichung,  weleke  «ine  Abhängigkeit  ausdruckt  zml- 
sehen  den  Differentialen  zweier  oder  mehrerer  Grus«en,  heiA«t 
Differentialgleichung.  Im  Gegensatz  damit  npricht  man  von  einer 
endlichen  Gleicliung,  wenn  dieselfje  von  Differentialen  frei  ist. 
DiejpTilfjen  Grui$»en»  deren  Differentiale  in  der  Gleichung  vorkom- 
men, lieissen  die  VeränderÜc  lien  ;  dagegen  wird  jede  andere  Grosse 
eine  beständige  genannt.  Die  höchste  Ordnung  der  vorkommen- 
den Differentiale  bestimmt  die  Ordnung  der  Dltferential«fleichunc. 
Demnach  hat  man  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Orfhntng, 
wenn  nur  Differetitiale  der  ersten  Ordnung  vrn  komnien;  die  DU* 
fereiitiali4leichnng  heilst  eine  der  zweiten  Ordnung,  nenn  ««ie 
Differentiale  der  zweiten  Ordnung  entiiält  u.  8.  w.  Der  Grad  der 
Jüferentialgleiehung  richtet  »ich  nach  dem  Exponenten,  vnter 
welebeiii  die*Oiff!eri>ntiale  der  höchsten  Ordnung  stehen.  (Se  heieet 
jlB.  4ie  IHiereofiftlgleichnng  der  zweiieii  OvdDimg  jedesmiil  ein« 
Am^  eraten  find«*,  wenn  ilie  Dlfbreii(t»li»  4<ir  avrciteii  OriMmg 
Mr  linear  ▼orhoinnieo. 

• 

Wenn  mehrere  Differentialgleichungen  vorliegen,  so  entsteht 
vor  Allem  die  Frage,  wie  viele  endliche  Gleichungen  dara»is  her- 
vorgehen Süllen.    Denn  die  Anzahl  dieser  endlichen  Gleichungen 
braucht  nicht  übereinzustimmen  mit  drr  Anzahl  der  Differential- 
gleichungen.   Die  Differentialgleichungen  las-en  sich  dann  jedes- 
mal so  herrichten,  dass  die  Differentiale  ni» dl  anders  als  in  den 
Differentialquotienten  von  eben  so  vielen  \  eranderlichen  vorkom- 
wen  als  endliche  Gleichungen  vorausgesetzt  werden.    Diese  Ver- 
inderliefaen  beiasen  die  abhängigen,  während  alle  übrigen  Verän- 
derlichen die  noabbünglgen  genannt  werden,  weil  die  ersteren 
ale -Funktionen  der  letzteren  aus  den  endlichen  Gleichungen  sich 
berechnen  lassen.  Jede  Differ^ntia^eichung  aber,  deren  Differen- 
tiale nur  in  Uifferentialqnotienten  eine  Stell«  finden,  fielest  partiell. 
Wenn  nur  eine  einsige  unabhängige  Veründerliche  da  ist»  sn  hin« 
sen  sich  die  Differentialgteicbui^en  unmittelbar  so  .anaehreiban^ 
daiss  man  ausser  den  Differenttalqnotienten  keine  Diffsfentiale  nie|ir 
hat.   Man  spricht  aber^Ton  partiellen  Oifer^nttalglficbnngnit  Mi 
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4)ftter8chied  von  »nlchen  UiierentialgleiciiaDgen ,  norin  die  JMftb- 

rentlale  in  anderer  Weise  vorkoramen,  insiiesondere  nur  dann,  weoo 
mehr  al«  eine  un.ibhängige  Veränderliche  v^rrhaiiden  i^t,  da  dann 
die  Umwandlung  in  partieHe  nicht  mehr  so  unmitteibar  8ich  be- 
werkätellii^en  Vässt.  Die  partiellen  I)ifferentialnleicfiun{;cn  aber, 
in  diesem  Sinne  aufgefasHt,  sind  Gegenstand  der  vorlieüenden 
Abh.indlutig.  f>ie  Integralrechnung  stellt  t«ich  die  Aofgabe,  alle 
eiullichen  <Tleichuri!^en  aufzustellen,  welche  den  partieHeii  Drflfere«- 
tial<,le^icljiinL,'efi  (Genüge  leisten,  wenn  man  sich  derselben  bedient, 
um  die  aiilia[i.!;i;;eu  VeräaderUciieii  aus  dieaea  Differeutiaigleicbuii- 
gen  zu  ebniiiiirea« 

'  leb  betrachte  nmScb^t  den  Fall»  «las»  ntir  eine  einüge  |»8^ 
tSeli«  Differentialf^chttDg  vorliegt ,  und  daea  es  aoeb  iior  eine 
eioiige  eodKcbe  Gleccbotig  giebt  Die  Integralrecbnung  komoit 
U  imer  mm  Ziel»  iadeai  sie  die  allgemeinate  endlicbe  Ulelchuikg 
leftinml,  worana  die  Torliegende  partielle  DifferenUalgleicboog 
aliKeleitet  «ceiden  bann.  Dieae  endliche  Gleichung  heisat  daa  all* 
feeMine  Integral  der  partiellen  DifferenthilgWicbong.  Ea  iat  If icbt» 
ikjeaigea  Recbnniigaoperationcn  au  überaehen,  wodnf  ob  man  die 
|iartielle  Differentialgleichung  aua  dem  allgemeinen  Integral  ablei- 
teL ,  Denn  daa  allgemeine  Integnd  acMieaat  gewiaae  vrillbiihrliche 
Gritesen  ein»  frelche  in  der  Differentialgleichung  fehlen.  Man  wird 
iJie  daa  allgemeine  {nteml  denjenigen  Differentiationen  nnter^ 
irerfen»  wodurch  die  in  der  partiellen  Differentialgleichuttg  Ter- 
Iniiunenden  Differentialiiuotienlen  entstehen,  uiu  aua  allen  den 
Gleichungen,  welche  dann  vorliegen»  daa  Willkdbrliche  au  elimi* 
Iben«,  Nachdem  man  zur  Kenntriiss  des  atlgempinen  Integrale 
gelangt  Ist,  hat  man  die  weitere  Aufgabe,  alle  Werthe  der  abhSn* 
gigen  Veränderlichen  dafaua  abauleiten»  welche  die  vorhin  verlangte 
Eigenachaft  besitaen.. 

Wenn  man  eine  endliche  Gleichung  einmal  oder  auch  mehr»> 
mal  nach  einander  differentiirt,  so  werden  alle  Werthe  der  ab- 
hängig gedachten  Veränderlichen,  vrelche  der  eudliehen  Gleichung 
Genüge  leisten,  jedesmal  auch  den  aa  entstehenden  Differential- 
gleicbungen  genügen,  welcher  Faktor  auch  immer  mu  h  der  Diffe- 
reetUltlott  wegfallen  mag.  Wenn  «  =  0  der  endlichen  Gleichung 
genflgt,  so  dasa  diese  in  der  Form  m=0  angeschrieben  wer- 
ilen  bann»  wo  «  irgend  eine  andere  Funktion  der  Veränderlichen 
hl»  wenn  ferner  ydp. die  unabhängigen  Veränderiii  iien  sind» 
erzeigen  sich  jene  Differentialgleichungen  in  der  Form: 

H=0,  (w)*  =  0,  («)i„,«0.  («r),ir==0,  («*)«r  =  0  n. e. w.  , 
Piif  erwähnte  Eigenachaft  der  Fuoktlou  «  iiat  aber  darin  ihren 

1 


186  Weiter:  imeirmtHm  dtr  p»Mlm  IP^FermUül§M€lmn9en 


Grand,  dass  jede  dieser  Uiflereulielgletchui^eii  weoigsteus  eioeti 
der  Qaotientee: 

*y       *9      *yw       fxv  Ssx 

«      «      s       «  s 

# 

eilWcblieMl;  tob  4enen  jeder  fiBr  sich  in  ^  ubergeht,  «ehald  inen 

die  abhängige  Verfinderliche  niitU'ls  =  0  eliminirt.  Auch  jede 
andere  Differentialgleichung,  wcirlie  man  au8  den  vorliegenden 
ableitet,  indem  man  irgend  welche  firösse  daraus  eliuinjirt,  w'nä 
durch  s=:0  erfüllt  sein.  Denn  die  endliche  Gleichung  lässt  sich 
jedesmal  in  einer  solchen  Form  a  —O  anschreiben,  dass  eine  Ton 
den  (irussen,  durch  deren  Elimination  die  partielle  Differential« 
gleichunp;  herbeigeführt  wird»  io  allen  daraus  abgeleiteten  DiffiQ* 
rentialgleichuiigeo 

nicht  mehr  Torkommt.  Man  erreicht  dies  immer  dadurch,  daee 
man  jene  Grosse  aus  der  endlichen  Gleichung  entwickelt,  mag 
dieselbe  nun  eine  wlllkuhrliche  BestSndige  oder  mag  .sie  eine 
willkuhrlicbe  Funktion  sein.  Nachdem  man  die  endliche  Gleichung 
aber  in  der  angegebenen  Weise  ancrpschiiehen  hat,  »o  ist  dieselbe 
hei  der  Darstellung  der  partiellen  Differentialgleichung  entbehrlich 
geworden;  denn  man  bedarf  zur  Elimination  des  \\  iilkuhrürhon 
nur  noch  der  «Inrnns  rih^eleiteten  Dlfferentialiiloichnn^e?).  Daraus 
gchlTPsst  man,  dass  alle  diejenigen  Werthe  der  ahhiingigen  \  er 
find«  ;  [1(  S:en ,  welche  dor  endlichen  <«!eichiinc  ueniigen,  auch  jede 
partielle  Differentiai  jU'irhimg,  wcicfie  irgernl  u  io  darans  abgelei* 
tet  ist,  helrie(iii;en  werden.  Diejenigen  Funktiooeii,  v\ eiche  eine 
partielle  Differentialgleichung  befriedisreri ,  weil  sie  auch  den»  all- 
gemeinen Integral  genügen,  nachdem  man  die  darin  vorkommen' 
den  willkühriichen  (irOSsen  irgend  wie  bestimmt  hat,  werden  be- 
sondere Integrale  genannt. 

Nun  gieht  es  aber  noch  ander«  Funktionen,  welche  zwar  auch 
die  partielle  Differentialgleichung  befriedigen,  nicht  aber  deren  all- 
gemeines Integral,  wie  man  auch  immer  die  willkühriichen  Grossen 
darin  spezialisiren  mag.  ISlan  hat  solche  Fnnktionen  besondere 
Auflösun2;eti  der  partiellen  Differentialgleichtinaen  genannt.  Doch 
tasson  sich  auch  diese  nach  bekannten  Kegeln  aus  dem  allgemei- 
nen Integral  ableiten. 

Ans  der  Gleichung  «i«'<f/?=0,  worin  /Jand  i  irgend  Funk- 
tlonto  der  Verfinderlicfaefl  aind,  m  aber  ein  svrIsebep'Ö  nnd  1 
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Man  fiber^hft  leicht,  dass  allen  diesen  Differentialgleichuugeu 
durch  <  =  0  CSeiiHge  geschieht,  obgleich  die  endliche  Gleichunt; 
dadarch  lUierflitit  bleibt.  Auch  auf  andere  Differentialgleichungen, 
«dehe  dureb  die  EUmiDation  ip-gend  welcher  Grossen  aus  den 
rorliegeoden  eototebeot  wird  diese  Eigenschaft  ühergebep.  Docb 
wms  hierbei  hemerkt  werden,  das«  die  Gleicbttog  «  =  0  suirelleii 
nicht  roehr  genügt,  weno  die  partielle  Differeutialgleiebaog  die 
erate  Ordnung  fibersteigt  Dies  erklärt  eicb  n&mlicb  dvaiie,  daee 
diejeiiigeo  FuiiktiooeDy  welche  mio  für  die  Quotienteii 


w»  de|i  obigen  Differeotialgleichnoge»  entwickelt,  durch  die  An* 
mkm  Ms^O  nicht  ehieii  endlichen  Werth  erhalten,  sondern  'm 
o  abergeben.  E«  laeeen  sieb  dessiialb  DUferentialgleichungen  hd* 
herer  Ordnung  bilden*  deren  Clieder,  nachdem  man  einen  gemein- 
Amen  Nenner  gestrichen  bat,  Rir  i  ==0  zam  Theil  verscbwindeiv 
ram  Theil  aber  endlich  bleiben.  Um  nan  sa  besonderen  Auflo* 
SDDgen  der  partiellen  DIITerentialgleicbung  su  gelangen,  wird  man 
dM  allgemeine  Integral  -  Bunächst  in  jener  Form  «=0  anschreiben« 
<o  dass  dnrch  die  Differentiation  sogleich  eine  der  wUlkfibriicben 
GMen  tveglällt.  Wenn  dann  neben  andern  Toränderlichen  Gliev 
dem  auch  solche  vorkommen»  welche  mit  dem  .  Faktor  Verban- 
des sind,  so  erbSit  man  durch  die  verschiedenen  Gleichungen 
1^0  alle  besondere  Aufl&suogeh.  Wenn  die  partielle  Differen- 
fiaWeichuflg  der  ersten  Ordnung  angehört,  so  genügt  jedesmal 
Sr^O;  wenn  man  aber  eine  partielle  Differentialglelohung  der  swei- 
teo  Ordouqg  hat,  so  bedarf  dies  noch  der  Qestfitignng. 

Wenn  eine  partielle  üifferenfialgleirhnnj^  der  zueiten  Orcinung 
vorliegt,  so  gelangt  man  zu  noch  anderen  hesoiidereii  AnniKsun- 
gen,  u<  |(  von  den  «oehen  aiiri;prinul<M!en  in  »»inen»  wesoullH'lifMi 
FunUe  abweichen.    Die  verschiedenen  Dittere.otiaigleichungen  der 


*  +  «^  +  #— Ar  =  0, 


eröteu,  Ordnung 


tfy  S8  0,     tfx  =  0,  U.  S.  W. 


lassen  sicli  nfimlirh  so  umwandeln,  dass  eben  so  viele  willkühr' 
liebe  Grofjsj'ti  schon  in  den  daraus  abijeleiteten  Differentialglei- 
ehungeu  der  s weiten  Ordnung  .nicht  mehr  vorkommen.    Um  die' 
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partielle  Differentia^eichung  darzoatellen,  reicht  man  dann  immer 
mit  den  letzteron  aut*.  Wenn  nun  aber  die  in  der  ansregebenen 
Wei.se  umgewandelten  niffercntlalG;tp>chuniren  der  ersten  Ordnung 
neben  andern  veränderlichen  (jliedem  auch  «olche  entlialten, 
welche  nüt  dem  Faktor  verbunden  sind,  wo  m  wieder  ein  zwi- 
schen 0  und  1  liegender  Exponent  ist,  so  erhalt  man  durch  diese 
fileiclmii^eii  i=0  offenbar  eine  andere  Klasse  van  besonderen 
Aut  iü8ungen,  da  die.se  den  aus  «  =  0  abgeleiteten  Diilereutialglei- 
chungen  der  ertöten  Ordnung  nicht  genügen. 

Wenn  es  aU  aas^emacht  angenommen  wird,  daaa  man  «IKer 
|iartf eilen  Diflerenflalgleidiung  nur  durch  eoletie  Wertlie  der  ab* 
blngigen  VerSnderliclien  genl^t»  vrelche  anch  die  forhin  ans  dem' 
allgemeinen  Integral  ai^O  abgeleiteten  Olflerentialgleiebnngen 
oder  docb  einige  davon  befriedigen»  nachdem  man  die  wHikfihrltclien 
CirSssen  angemessen  beetlmmt  hat,  so  unterliegt  eo  l^eineni  Zweifel, 
daes  man  auf  dem  angegebenen  Wege  zu  allen  Funktionen 
lang^  welche  der  partiellen  Differentialgleichung  genügen.  Denn 
man  weles,  dass  man  auf  eben  dieeero  Wege  alle  diejenigen  Funk- 
tionen efacbd|ill,  welche  den  aus  «  =  0  abgeleiteten  Differential« 
gleichungen  genügen.  Man  sieht  zugleich  ein,  in  «viefern  die  all- 
gemeine Aufgabe,  H-elche  sich  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  stellt»  als  gelöst  betrachtet  vrerdeo  kann« 
nachdem  man  daa  allgemeine  Integral  bestimmt  bat 

-  Da  man  aus  einer  endlichen  Gleichung  mit  mehr  als  zwei 
,  Ver&ederUchen  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  ab- 
leiten  kanaf  eo  ver»teht  ea  sich»  dass  auch  umgekehrt  mehrere 
partielle  Differentialgleichungen  auf  ein  und  dieselbe  endliche  Glei- 
chung bindeutdn  können.  Bei  der  DarsteHong  aller  derjenigen 
Innktionen»  von  denen  jede  gleichseitig  die  verscbicidenen  par- 
jHdien  Differeivtmiglelchnngen  befüedigt,  kommt  es.  begreif  lieber 
Weise  auf  die  Bestlmmnng  der  allgeme'msteo  endlichen  Gleiebvng 
an»  woraus  dW  vorllegeoden  partiellen  Dlfferential|leichungen  sieb 
ableiten  lassen.  Die  neue  Aufgabe  steht  in  naher  Besiebong  sa 
der  vorigen,  welche  das  allgemeine  Integral  einet  einsigen  par- 
tiellen Differentialgleichung  zu  bestimmen  hai*  Denn  wenn  man 
die  willkübrlicfaen  Grossen  in  dem  allgemeinen  Integral  irgend 
^  einer  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleic  Tinngeo  so  angiebt, 
dass  dasselbe  lugletch  den  Cibrigen  Differentialgleichungen  genOg^ 
so  hat  man  offenbar  diejenige  Gleichung,  woraus  alle  jene  par- 
tiellen Differentialgleichungen  abgeleitet  werden  bSnnen. 

Noch  eine  diUtte  Aufgabe  aoU  in  4waenBU»tern  ihreLQsung 
flndea*  Wenn  nimlleb  mebrert  partiell«  DIfiBieaMgleicbiingeft. 


I 


€r$t§r  und  zweiter  lOnUtunf»  l^i 

vrtlie^eut  welche  auf  mehr  als  eine  endliche  Gleichung  hinweisen, 
dann  mehrere  abhängige  Veränderliche  auftreten,  eo  wird  man 
nacti  der  allgemeinsten  Form  jener  endlichen  Gleichungen  fragen» 
norausi  alle  diese  Differentialgleichungen  «ich  ableiten  lassen. 
Nun  künnte  man  zwar  einwenden,  da^s  man  hier  durch  die  Eli- 
minattor)  von  abhängigen  VerSnderliehen  andere  Differential f^lei* 
cliangeo  mit  nur  einer  einzigen  anhängigen  VerKnderiicben  dar- 
stellen könne,  und  du9s  die  Lösung  dieäier  Aulgahe  eigentlich 
durch  die  Differentiairechnutti^  vermittelt  werde.  Altein  es  zeigt' 
sich,  dasjs  man  hier  auch  noch  auf  andere  Weise  Differentlalglet»^ 
cbangen  herbeiführen  kann,  in  denen  jedesmal  nur  eine  «inzrge 
abhängige  Veränderliche  auftritt,  so  dass  man  zu  verschiedenarti* 
gen  Aufgaben  der  Integralrechnung  geführt  wird,  je  naehdktm  DU«- 
Üeii  einen  oder  den  anderen  Weg  einschlägt  In  sofern  aber  o«r 
die  Integmlrechnong  entsctifljden  kann»  wsicber  von  im^  vertehie- 
itenan  Wegen  den  Vorzug  verdient«  hat  man  Cbrundy  diene  Aufgabe 
iu  den  Bereich  der  nachfolgenden  Ünisraucbnngen  an  stehen.  .  . 


11.   liileirration   der  volIstftndiKen  I^lfferaitUllifleU' 

erster  OrAiiiinf . 


Die  Aufgabe»  eine  endliche  Gleichung  swtschen  den  drei  Ver- 
änderlichen 2,  y»  «  au  bestimmen»  liegt  In  Ihrer  einfachsten  Ge« 

statt  vor,  wenn  die  Werthe  der  beiden  DifferentialqaoUenten  ^ 

and  ^einzeln  gegeben  sind,  so,  wie  man  dieselben  aas  der  ver» 

langten  Gieicbung  ableitet y  indem  man  diese  das  einemal  nach  x 
ond  y,  das  auderenial  nach  2  und  x  differentürt.  Die  zwei  Diffe- 
rentialgleichungen» welche  hier  gegeben  sind,  seien  bezeicbfiet 
durch: 

worin  Z,  V  und  X  Funktinnen  der  drei  Veriirdf  J liehen  z,  y  und 
X  sind.  Das  aÜgenieirie  Integral  oder  die  alliieineinste  endliche 
(jleichung,  viorans  die  beiden  Differt^ntialgleichungen  1.  und  *2. 
gleichzeitig  abgeleitet  werden  können,  hat  jedenfalls  die  Form 
j5=c,  worin  ß  eine  be^tilllulte  Funktion  der  drti  Veränderlichen^ 
c  aber  eine  willkührliche  Bestämllgt^  \>t.  Denn  dio  Knt^tehungs- 
weise  der  vorliegenden  l)ifferentiaigieichut\gea  iässt  keine  atlge* 
meinere  endliche  üleichung  zu. 

Dm  iifin  die  Fus^tloii  f  wa  bestlmmeDv  inAe^rd  man.  sa«ioh«t 
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die  Gifikbiiiif  1.  Man  findet' eise  Gleicbeng  ctsr«, .  werin  et  elM 
liNfs^inte  PenjcHeo  der.  drei  Verinderlichen.s,  m  Xüt  .währeii4 
c  aine  irillkabrilche  Beständige  oder  eieewillkGhrUeheFonktion  tob 
allea  den  GfStftee  vAreteiUt  weYehe  in.  der  Differentialgleichung  I« 
ein  Beständige  auftreten  *  und.  eise  aueh  von  x.  Man  schreibe 
dessbalb  ilie  CSIeScbung  a=e  in  der  Form  9»(««)=c,  wo  ^eine 
wUlkubrIicbe  Funktion  ist»  die  trillkuhrliehe  Beständige  c  nun  aber 
TOD  X  unabhängig  gedacht  wird.  Die  Grosse  ist  demnach  eine 
Funktion  der  beideo  Veränderlichen  a  und  welche  der  liiffie» 
rentlal^leiehang  2.  genfigen  soll.  Man  setze  de«»halb  in  diesec 
Gleichung  an  die  Stelle  von  z  die  neue  Veränderliche  0 
Vorbio  bat  man  atsLf{z,  y,  a)  bestimmt.  Dies  differeutiire 
und  es  eetstebt: 


da 
dx 


df 

dx^  dx*  dx' 


dz  '  ' 

Indem  man  den  Werth  ^  einsetzt ,  «reicher  durch  die  Gleicbesg 

2.  gegeben  ist,  gelangt  man  zu  der  Irans lormirten  Gleichung: 

da;       dz  dx 

in  deren  Coellfisleoten  noch  z  mittels  u^f(x  if  x)  zu  eliininlren 
Ist  Da  aber  eine  blosse  Funktion  von  o  und  x  zum  Vor^cheia' 
kommen  soll,  damit  die  Differentialgleichung  I.  erfüllt  bleibt,  so' 
wird  durch  die  Elimination  von  x  zugleich  die  Veränderliche  jf  hin- 
wegrallen.  Durch  die  Integration  erhält  man  alsdann  das  allgemeine 
Ijitegral  ßsse  aU  bestimmte  Funktion •  der  beiden  VeränderlicheD 
a  end  x*  .  . 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Grössen  Z,  V,  X  in  den 
'Gleichungen  1..  und  2.  nicht  durch  beliebige  Funktionen  .der  drei 
Veränderlichen  z,  x'  ersetzt  werden  künnen*  Die  VorenS' 
Setzung,  dass  die  beiden  Differentialgleichungen  1.  und  2.  aus 
derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Ursprung  nehmen,  bat  eine 
gewisse  Abhängigkeit  zwischen  den  GoelBzienlen  xer  Folge«  Diese 
besteht,  wie  man  bei  der  Bestio^mung  dee  allgemeinee  Integrals 
gesehen  bat,  darin,  daMi  durch  die  Elimination  von  x  mittels  « 
sogleich  die  Veränderliche  y  aus  der  Cleichimc;  2.  verschwinde^ 
wenn  ft=c  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1«  ist.  Man 
kann  aber  diese  Abhängigkeit  zwischen  den  Coefßzienten  Z,  Y, 
X  auch  in  einer  Gleichung  ausdrucken.  Es  bedarf  nur  der  Eli- 
mination der  Differentialquotienten  von  z.  Man  schreibe  dieGlei* 
chnngeo  I.  und.  2.  in  der  F^rm^ 
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\     dz     Y    ^  dz  X 

Wenn  man  die*  entere  nach  z  und  die  andere  nach  %  und  y 
dUerentiirt»  ao  erbSU  man  die  beiden: 

iPz       "z  dl  °Z 
t^/fU      <fa  «Ii  +  dir 


<ir<i^^  '   dt  dy'^  dy 

Mao,  eiiminire  den  DtfferatttialqaotienteD    f*^r-,  man  aeCiexa- 

gleicli  die  Wertlie  ^  und  ^  ans  den  Gleichungen  1.  ond  2.  ein 
lad  man  hat  die  verlangte  Dedtngungsgleichung  in  der  t*orni : 

dz  Z      dx  '^'dz  dy' 
Aoatatt.der  beideD  Gleicbuogea 

■ 

kann  man  sich  auch  einer  einzigen  Differentialgleichunjj  bedien«»»:  > 
welche  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  jene  beiden,  da  sie  zq  A^m^- 
«elben  allgemeinen  Integral  führt.    Wenn  niimlich  die  drei  Grö88en 
2,y  und  x  in  der  Gleichung  ß  =  €.  gleichzeitig  die  verschwindenden 
Aenderungen  dz,  dy  und  dx  erleiden,  oder  wenn  diese  Gleichung, 
gleichzeitig  nach  den  drei  Grössen  z,  y,  x  differentiirt  wild»  so 
entsteht  die  Differentialgleichung:  \ 

Da  nun  aber  auch  d^e  beiden  Gleichungen 

bettteben»  «o  iäsat  aicb  jene  Diiferentiaigleicliwig  3.  in  der  Fem: 

dzzz^dy-^^dx    .  _      ^  ^  ^ 
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ansclireiben^''  worin  man  sich  an  der  Stell«  Ton  7-  vnl  dte- 

ienri^en  Funktionen  zu  denken  hat,  welche  ans  den  Differenttjl- 
gleichuntjcn  I.  und  2.  **ich  ergehen.  Diese  beiden  Gleichungen 
haben  demnach  einerlei  Bedeutung  mit  der  üifiereotialgleichang: 

worin  von  den  drei  Ver»nderlichen  z,  y  und  x  irgend  sv«ei  als  die 
unabh.'ingigen  betrachtet  werden  krmnen.  Doch  niuss  noch  be- 
merkt werden,  dat^s  man  diese  tsleichung  durch  keines  der  Diffe- 
renliale  tU»  dg  nud  dx  theilen  dfirfte»  nm  etita 

r 

Its  schreiben.   Denn  man  denkt  sich  unter  dem  Differentialquo- 

'  dl 

tieiiten  ^  jedesmal  das  Verbältniss  zwischen  den  Differentiaten 

dx  und  dxt  welches  entsteht,  wenn  man  die  endliche  Gleichung 
ß  —  c  nach  den  beiden  Grössen  x  und  jC  differontürt,  so  dass 
also  hier  die  Aeuderimg  dx  aliein  durch  die  Aenderung  dx  be- 
dingt ist;  und  ebenso  bedeutet  der  Diierentlatquotient  y ^  das 
Verhältniss  der  Differentiale ,  welches  durch  die  Gleichmg 
4  ^ilfTsO  gegeben  ist,  so  dass  alsd^^die  Aenderang  djf 

allein  von  der  Aenderung  rfj- abhängt.  Die  l)iffer^f»tia!gleichung  4. 
al)er  entstand  unter  der  V  uraus^tzung,  dass  die  \Grwfi>sen  if 
und  X  die  eleichzeitlgen  Aenderungen  dz,  dy  und  s^x  erleiden, 
»9  dass  der  Werth  der  einen  Aenderang  jedesmal  )i^!öich«eitij^ 
durch  die  beiden  anderen  bedingt  ist.  Die  Gleichung  5.vhat  dem- 
nach  eine  ganz  andere  Bedeutung  afs  die  Gleichung  \4.  Die 
Gleichung  4.  aber  bat  man  eine  vollständige  Dtfferentialgl^ichttng 
genannt. 

Wenn  die  vollsttodig»  tHSerentiilelelehiuig 

Zdi-trdjf-^ÄdxzsO 

aus  einer  endlichen  Gleichung  ßssc  abgeleitet  ist,  so  kann  d)^ 
vollständige  Differential:' 

ißdt^^dy  +  ^dx=^0  j 

nur  insofern  eine  Aenderung  erlitten  haben ,  als  ein  gemeinsanier 
Faktor  daraus  wegüei.   Die  vojist&ndrge  Diffetentialgleicbung  kainii 
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desehalH  jedeamai  durch  einen  Faktor  x  in  etn  vollstündiges  Dif. 
ferentiai  urn^^ewandelt  werden.  Wenn  dieser  Faktor  bekannt  ist,' 
so  liisst  ßich  die  liite»rat>on  unmittelbar  auf,<lie  Quadratur  zu- 
rückführen. Denn  durch  die  Vergteichuiig  mit  dem  vi 4 Inständigen 
Differential  ergeben  sich  dann  snr  Bestimmung  von  ß  die  drei 
Gleichungen: 

iß-z^         ^f=r.  ^-jü. 

Seilt  man  abkanvod  fZndx^ßi,  so  liefert  die  erat«  den  Werth. 
ß^ßi-^y,  wo  f  dno  Docb  unbekaiiiite  FunkUos  voa  jf  und  s,  ist... 
Dam«  folist  alMts 

oder  ^^=:rji--^*. 

MiiniDt  man  ahkürsend ^ (^»  — •<>  erhält  man  hier- 

ans  y^ß%-\-ß%t  v?o  /}g  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  jr  int. 
An«  der  Gkii^bbanff         -k-h-^  f^  folgt  dann  weiter 9 

^  _  «^Ä  .       .  ^&  _  '^i^« . 

vnd  die  Integration  liefert /^=:  /  ^^^^'^  «o  dass 

nun  das  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung  in  der 
Form  i^j  ^iS»  4^ /?s=c  vorliegt» 

Der  Weg»  auf  welchem  man  jedenfaHs  in  dem  Faktor  »  ge-* 
langt,  ist  durch  das  vorhin  angegebene  Integrationsverfahren  vor-' 
^ezeiekeet  'Denn  wenn  1  den  integrimnden  Paktor  der  Gleielinng' 

'Zf/s-F  F(r£y=0.beaeichnet,  so  dassalso  ZA = und  Yk  =. ^  gesetzt 

werden  kann,  so  geht  die  vollständige  Differentialgleiebang,  nach* 
dem  man  dieselbe  mit  A  mnllipfiairt  bat»  fiber'  ins  - ; ' ' 

Mm  bilde  «m  mssf(tgx)  durch  TolUttadige*  OiCarealilrea; 

Durch  die  filinilnatinn  von  -^d^  erhält  man  dann  siir  Be* 

etimmmig  von die  Gleichung:  ^" 


df  "f  ^'-'r 
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Uw  CoefBzi«nt  wmt  dw  Sst  hier  eine  Fvnkftjoo  von  u  Und  a:  t  mo^ 
mm  fmdrt  den  iRtegrireiiden  Faktor  n  als  Foaktion  derselben 

awei  Veränderlichen,  so  dass  also  f*  =  ^  ""d  {Xk  —  ^~dä: 

Ist.  Das  Produkt  Afi  aber  ist  der  intagrtrende  Faktor  der  voU<- 
standigen  Differentialgleicbung: 

1.  Es  sei  Dun 

hm  zdz-^ydy  =  0  folgt  x«+y9  =  c.  Das  Integral  der  voll- 
ständigen Differentialgleichung  ist  demnach  eine  beetlmnite  Funk- 
tion von  j;  und  von  a  =  2*+iy'.  Man  erbstt  welter  die  Gleichung: 

Durch  die  Integration  eitsteht  -  i-assse,  oder  aueh  s*  f  j^^f  dr^scjr. 

-  * 

2.  Es  sei 

Durch  die  Integration  der  Gleichung: 

(aa? — r/i  +  (6z — ex)  % = 0 

findet  man  libz-^cx)  — l(ax^by)z=:le',  oder  aoeb  „^^7^—*» 

wo  «  die  willkürliche  Beständige  ist.  Da«  Integral  der  vollstän- 
digen Differentialgleichung  ist  demnach  eine  Funktion  von  x  und 

von  a=—--^'    Zu  deren  Bestimmung  findet  sieh  die  Glei- 

cbung  litt = Oy  und  daraus  folgt  wieder 

kt  —  ex  

3.  £s  sei  nun 

(»— 2ary)(yiii — idy)  +  zWor  =0. 

Aus  ydz  —  idy  =  0  folgt  ^  se.   Das  gesuchte  Integral  Ist  deflh 

«  s 

nach  eine  Funktion  Ton  a  und  Diese  bestimmt  sieh 

aus  der  Gleichung: 
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worin  ^  an  die  Stelle  von  «  wieder  einsofiiliren  Ist. 


Ee  sei  noch 

Mao  genfigt  dieser  Glelchiiiig  durch  drsrziind  jf=2.  Deselielli 
bringt  man-  mit  Vorthell  an  die  Stelle  von  y  nnd  s  die  neoen 

Veränderlichen  —  =  «  und  —  =  ©.    Da  dam»  da:  =z  udi  Ar idu  und 

iljFseiiz4-2</e  i«t,  eo  erb&lt  nian  die  neue  Gieicbong: 

( w +  »+»)  (ti  +  r  + 1 ) +     J )  «dp  +  (»H  e  + 1 )  «ii» = Ö. 

Daran«  eigielit  eich  das  voliatiindige  Diffefentiai: 

ifc    (n^-l-K  +l)dp-f  (e*-f  e-H)rfi<  ^ 
j+      '(t<»  +  ii-f©)(tt  +  r  + 1).      ™  • 

oder  ancbt  wenn  man  in  die  partielleii  Brüche  zerlegt: 

rfg       f  \)dv  \  (v  ^  l)du_  dv  -^  du  _  ^ 

Durch  die  Integration  erh&tt  man  die  Gleichung; 

I 

/*+/(«ei«fe)-/(«+e+l)=fo.  oder  ^~^~fr-^' 
Dm  allgemeine  Integral  bat  demnach  die  Form: 

I  e« 

Es  sei  nun  die  Aufgabe  gestellt,  die  endliefae  Gleichung  zwischen 
den  vier  Veränderlichen  t,  y,      w  aniageben.  wenn  die  Diffe* 

reotialquotienten  ^>  ^  und  ^  afs  Funktionen  der  Verän- 
derlichen einseln  bekannt  sind.  Man  hat  dann  die  drei  Differen- 
tiatgleicbongen: 

1.  Zdz  f  rdy  =  o, 

%■  :  Zdzi-Xdx=^0» 
3.  Zdi^lidw^Oi 


% 
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worin  Z,  V,  X  nnd  W  bestimmle  Funktionen  der  Verändeftifbeii 
siud»  oder  auch  die  \  oll. 'Ständige  Differ^fitialgleicbung; 

Die  Integration  ?on  Zdi  -f  l'äy  =^  0  führt  auf  die  eodlicbe  Glei- 
chung a=c,  «voria  «  «iiw  be»tiniiute  Funktion  der  vitr  YerftD- 
dvrliclien  %,  y,  x  und  10  tat»  €  aber  ein«  willfcflbrUcbe*  FmktioB 
der  beiden  Verliidefllcbea  x  vi|d  w%  weil  dieee  io  det  Differen- 
tielgieiebong  1.  eis  Beständige  aeftretea.  Man  eebrelbe  die  GM« 
obung  «I  SS  e  in  der  Form  ^(a  «10)35: 0«.  und  beetimnie  die  Fnnbtien 
4t  in  der  Weise,  daee  ann£ebs(  aucb  der  Gleicbni^  Z4%-^Xds^^ 
Öenilge  geecbiebt  In  dieser  Absiebt  eliroieir^  man  die  Verfta- 
derUebe  s  mit  Hilfe  der  Gleiebnog  «s=/(xy  «w).  Man  bilde  daiaite  t 

da  _df  dz     d/  . 
dje '~~  dz  dx  dx 

Indem  man  den  Werth  ^  aus  der  Gleichung  2.  hier  einsetzt, 
gelangt  man  au  der  transformirten; 

deren  CoefQzienten  al8  Funktionen  von  :riind  w  sich  darstellen 
lassen.  Durch  die  lntP!»rat5on  findet  man  werter  die  endliche  Glei- 
chung ^=6",  WO  ^  eine  bestimnite  Funktion  von  a,  x  nnd  tf,  c 
aber  eine  witlkubriiche  Funktion  von  w  i^t,  da  dies  in  der  Diffe- 
rentialcleichiirt;  '1' .  als  Beständige  auftritt.  Man  schreibe  das  In- 
tegral der  Gleicliung  2'.  in  der  Form  (p^{ßw)  =  0,  und  bestimme  die 
Funlition  qp|  in  der  Weit^e,  da^9  auch  die  Gleichung  Zdi\^'Wdw=:.0 
erfällt  iät.  Man  elimtnire  desshalb  die  Veränderliche  2  mit  Hilfe 
der  Gleichung  ß  —  fii^Sf^^)'  Manidiffereotiire  dies  nach  x  und  w, 
und  es  entsteht: 

dß_df  d^  df 
dw~  dz  4w  dw' 

dz 

Indem  man  den  Werth  aus  der  Gleichung  3.  bier  einsetzt, 
erbSit  man  die  traaslemiirtei 


deren  Coeffuienten  als  Funktionen  ron  ß  und  fo  sich  heraoestelr 
lea«  Die  Integration  liefert  das  allgem^e  Int^al  der  ?eilatin- 
digen  DifferentUlgleicbnogs 


Google 


in  der  Form  y  =  c,  wo  y  eino  bestimmte  Funlction  von  ß  und  w, 
r  aber  eine  von  den  vier  Veränderlichen  i,  y,  x  and  «;  BOftbbän* 
gige  (irüsse  ist. 

W^n^  die  vollständige  Diierfiitij»lgli^|clm|ig; 

durch  Differentiation  ein<»r  endlichen  Gleiebiing  entstanden  Ist, 

bestehen  zwischen  den  Coefliziefjten  Z,   Vf  X  und   W  gewi 

ßeaiebuugep»  nut  itliiie  der  i^ieiuhungei»      2,  «»4 

leicht  in  Fnrm  von  <fleiehoiigen  ausgedrückt  werden.  Indem  man 
nimlieh  je  swei  der  Gleldiengen  2.  und  verblödet,  em  die 
jedeeoial  vorkommenden  DMferentlalqiietieufen  von  t  sn  elimi* 
emi»  ee  epgeben  «idi  -diel  (vereelMedeiie  Bedingungsgieiobungen. 
Em  der  eU^  Bedivgeni^leiehiBig  («)  nimUeb,  welcbe  flir  die 
iNiüeMHidige  INiBMBilaIgfeMbimg  mit  mir  drei  Verindeilielieii 
iZd9^;Vdlf'^iXdx=::0  besteht,  hotomen  noch  awel  andere  hinm, 
wel^  man  an«  der  Olekhaag  (a)  ableiteii  fcami»  imlbm<  mee  da« 
«inenial  4le  Üivriistabea  A'  und  jr,  das  anderemal  die  Bnpheiahirn 
y  eod  jf  ffegam  die  tBirafaetabea  IF  end  «  verteeaebt 

^n  übersieht  nun  auch  leicht,  wie  ntau  die  voüstäudige  Dtf- 
lereo^glejchung  ' 

-  ■  -  ,  .      j  , 

4 

mit  n-l- 1  Vefänderllchen  sym....  zu  integrirea  hat  Die  Ankslil 
der  Bedingungagleichungeii,  welche  zwischen  den  Coefliilenteii 
lieeteheii  mOeseu,  damit  eich  eine  endliche  Gleichung  findet^  iet 

>i(m  —  1) 

Jiier  durcb  den  Ausdruck  — angegeben.    Denn  die  a  Q\iür 

cbungea,  wodurch  die  n  Oiferentialqootieiiten  ^ ,    f ^  , 

«;y     djc  dw 

als  Funktionen  der  Veränderlichen  einzeln  tjesjeben  sind,  lassen 
ei)en  so  viel©  Combinationen  zu  je  zweion  unter  einander  za. 
Jede  dieser  CoDdiiMationien  iiibrt  aiicr  eine  ueue  Bedtnguugsgtei- 
cbuns:  herbei. 
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Jll.  liite«rA«t#D  der  partfcUev  BUBer^atliasleiiBbHnS 
ller  ersten  Ordnung^  find  dea  eraten  fiieiide*. 

-  DI»  allgemeimte  partiell«  Diffefentiatgleicbimg  der  «raten  Ord« 
iiBDg  ood  des  ersten  Grades  ist: 

wo  XTZ  irgend  Funktionen  der  drei  VerSnderliehen  zyx  sind. 
Man  gelangt  za  einer  solchen  Diflferentialgleirhttng«  indem  man 
die  endliche  Gletrlujug  a=0  vorerst  nach  z  und  y,  sodann  nach 
%  und  X  differeutürt,  indem  man  jeder  der  beiden  Cxleicbunge» : 

und 

*•  d«  «te    5i  ~ 

fc  >  *  >  •  ■  » 

eineD  Faltter  giebt,  -welelier  «eHwt  'ale-iFooMoa  der  VetSoderli- 
eben  gedaebt  werdea  fcapo,  and  eadUeb  diese  beiden  jGleicbungen 
sd-  etAander  addirt'  Allein '  di«  so  gebildete  OifferentlalgleieboDg 
•atapfiebt«  vrean  et  eine  bestimmte  Fiinliti«n  der  VerSadeiÜelieii 
ist^  daa  eicht  mehr  allein  der  Gleichung  o  =  0»  sondern  aaeh  eK 
D«r  unzlhligen  Menge  anderer  Gleichungen  der  Art.  Wenn  nial^ 
lieh  ein  and  dieselbe  Grösse  in  twei  verschiedenen  Gleichungea 
vorkoaimlt,  uiid>  naa  beabsichtigt,  eine  andere  Gleichang  daraas 
abzuleiten»  worin  jene  Grosse  ni(  ht  mehr  vorkommt,  so  addirt  map 
dieselben,  nachdem  man  jeder  von  beiden  einen  gewissen  Faktor' 
gegeben  hat.  Die  vorhin  erwähnte  BiMungswpjse  der  partiellen 
Differentialgleichung  stimmt  aber  mit  diesem  Verfahren  nherein; 
und  deashalh  lässt  sich  in  dem  zum  Grunde  liegenden  Ititei^rale 
eine  Grosse  annehmen,  welche  zwar  in  jenen  beiden  durch  die 
Differentiation  entstehenden  Gleichungen  noch  vorkoiunit,  weiche 
aber  durch  die  oben  bezeichnete  Operation  hiniveglailt.  Geht 
man  nun  von  der  Gleichung  ß-\-cp{a)  —  i)  aus,  worin  «  und  ^  be- 
stimmte Funktionen  der  Verändcrliclien  aind,  v^ahrendqp  eine  will- 
kuhrliche  Funktion  bezeichnet,  so  bat  man  die  beiden  Differen- 
tialgleichungen: ^ 

äz  dx     dx     du  \dz  dx  dxj 


Ly  Google 


801 


,  ,      1-  ,        da  dz  da 

weht  mau  der  ert»teren  den  raktor  ^^■•^»  anderen 

den  Faktor      ^-i-^,  ao  fitflf  doreli  die  SttbtniktioD  die  will* 

.   dz  dg  *  djf' 

lEBkrilebe  Funktion  ^  weg,  und  ee  seigt  «di,  dase  man  auch  «0 

nieder  zu  eiuer  DifferenUalgletcbang  tod  der  Form: 

gelangt,  worin  X  TZ  bestimmte  Funktionen  der  drei  Veränderli- 
clien  sind.  Mau  kann  auch  von  der  mehr  symmetrischen  Gleichung 
tp{aß)z=:0  ausgehen,  wo  a  und  ß  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie 
vorhin.    Denn  durch  die  Differentiation  entsteht  hier: 


1  t 

^hfäu^     daX     d^/dß  dz  dß\_ 
du\dt  ^^^J'^dßKdx  di'^dyj-^' 

^         du\d9  4»TilxJ^  dß\dzdi^dsj^^f  , 

nnd  das  Remltat.  der  Eliarinetton  von  7^ :  ^  ist  identiäck  mit 

da  dp 

dem  vorij^n.  Doch  ist  die  letztere  Forra  nicht  allgemeiner  als 
die  erstere,  da  man  auf  dieeüe  zuräckkommt,  weuu  man  die  Giti- 
cbung  <p(aß)  =  0  nach  ß  auflüst. 

Will  man  a  und  ß  beatlanmen,  in  der  Voraaeaetsmigy  daes 
eine  endliche  Gleichung  9>(a  j?)  =  0  besteht,  so  muss  man  erwSgen, 
dass  die  partielle  I>iferen4ialgleidiiing  durch  die  Elimination  Yon 

'  dß  beiden  Gleichungen  1«  and  %  entsteht  Wenn 


mm  den  DÜfereatiaiqaotienten  ^  svrischen  der  partiellen  Diffe« 

rentialgleichung  und  der  Gleicbui^f  1.  eliroinirt,  so  wird  man  auf 
die  Gleichung  2.  kommen ;  und  wenn  man  die  Gleichungen  1.  und 

dut 

%  gleichseitig  beoutst,  um  die  beiden  Differentialquutienten  j- 

di 

und  ^  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  zu  eltminiren,  no 


eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen.  Uro 
diese  Elimination  bequemer  durchzuführen,  setze  man  abfcMrsend 
^a/3)sv.  Dann  schreibt  man  die  einfocberen  Gleichungen: 

dxdy^dif'^^' 
Tktll  XXXIII.  U 


•SNe  Weiter:  itUeitfiOi^i  flee  pm^Uem  tHfiiteiUMgMekmi^ 
«ad 

dt  dx    dx       '  , 

* 

und  durch  die  Elimination  der  beiden  Difltereatialqaotientan  ent* 
,«lt<)bt  die  jljUeifiliqng: 

der  man  aleo  genfigt  ,^  wenn  man  %  äla  Fnnktion  der  drei  Verfin« 
derlichen  einseUC.  Da  üiin  il»er:* 

d9  ^  d<p  da  t^i^f^ß 
^-dadi^dpdi* 

dx  ^  d(p  da  ,  dqt  dß 
dy*^  da^"^  dßdjf* 

■dx  dtp  da     dtp  dß  ^  ,  , 

rf.r  "*  da  dx     dp  du: ' 

M  gebt  die  tileicbmg  (a)  fib^r  in:  -  . 

Wegen  des  willkährlicheo  9  kann  man  derselben  nur  dudurch 

*  dtp      ,  dtp 

g€nigen,  das«  man  jeden  der  beiden  Faktoren  von  and 

für  sich  verschwinden  Insst.  Man  hat  demnacb  seur  Bcätininiung 
voa    vnd.ß  di«  beiden,  (»(eicbiukgQn : 

Es  kommt  alsnr  darauf  an,  zwei  ver^schiedene  Fuulitionen  der  Ver- 
änderlichen anzu^t'Ueu ,  welche  beide  der  Gleichung  (n)  an  der 
Stelle  von  r  genügen.  Solche  Funktionen  sind  jederzeit  moglicb, 
da  die  (Jnl)ekannten  a  nnd  ß  ohne  Beschrankung  alle  GrSsseo 
anfnehuien  dOrfen,  welche  auch  in  den-Coeffizlenten  der  Gleichung 
(a)  eine  Stelle  finden«  Aucb  wird  aicb  im  Laufe  der  foTgend,ea 
Untersnehnngen  noch  herausstellen,  dass  jedesmal  nicht  weniger 
als  swei  d^rärtlge  Punktionen  besteben.  Wenn  aber  die«  fest- 
steht»  80  ist  der  Beweis  getiefert,  dass  die;  partielle  Differential* 

gleichung  '^^H-  allen^  Fällen  aus  einer  eadiidiea 

Gteicbang  ^(«/QsO  abgehdfetfrerdeD  l^ann. 
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Eio  aUgem«iner  Ausdruck  für  die  beiiUn  FaftklloDiii  m,md 
P,  welcher  in  allen  F&llen  4er  .Gleicbimg: 

Gwffge  leistet,  wie  auch  immer  die  Veränderlichen  in  den  Coe(> 
fiiieDten  X  YZ  vorkommen  m5gen,  ist  unmöglich.  Jede  Losung, 
so  der  man  gelangt,  stützt  sich  auf  gewisse  Voraass^t^ungen  in 
Bezug  auf  die  Form  der  Funktionen  X,  Fund  Z.  Filr  Z  =  0 
behält  man  snr  Bestimmung  von  ee  und  ß  die  einfachere  Gleichung: 

ff  et 

Man  genügt  hier  oHenbar  durch  a=^i,  da  dHnn  ^=^0^  und 
da  »  .  , 

^  =3  0  Wt  i>i«  «ndere  Fitaktido  ß  ergiebt  c^ich  4larcb  die  Inte- 

Xdjf^  Ydx  SS  0* 

wie  ancb  iamer  die  Veränderlich^  %  in  den  beiden  CoefGaienten 
Torkommeo  mag. 

lif  ib 

L  Ffir  die  Glalcbmig  jf^T-dr^asO  bat  aian( 

/  \  dr       dt  ^ 

Daraus  folgt  a=z,  und  ß  ergiebt  sich  aus  ^dy  ^xdx  =zO,  Man 
erhält  ß  =  y*-^:>:*,  und  das  allgemeine  Integral  ist: 

1     ■      •  ' 
2.  E,  .ei  *_<^)*=0. 

Mao  erhftlt  die  Funktion  ß  aas  der  Ctleicbang; 

Desshalb  ist  ß  —  y x ,ip(i) ;  und  das  aligemeioe  ititegral: 

Wenn  der  Coeffizient  Z  nicht  fehlt,  co  iet  die  einfachste  An- 
nahme, von  der  man  ausgeben  kann,  die«  daae  jede  der  beiden 
Foaktionan  «  und  ß  nur  irgend  swei  von  den  drei  VerSnderlicben 
lyx  einscblieast,  Depn  unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Ba- 
stfianmig  tob  m  tind  ß  unmittelbar'  von  der  Integration  einer  l>if* 
fereDtia^leicbnug  der  ersten  Ordnung  .  pUt  nur  swei  VerSnderlicben 
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abbtogig.  Ninmt  mm  z*  B.  an«  daa«  die  Funklion  u  njui  und 
$  enilialfo,  ao  daaa  also  ^=0  tat,  ao  bebfilt  man  sur  fieatlm» 

mung  dieser  Funktion  die  einfachere  Gleichung: 

tond  man  findet  «  darcb  die  Integration  voo 

Man  prhält  aber  so  eine  blosse  Funktion  von  x  und  y,  nur  fiir 
den  Fall,  daiss  die  Veränderlirhr  :  ans  dieser  Gleichung  durch 
etneo  Faktor  getilgt  werden  kann,  oder  neno  das  Verbäitiiisa 

-y  von  %  unabbSngig  iat*  Gani  ebenso  acblieaat  man,  daas  aicb  eine 

Funktion  t  findet,  worin  nur  die  beiden  Veränderlichen  %  und  x 

eine  Stelle  finden,  wenn  der  Quotient  ^       y  M  l<t;  und  daaa 

Y 

eine  Funktion  von  nur  y  und  s  genügt,  wenn  der  Bruch  ^  ^ 
Verfinderiiche  «  nicht  entbftit 

3«  Die  Gleiebong        'l'.V^^''  8^**^^ 

Nimmt  man  ,^^0,  ao  bebfilt  man  zur  Beatimmong  toq  %  die 
Gleichung: 

Daraua  folgt  «ssl« — trsl^j  oder  auch  «m^*    Nimmt  man 

«P  a? 

^=sOf  ao  hat  man  aur  Beatimmung  von  ß  die  Gleicbnng: 

^«{x — axdx  =  0. 

Man  findet  ßssb-^o.he=^ i(xar^) ;  oder  aach  /} ss  xar-*.  Das  aIN 
gemeine  IntegnM  «elgt  eich  demnach  In  der  Ferms 


s 


dt    '    '   '  ^ 

Nimmt  man      =     so  erhalt  man  eine  dritte  F^onktlon  aus 
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•InKct^  Y  =  sy^i'  Hfan  eltht  aber  leicbt  ein,  dass  dies  y 
eine  Ffinktion  ron  «  und  ß  ist  Mao  bat  nämlich  /asj}«-«, 

4  Es  «ei  oim     ^  "''•5'*^^  ^  ** 


NHDiDt  man  ^=0«  ao  findet  man  die  Fnnktion  «  au4 
Daraus  folgt  a=:^— ^.   Nimmt  man  aber  ^ssO»  so  bat  man 


tur  Bestimmnng  von  ß  die  Glelehong: 

I 

Man  erbält  p  =  -^— Das  allgemeine  Integral  ist  demnach; 

dt  11 

Für      »0  findet  man  eine  dritte  Fanktinn  r^H^I-  ^  ^ 
dx  '     jf  s 

aber  y  =  /5  — «. 

.  6.  Es  sei  noch  (z^  —  ^)^''W  ^  ^»  ^^^"^  • 

^dt       m,  -^dx  ^  dt 

Nimmt  man  das  eioeroal  ^-  =  0,  tlas  auderemal  ^  =  ü,  ö«  liat 
man  snr  Beetimmnng  Ten  «  und  ^  di^  beiden  Gleichnngen: 

dy-i^^"{i)di~fd,   und   dx  -  i^^iz^dz^s^Q, 
Darob  die  Integration  erbSit  man : 

nad  man  bat  das  nUgemeine  Integral  « 

Wenn  die  eine  Funktion  u  des  allgemeinen  Integrals  tp{«ß)z^Q 
bekannt  ist»  so  bat  es  keine  S^hvrlerigkelt»  die  »ndere  Fnnktioo  ß 
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aus  einer  Dlffererttialgleichunsf  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei 
Veränderlichen  zu  bej^timnieii,  auch  wenn  dieselbe  die  drei  Ver- 
änderlichen y  uiu!  .7  gleichzeitig  einschiiesst.  Ks  versteht  sieb, 
dass  inao  der  Gleici^iJg 

nur  dann  durch  ß  =  z  genügt,  wenn  der  CoeCüzient  Z  verschwindet 
Wenn  nun  in  dieser  DiflFerentialfjieichunf»  an  die  Stelle  von  2  jene 
Funktion  «  als  Veränderliche  eingesetzt  ^^^^d,  so  dass  also  das 
allgemeine  Integral  t=0  nicht  mehr  als  l  uiikfinn  von  z,  y  und  .r, 
sondern  als  Funkfion  von  a,  y  und  auftritt,  so  ist  die  Verän- 
derliche «r  selbst  die  eine  FuoktioR  des  ali<;enieinen  Integrals,  tmd 

dt 

diarans  folgt,  dasa  der  Coeffiztent  von        in  der  tranaformtrtett 

<3i|eichun^  verschwindet.  -  Man  bat«  da  daaii  . 

rfr  ^  rf«  dt  dt  ^  dv  da  dx  dt  _  dz  du 
dx'~'  da  dx^  da? '    dy  ^  da  dy    dg*    dz     da  dz 

einzusetzen  ist,  die  folgende  Gleichung: 

■ ..  \ 

'  0ft  nan  aber  nach  d»  Annabme  die  ideotkcbe  Gleichuog: 

da        da       da  ' 

besteht,  so  hieiht  in  der  That  die  einfachere  Gleicbong: 

(a)    ,  ^^^y%=o. 

in  deren  Coeffizienten  noch  2  mittels  a  zu  eliininiren  ist.  Die 
Grösse  a  tritt  hier  als  Beständige  auf,  und  man  findet  die  zweite 
Funktion  ß  durch  die  Integration  von:  .  , 

Xdy-'Tdat^O» 

als  eine  Funktion  von  x,  y  und  a.  Nachdem  man  irgend  wie  die 
eine  Funktion  a  aufgefunden  hat,  entwickle  man  daraus  eine  vod 
den  drei  Veräiiderlicbea  x,  y  und  wie  dies  gerade  am  besten 
geschehen  kann,  und  setze  diesen  Werth  in  die  Coeffizienten  der 
Uleicliung  (a)  ein.  Man  setze  dasjenige  Glied  gleich  Null,  welches 
mit  dem  partiellen  Diü'erentiaiquotienft^n  von  t  nach  der  au  eli- 
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nintreDden  Verr'iiulorlichen  verbunden  ist;  und  man  hat  dann  eine 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  n>it  nur  zwei  Veräfuler 
lieben,  um  rlie  «weite  Fonktioo  ß  zu  hestlminen.  iJa  man  so  je- 
denfalls zu  einer  Funktion  ß  gelangt,  welche  verschieden  ist  von 
der  Funktion  a,  ist  hiermit  zugleich  nachgewiesen,  dass  e» 
jederzeit  zwei  verschiedene  Funktionen  der  drei  Veränderlichen 
z,  j/,  X  giebt,  welche  der  Gleichung  (a)  Genüge  leisten. 

6.  £fi  ^  ^  °^)*  ^^^^  (liei- 
ehang: 

Man  erhält  a  aus  tly  —  adx  =  0 ,  und  deisshalb  ist  a—y  —  <i^. 
Man  eliminire  v  und  man  behält  die  Gleichung: 

dr  ^    ^dt  ^ 

Dorch  die  Integration  von  dz — i/;'(a -|- 2<iar)rf:r  =  0  Ündet  man 
ß = lax — t^(a  -|-  '2ajr)  =  2ar  —  tl>(t/  -f-  ax) ;  und  das  allgemeine  In- 
tegra) schreibt  sich  iu  der  Fornt: 

%t9  =  l|>(y  +  fljr)  ^  9(y — AI*) 

7.  Für  die  Gleichung  =  iwit 

dt  ,     dr  /y\   </t  _ 

Man  findet  sunidwt  «  =       Onveh  die  Elimiratloii  von  y  eut- 

steht: 

dr  ^     .  .«fr  ^ 
Die  Integration  von  dx^  i|>(a)  cZa?  =  0  liefert 

md  das  eVgenielne  Integral  tat: 

8.  Ea  sei  nun  =  ^"^^ 


Weiler:  ItUegiadoH  der  parUelUn  üiSeieiUialgleKhun^m 

Die  Funktion  «  ergieht  »Ich  aus  der  Gleichung  yd^'^iStdx  =0, 
nnd  man  hat  g=y^  ^a^.    Durch  die  filimioatioo  von  jf,  iaden 

man  y^V ce^dp*  einsetit,  findet  eich  zur  BeetipimuDg  tod  ß  die 
Gleichung! 

Darave  folgt  t—TT  -^  .,  =^0;  und  durch  die  Intemtioii eotetdit 
arcein  —  ,  oder  auch 


X 


ß  =  h  —  a. aresin  y-  =       a.arctg— • 

Das  ailgemeioe  integral  liano  demnach  augee^rieben  werden  ia 
der  Form: 

ö..  Es  sei  noch  ^+  r-|  +  Z*  +  ii«0,  worin  FZZ»  If- 
geod  Fvakliteeh  tod  x  ond  y  bedeuten.   Man  hat  '    .  ' 

Die  Funktion  a  entsteht  durch  die  Integration  von  dy  —  Ydx  =-0, 
Zur  Bei^fimn^ung  von  ß  aber  hat  man  die  Gleichung 

trenn  man  7/  mitteii>i  a  ia  den  Coeffizienten  Z  und  Z|  eliaiioirt. 

Man  iiiuiet  aUdann  ,  - 

vrorin  aber  erst  nach  vollzogener  Integration  an  die  Stelle  von  a  die 
Funktion  der  Veränderlichen  «und  jp  vrieder  eingee etzt  nerdeii  darfl 

Man  eieipt  nun.  ffi^h..^in,  dm  ea  nicht  mehr  nie  snrel  vei* 
scViedene  Fiia|ctioi|eii„f:,f||iM  weich»  der  Gkiehuiftg  <a)  genffgen. 
I>eno  man  weise*  j^ups  sich  Tür  eine  DÜerentialgleichung  der  erste« 
Ordnung  mi^nur  z^vci  VeränderücUeip»,  wie  »ie  bei  der  Bestioi- 
nttog  der.  ftw«if^o, j;u«jiy|ien;#  T^rüfgtt.^vr'eine  eiojiige  Fmiktloo 

♦ 

4 
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atr  hMw  V»rftDd€vliehM  fihdet    Da  ntt«  ^(itfisiO  die  «Uge. 
MtMte  Perm  ^  der  endlielieQ  Glelcliafig  Ut»  weraes  taen  die  p«f>  - 

tjetle  Differentlalgleicbung         +  ^(^^  ^  ableiteu  kann,  da  fer- 

w  nor  eine  einsige  endUche  Gleickong  der  Art  ifiGglich  ist»  ee 
schliestft  man  weiter,  da««  diee  ale  allgemeines  Integral  der  pai^ 
tiellen  Diierential^teicbang  angeeeben  werden  muss.  Wenn  atse 
■ehr  aU  swei  FunkUeoen  verliegeii«  welche  der  Gleichung  (a)  an 
der  Stelle  von  t  Genüge  leiMten»  ee  iet  deren  Verschiedenheit 
Dur  eine  scheinbare;  nnd  bei  der  genaueren  UnterSocbong  wird 
■Idi  beraiis»tellenf  dass'  jede  eine  besÜmmte  Funktion  von  irgend 
Bweien  der  übrigen  ausdrfickt,  so  dass  man  immer  wieder  zu  der- 
selben Gleichung  9(aj})r=0  gelangt,  welche  von  den  vorliegenden' 
Funktionen  man  auch  an  der  Stelle  ven  tt  nnd  ß  gebrauchen  mag* 
Man  kann  aber  auch  umgekehrt,  wenn  einmal  zwei  Funktionen 
«  und  ß  bekannt  sind,  aus  diesen  zwei  andere  Funktionen  ^(«jQ 
nn^  ^{tß)  ableiten,  um  dadurch  einfachere  Formen  zu  erhalten, 
«oddäiin  die  möglichst  einlaclie  Integralform:  tpiipiiaß),  ^(«^»»O 
berausteiten. 

Während  man  die  besonder  Integrale  der  partiellen  Dlfle- 
lentialgleichung  aus  dem  allgemeinen  Integral         =6  dadurch 
ableltel;»  dass  man  die  wiHkGhrlicbe  Funktion  fp  angemessen  be- 
itimmtv  so  kommt  diese  andererseits  bei  der  Bestimmung  der 
besonderen  Aufiteungen  niemals  in  Betracht  Man  -erkennt^  die» 
aelben  unmittelbar  aus  irgend  zwei  Funktionen  «  nnd  ßf  woran« 
das  allgemeine  Integral  ansammeugesetzt  werden  kann.    Denn  es 
kommt  bei  dieser  Bestimmnng  bekanntUcfa  aof*  diejenigen  Glieder 
der  Gleichung  9(a|!l)asO  an,  welche  mit  einem  Faktor  vef* 
banden  sind,  worin  m  ein  zwischen  0  und  1  liegender  Zahlenwertb 
ist  Wenn  man  aber  alle  diejenigen  GCeicbungen  s = 0  ansschllesst,  ' 
welche  der  partiellen  Oifferentialgloieiiung  als  besondere  Integrale 
genOgen,  so  bebSIt-man  die  besonderen  Anrißsungen;  und  zv 
den  letzteren  gelangt  man  jedesmal,  indem  man  die  so  eben  w 
gedeutete  Untersiicbnng  auf  die  beiden  einfacheren  Gleicbunge» 
«s«  und  /}ss^  bescbrihikt,  worin  «  nnd  6  als  willkOhrliche  Be-  \ 
stSndIge  gedacht  werden. 

Pie  Bestimmung  voii  a  und  ß  ist  schnierinjer,  wenn  sie  beide 
nur  als  FuTiktionen  der  drei  Veränderlichen  s\c]\  darstellen  lassen. 
Auch  hier  gelanjyt  man  zur  Lnsnnsj  der  Aufgabe,  indem  man  sie 
auf  die  I[ite2:i";ition  e'uier  I)ifferenti;il<^leichung  der  ersten  Ordnung 
mit  mir  zwei  Veränderlichen  zurückführt.  Dies  lässt  sich  zu- 
nächst dadurch  erreichen,  dass  man  die  Veränderlichen  y  und 
jg  gegen,  andere  vertauseht,  welche  als  bestimmte  Funktionen  der 
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CFstere«  s^edacht  werden.  Ei|  kommt  darauf  an,  die  neuen  Vet- 
äi»d(irlicl)en  von  soluher  lieschuflfonheit  anzugeben,  daas  wenig- 
stens die  eine  Tuiiktion  a  nur  zwei  davon  aufnimnit.  Denn  nach* 
dem  man  diese  VerJinderlichea  in  die  l>ifl'or<  ritialtjleiclinng  einge- 
führt hat,  so  nuis»  »ich  dies»elbe  in  der  VN  eise  umgestalten ,  das« 
eine  von  d»'n  tliei  Veränderlichen  daraim  wegfallt,  so  l)ald  waa 
den  entsprechenden  Diflerentialquotienten  von  t  gleicb  ISuU  setzt. 
Man  helmit  dann  zur  Beatiiuniurii,^  (le;r  Funktion  u  in  der  That 
eine  DiäereotialglekbuDg  der  erfit«^o  Orduu^g  j»^  uiw  jkYtmi  V«ih> 

.l)!e"Traiisrormatlon  mIM  fiat  keinen'  Anstand,  so  bald  die' 
nenen  Verftnderlicben  u,  v  und  w  ala  Tunktionen  von  z»  y  und  x 
;;egeben  sind.   Da  nSmIich  das  allgemeine  Integral  ts£:0  als' 
Foliktion  von  »»- und  w  sieb  darstellen  soll,  so  bat  man  so 
i^etzeüi       '    '  ' 

d%  dx  du  .  (h  dv  .  dr  dm 
du      du  dz     äü  dz     dio  dt 

dt  dv  du     dz  do     dt  dw 

-    1  '  r     ■     '         dM        d9  dy"^  dw  dy' 

*  dt  '  dt  du     dt  dv      dt  dw , 

dx     du  dx    dv  dx    dw  dx  * 

und  die  Gleichung  (a)  geht  über  in:  ' ' 

.  ;  s  .  .  .    ■  .        .  .  . 

worin  nodi  die  Bfiminatlon  Yon  zyx  auszufSbren  int 

Aus  der  Lehre  von  dor  Intcciration  der  üiflferentlalgleichungeii 
mit  nur  zwei  Veriindf  i  licfien  sind  die  Untersuchungen  bekannt, 
iroraus  feigt,  das\s  alle  liesnnderen  Integrale  und  besonderen  Aiif- 
ISsungen  der  partieüen  Differeotialglelcbuog: 

*  dz  dz 

bejimnders  ^eignet  sind,  eine  Transformation  in  der  beabsichtig- 
ten Weise  berbeiutlühFea.    IVenu  ^  eiae  Funktion  von  x  und  y 
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i«t,  welche  die  partielle  Differentialgleichung  an  der  Stelle  vonv 
%  befriedigt,  so  wird  mait  angtatt  a  die  neue  Veränderliehe 
gebrauchen.    Wenn  aber  mehrere  Funktionen  der  Art  voiTieojpn, 
in  der  Form  i—fiyxai)^  z  = ,r cf.,"), *  n.  s.  w.,  welche  «ifh  nur 
durch  die  Besfändlffe  n  von  einander  unterscheiden,  so  wird  man 
am  vortheilhattesten  die  Gleichung        f{tf  xa)  nach  a  auflösen, 
und  dann  die  so  hestirnmte  Piinlction  0"=  (p(zyx)  als  neue  Verän- 
derliche an  die  Stelle  ir^^end  einer  der  urspriinslichfn  in  die  Dif- 
ferentialgleichung einffihreni.    Es  hatulelt  sich  also  hier  nur  um 
die  Bestimmung  von  besonderen  Integralen  nnd  besonderen  AuJ- 
lüsungen.    Da  übrigens  auch  solche  Funktionen  bei  der  Trans- 
formation fiirderlicli  sind,  worin  die  Veränderliche  z  nicht  vorkommt, 
%p  da«s  also  auch  von  einem  veränderlichen  Werthe  t  keine  Rede 
sein  kaon,  o^er  da  vielleiebt  an«  der  fragticben  Funbtioo  eine  d«r 
beiden  andern  Verfid«iiidi«n  y  tod  m  leichter  «totwiekelt  wird  aU 
die  V«ränjiierMcbe.z»  ao  mag  hier  die  Benevking  nicht  onpeeeend 
eeln,  daee  die  beiden  partiellen  DiSeretiliidgleicditingeft:  . 


mit  der  oben  gegebenen 


einerlei  Integral  halien.  Denn  wenn  es  sich  um  die  Hestimmung 
jdefl  loteginls  vs=0  bAndelt«  ao  gilt  jedesmal  die  Gleicbmg: 

« 

Jene  anderen  partiellen  Differeiiiialgleiebangen  aber ' werden 'elcyh 
bei  der  versuchsweisen  Ermittelnng  tfer  beeehderen  Integrale  und 
der  besonderen  Auflustingeu  unter  Umständen  \H)rtheilbaft»r  ge- 
brauchen lassen  als  die  urapranglicbe  Differentialgleichung. 

•  •  ,     '  '  '  •        '  '  * 

'  la  Es  sei  (af+y)ar2j+(«+ar)^^  =  (y-|.x)f.  Blau  bat liief 
die  Glelchnng: 

Setst  ifian  t^mg        so  gehlHlto  IMttcitt1l«%1eicbung  über  la 
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212  Weiter:  MMe^reaidn  der  jwrMMm  Dlf^HrmkUgieickungeH 

fii(fli— 1)9  0.  Unter  derselben  Bedingmg  genügt  man  dutdbl 
%  s  jffjr.  Man  nehme  develialb  eneMitt  x  vnd    die  aeaen  Yeil»> 

•  t  T 

derlichen  0=-  und  .  Die  Gleichung  (a)  ^eht  dann  fliier  in; 
eder,  wenn  man  y  und  x  eliminirt»  in: 

ja-l 

Man  bestimme  «  aus  (« — l)£^o— (c — l)Jii  =  0.   Dann  ist  «r=^^« 

da  noch  die  andere  Funktion  ß  zu  erhalten,  i»o  elimtaire  man 
ti  mittels  tt.  Man  hat  «  =:  «(a^l) 1»  nud  deaabalb  aur  Be* 
atimmung.von  ß  die  Gleichung: 

7    J(e^Tj    «(a — I)« + a  —  l  ^ 
V^enn  man  hier  In  die  partiellen  BrCIche  xerlegt,  ae  entaCeht:- 

,     *         dz     dv      -ilr  ctdc 

ziv-^l)*        z(a  — 1)s 
Uaraua  folgt  aber  1^  =  1)4.1)  = 


tca 


Nimmt  man^  um  zwei  symmetrische  Funktionen  au  erhalten, 
^0*= — — —  anstatt  er,  und  aetst  man  angleieh  die  urepriing* 

liehen  Veränderlichen  an  die  Stelle  von  u  and  v  wieder  eiUf  ao 
bat  man  das  altgemeine  Integral: 


tlx  dl 

11.  Ba  ael  nun  («x— 3f)^  —  (Äf— a:)^  ÄÄjf— o«.  Man  hat 
die  Gleidiung:  • 

Man  genügt  durch  x=m^-^nx,  und  findet  zur.  Bestimmung  von 
al  und  n  idie  beiden  Gleichungen;  * 


I 
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» 

(dm— Hfl)«  s  m  4 

Daraus  folgt  m-|-a=0  und  ii-}-6  =  0,  und  man  gelangt  zu  dem 
i  besonderen  Integral  z-\-ay-\-bx=iQ.    Man  setze  nun  an  die  Stelle 
Ton  2  die  neue  Verftnderlicbe  w'=zt-{-a$-\-^  ein,  und  die  Glei- 
chuog  (a)  geht  fibar  \n  die  folgende: 

■  oder  auch»  wean  z  oHmioirt  wird,  ias 

DaraM:««gialit  eich  a  =;  tü,  lÜBd  liaa«  die  andere  Fualitioa  ß  daMk 
dfte  lolagrafioii  der  ISloicbung: 

((a>-h  l)y         ~  aie)4l^  -|-  ((6«  -M>r  f  a6^— ?s  a 

Man  findet  jS  =  («^  H).y*f 2aÄj:y+(6«+l)a?*— 2(a^iÄar)ic.  ^iiuimt 
man  aoatatt  §  lieber  den  Ausdruck 

60  zeigt  sich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form 

dz  dz 
Ul   Es  «ei  **^  +  (»4^^*;^  =  («?^l)«V   Man  hat: 

-Setzt  man  z  =  inj;^«  so  besteht  die  Gleichung  (m  -|- 1)^  as  a*»  Man 

«nehme  dessiialb  anstatt  f  die  neue  Varftiiderllebe  -  Bio 

Gleichung  (a)  geht  dann  über  in: 


oder,  wenn  man  nun  %  eiiminirt. 


Digitized  by  Google 


.^14  Weiler:  hiiegyaiioa  der  parife^ieu  Q^ffßrßtUiid^chungen 

Die  Fooküonen  u  und  ß  «rgelien  sicl^  demnach  aus  den  Glei- 
cliiiiig«n: 


v: ' 


dx  ,        dw  dff  ^    {w-\-  \)dw  ^ 


Pit  ietiiUri?:  liefert  /5 = 2/y  +  /((eu  + oder  «neb 

Um  die  erstere  Gjeicbung  za  iDtegnreii,  schreibe  mao  de  io  der 
Form: 

dvo  dw 


 h     Ii  .  I  i 


=  0. 


Daiius  findet  man  u  =: 2fl/a; -|-/(to-f- 1       — /(to  +  14«)«  oder  aucb : 
^  ^  ^    ^    Man  neboM  aber  anstatt 


«  und  die  beiden'  einfacheren  und  Y  ^*  ^^i'  bat  daa 
aligeawine  Integral 

"  -    -  vix'yi-^  +  1  -  a),  1  +  a))  =iO.  '  - 

.  13..  En  sei 

dz  d" 

Seist  man.  hier  %^mtf^nx  ein»  na  erblK  nten  zur  Bentinunuiig 
vod  m  und  n  die  beiden  Gleicbungen,: 

:  ^      : '((«  ^  ^X«- 1)  +  («  4^  1)  =  0, 

((a-Ä)(jt  + 1)  +  («-e)(w-.l))(ii- 1)  ==  a  - 

Daraus  folgt*  n  =  l  und  =  1  und  w  i=  —  1 ,  m  =  1 

und  ?i=  1.  Man  hat  also  die  drei  besonderen  Integrale  i^y — ar  =  0, 
t — y-i-xs=:^  qnd  x-^^-^^r  sO.  Alan  bfinge  nun  in  die  Glei- 
qbnng  : 

■  w  . 

* 

an  die  Stelle  von  ^»     und  %  die  neuen  Veränderlichen:. 

«  =  «  +  y— e«*— y  +  ar,      fe=s— z+y  +  jr. 
Dieselbe  gebt  dapu 'Liber  ias 
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m5 


*  dt 


dm 

«Ihi;  #«11»  man-  1U0  V«rftndcricben     ^  ihmI  x  eliminirt»  in  1 


.Die  .Jb'^iiktioAeii  n  mi^     er|(«b«n  «icli  aus  de«  Gicicluuig«»! 

( — a b c)wdv (a — ^5  +  c)prfir  =2  0,  , 

'Mm  findet  die  Werthe: 


a 


'^!an  8et7>(?  die  ur.sprüni?Iie>ien  VerämicHioben  wieder  eiü,  Utt4 
luao  bat  da«}  allgemeine  lutegrai: 

Wenn  nun  auch  das  vorhii)  angegebene  Verfahren  ganz  geeignet 
ist,  die  firösse  a  als  Funktion  der  drei  V^eräuderlirfiefi  >/  und 
a:  zu  bestinuiicf),  so  giebt  es  doch  aucb  p}ille»  wo  die  KeiHitui»«» 
von  besonderen  Integralen  und  besonderen  Auliosungen  nicht 
ausreichen  wurde,  um  durch  die  vofgeschriebenen  Transformatio- 
nen eine  Differentialgleichunj^.  ddr  er»t%n  Ordnung  mit  nur  z%vei 
Veränderlichen  herbeizufiBhren.  AndererMÜ«  kommen  hier  aucb 
diejenigen  Falle  in  Betracht,  wo  di«  bebänderen  Integrale  und  die 
besonderen  Auflösungen,  wenn  auch  TietleichC  In  der  genannten 
Absicht  'nirdertich,  doch  tiicht  einfacher  sieh  darstellen  ab  die 
fonktion '  et  selber»  xu  deren  Ermittelung  dieseHien  verwendet 
werden  «eilen,  in  eolcbee  FilleH  Ist  man  veranlaeet,  die  GrSeeia 
a  nnmittelbaf  ala  Funktiea  der  drei  Verfinderlicifen  ferauchawewf 
m  bestimmen.  Da  aber  eine  derartige  Bestimmong  auf  ünt^'- 
Ilucbangen  gegrdndet  Ist,  welche  sich  besser  verfolgen  lassen^ 
Wenn  sie  sogleich  auf  die  allgemeine  partielle  DifferentTa!glelchun|[ 
nitfi-l-]  Verftnderllchen  bezogen  werden,  s^  alehen'wir  eä  vor, 
erst,  weiter  unten  darauf  einzugehen,  und  betrachten  jetzt  diepar* 
tlelle  DifferentialgleichQi^  mit  aieh«  aU  4rei  Verinderiichen. 
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316  Weiler:  /mgnaum  4eK  >pmäakm  iHi:tBiitialgleiekHn9en 

Das  allgemeine  lategral  ^er  partifljleu  Diflerentialgletcbuog 
wM  vi«r  Verfinderlirbeo: ' 

worin  \S\  X,  Y  und  Z  irgend  Funktionen  der  Veränderlichen 
to,  f/  und  2  sind,  iSsst  sieh  in  der<Form  <p(«^y)  =  0  anschrei- 
ben, MO  (p  eine  willköhrliche  Punktion,  a,  ^  und  y  aber  bestimmte 
Fenltionen  der  Veränderlichen  bezeichnen.  Denn  die«  ist  die 
allgemeinctte  endliche  (ileichung»  '.^urau«»  die  vorliegende  Differea- 
tialglcicliang  abgeleitet  werden  kann.  Durch  Differentiation  ent- 
stellen die  drei  Gleichuugeo: 

* 

1. 

I 

dM\dzd^^  dyj  +  dp\dt  dy  ^  dyj  +  dy  \dx  dy  ^  dy)  ^^*. 

dupfd»  dx     da\    d^  /dß  dz     dß\     dtp  /dv  dt  dy\ 

.3. 

d^^dm  4*'\  d«\  .  dtp /"dß  dt  .  #^  .  rfyAV  dz  di\ 
diyXi  d»'*'  dwj  ^  dß  \dz  dw"^  du>)^  dy\dz  'Si^dw)"^' 


Aoeeer  deo  willkObrliehen  GrOMe»  0  ^  Ule»t  ekb 
jUier  hier  nicht«  weiter  elirainiren. 

Wir  betrachten  nun' die,  partielle  Diierentialgleichiing 

als  das  Resultat  der  Elimination  von  (p  aus  den  drei  Gleichungen 
1.,  2.,  ^  und  bcschnftigen  uns  mit  der  Bestimmung  der  Funktio- 
nen, er«    und  y.  Es  versteht  sich,  das«  die  Elimination  der 

»  dz  dz 

fofentlnl^iiofientefi  "j"^*  ^  «wlachen  den  Gleichurigeo 

1.,'  2.,  3.  und  der  partiellen  Differentialgleichung  zu  ejner  identi- 
schen Gleichung  l'iibrt.  Man  stelle  das  allgemeine  l|itegrai 
rf;{u  ßy)  z=:.Q  abkürzend  in  der  Form  7  =  0  auf,  und  die  Gleicl|||n* 
gen  1.,  2.»  3.  zeigen  aich  dann  in  der  folgenden  Form: 
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df  ilar  +  ito  — 

dz  dw  ^  dw 

t 

Dufeh  die  Eliaii»atli»D'  der  DÜBrentialquotieoten  estoteht  die 
GleicbuDg: 

«~  dx      «.  dx      ..aT        dt  A 


der  man  aUo  genügt,  sobald  fp{a.  ß  y)  an  die  Stelle  von  r  kommt. 
Wegen  des  willkfihrMclien  <p  mui»a  diese  Gleichnnsr  fortbestehen, 
wenn  man  anstatt  (p(a  ß  y)  irgend  eine  der  drei  Funktionen  a,  ß 
und  /  einsetzt.  Es  kommt  also  darauf  an,  drei  rerschiedene 
Funktionen  der  Verfinderlicben  y,  x  und  10  anzugeben,  welche 
an  der  Stelle  ven  9  der  Gleicbong  (a)  Genüge  leisten.  De««  der- 
artige  Fonktfonen  jedeemal  möglich  elnd,  diee  unterliegt  keinem 
Zweifel*  da  dieeelbeo  ebne  irgend  eine  Beeebrinhung  alle  dieje- 
nigen Grfteaen  aolhehmen  dürfen*  welebe  auch  in  der  Gleichung  (a) 
▼erkemmen. 

Dieselljen  Rechnungsoperationen,  welche  vorfiin  bei  der  Be- 
stinimuiit;  des  allgemeinen  Integrals  einer  partiellen  Differential- 
gleichung mit  nur  drei  Veränderlichen  auseinander  gesetzt  wor- 
den Bind,  er\^ eisen  sich  auch  hier  als  fiirderlich.  Vor  Allem  ver- 
schaffe man  sich  einen  Ueberblick  darüber,  in  welcher  Anzahl 
die  Veränderlichen  in  den  gesuchten  Funktionen  vorkommen. 
Wenu  Z  —  O,  so  genügt  man  der  Gleichung  (a)  durch  a~z,  weil 

dann  ^stOt  und  iet.  Wenn  man  von  den  vier 

partiellen  Difeentialqnolienten  von  t  irgend  awei  gleich  Nail  setzt, 
wd  wenn  dann  die  übrig  gebliebenen  Glieder  der  Gleicbong  (aj 
die  beide))  jenen  swel  Differentialquotienten  enteprecbenden  Ver* 
inderlicben  nicht  mehr  enthalten*  dann  genügt  eine  Fnnktien  der 
beiden  andern  VerSnderlicben.  Wenn  man  nur  einen  ven  den  vier 
Differc»itial(|aetlenten  von  t  gleich  jNull  eetstt  und  wenn  dann  die 
entsprechende  Veränderliche  in  den  übrig  gebllehenen  Gliederm 
der  Gleicbong  (a)  nicht  verkommt*  dann  findet  alcb  eine  Fnnktien* 
worin  eben  diene  Verftnderliche  fehlt 

Man  wird  bemüht  sein,  die  Anzahl  der  Veränderlichen,  wel^e 
in  der  gesuchten  Funktion  toi  kommen,  durch  Transformation  zu 
vermindern,  indem  man  an  die  Steile  der  Veränderlichen  2  y  a:  und 
te  irgend  Funktionen  davon  als  ueue  Veränderliche  einsetzt«  In 

Thsii  JUgUU.  *  15 
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Weiter:  integraUm  tkr  perätilm  BUfurnUitUgUUbungen 

dieser  Absicht  \\\r^  man  alle  besonderen  liitcijrale  uiid  besonde- 
ren AiiHö»i]i)gefi  ilrr  parti**!lf>n  Differentialgleicfiung  benutzen,  «  eiche 
man  durch  Probiren  aulm  lurulen  hat.  Insbesondere  aber  bediene 
roaii  sich,  u<an  schon  die  eine  oder  die  andere  der  FuiikttoueD 
a,  ^  uud  y  hel<annt  ist»  ebcni  die*ier  i  unktionen,  weil  dieselben 
in  der  genannten  Attsieht  jedesmal  förderlich  ^ind.  Führt  niaii 
liftmlich  an  die  Stelle  irgeitil  einer  der  Verhnderlicben,  so  vnm. 
«lies  gerade  >ani  bequemsten  aoftfährbar  ist,  etvia  an  die  Stelle 
.von  10,  die  Fünktion  ^  In  die  Gleichung  ,(a)  ^iu,  so  gebt  diese 
über  in: 

Da  aber  nach  der  Voraussetzung  die  Funktion  a  der  Gleichung 

(fl^  genfigi^,.  ao  verachwindel  djcr  Fakter  v^o  und  ea  bleibt  dite 
einfaebere  GMcbnng:  « 

deren  CeefBzienten  non  Funktionen  Ton  z,  //,  x  und  a-aind.  1)ie 
letate  Gnisse  tritt  hier  ala  Beatfindige  auf  qnd  ß  xelgt  aich  ala 
Funktion  von  nur  drei  VerSnderlichett.  Ebenso  findet  alcb,  vi'eun 
die  beiden  Funktionen  «  und,  ß  bei  der  Elimination  von  x  oud  w 
beuutxt  vrerdeUtf  aar  Bealtinniunf^  von  y  die  Gleichung: 

deren  Coeflisienten  Funktionen  von  y»  u  und  ß  sind.  DieFanktion 
y  baatimmt  aicb  dann  aus  einer  Differentialgleichung  der  graten 
Ordnung  mit  nur  awet  Veranderlicben. 

Bei  der  Bestimmung  der  Funktionen  <t,  und  y  hat  man  vvnll 
KU  beachten,  dass  nicht  die  eine  davon  oine  bestimmte  Funktion 
der  beiden  anderen  sei,  weit  «onst  q){u  ß  y)  —  {^  nicht  mehr  das 
allgemeine  Integral  vorstellt.  Om  zu  erfahren»  ob  a,  ß  und  y  drei 
veradhiedene  Funktionen  der  VeränderllHien  sind,  so  eliminire 
man  auiiftcbat  irgend  eine  der  VerSnderKcben  :,^,;poni1w  mittels 
«  ana  der  Fnnktion  ß.  Wenn  bei  der  Eliniinatien  nicht  auch  die 
drei  andern  Veränderlichen  wegfallen,  ao  weiea  man,  daaa  a  und 
(Sj  veracbiedene  Funktionen  aind.  Man  eliminire  nun  weiter  irgend 
swei  von  deu  vier  VerSnderJichen  mitt^la  «  und  ß,  ayi^,  d/^i  Fnnk* 
tion  Wenn  durch  die^e. Elimination  nigleicfa  die  beiden,  and€tti|. 
Veränderlichen  we^fallen^  eo  iat  die  Fuolcttfn  y,.piir;.eiii^ 
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dang  de>  Funktionen  «  und  ß,  Wenti  aber  nac6  Toltsogenw 
Elimination  die  eine  oder  die  andere  Veränderliche  in  y  zurück* 
bleibt,  so  hat  man  die  Gewissheit,  dass  dies  /  eine  dritte  Funk- 
tion der  VerSnderlichen  Torstollt  Man  siebt  ein»  dass  diese 
Bedingungen  sich  erfüllen,  wenn  man  die  jedesmal  aufgefundene 
Funktion  sogleich  als  neue  Veränderliche  an  die  Stelle  irgend 
einer  der  ursprünglichen  in  die  Gleichurfg  (a)  einffihrt,  da  eich 
dann  die  nächste  Funktion  durch  die  schon  bekaDDten  Funktionell 
uod  die  noch  fibrigen  Veränderlichen  aosdrfickt. 

•    Zur  ßestiinmang  der  Funktionen  a,  ß  und  /  bat»man  die  Gieichnng: 

/-\  dt  ^     dx  ^     dt         dt  ^ 

b  Cndm  «ich  sird  Fuiiktionen ,  von  (lenen  die  eine  nur  x  und  y, 
die  andere  nur  %  und  w  einscbliesst.  Dazu  dieaen  die  Gleichungen: 

ffd^'—^dsR^O  und  sib— «0c2ttrs=€L 

Dorch  die  Integration  entsteht: 

U^f^—^  und  ßssz^-^wK 

Ellminirt  ninn  damit  ^  und  x,  so  behält  man  zur  ßestimmnng  von 

f  die  Gieiciiuijg ; 

V?+5*  ^  +  V^+^^=a 

Man  schreibe  dieselbe  in  der  Form : 

dto  dx 

und  die  Integration  liefert: 

■ 

Du  aNgemeine  4ntegral  aber  lat : 

■1«.  Baid  «^4-^^-(«jf-l-«»)^+M^i3r^0. 
Man  hat. hier  die  Gleichung: 

16* 


,  .  dx      ilt  dt     .  i  ,     N*'^  » 

(a)         ^  +       -  H  +  «0^  -  («  +  ^y) 5i 

»ir 

iVlau  erb&lt  a  «us  foi2;i; — ^€^  =  0  oder  a=— •  EUmiiurt  maii 
daniii  ir,  «o  entsteht  die  ueue  Gleichung: 

Man  genflgt  durch  m,y=::0,  denn  wenn  man  dies  einHetz^,  so 
hat  man  aar  Bestimnumg  von  m  die  Gleichung  m^::^«.  .  VertaHScbt 
man  nun  y  und  %  gegen  die  neuen  Verfinderlicben  «sx-t"  jfV«. 
und  tss-!-yVo,  so  erhäJt  man  xunäcbat: 

*  ^  "  ^" + +y  V«)  3^  —  (o— «i/«)  {«— yV«)  ^  «  0. 

Die  Elimination  von  y  und  f  iiihrt  auf  die  Gieiehung: 

<^     .   ^     ^  ^  dt     ,        ■  y  V 

unlf  die  Fnnktioneo  ß  ond  y  ergeben*  aieb  ans: 

Die  Integration  liefert: 

ßzsvußü^*  und  yÄ©M>«e-<H'«. 

Wenn  man  die  urapranglicben  Ver&nderlicben  wieder  einsetst» 
•o  ist:  ,  ■ 

/5  =  (i  +  y  y^^)tü»e^'"   und   y  =(z— ^  Y^^uj'^e-V 
16.   Es  sei  noch 

(*  +  y + ar)  ^  +  (»  +   + »)  ^ -f  (z  +  « + lo)  ^  s=  5f «  4  le. 

Man  bat  hier  die  Gleichung: 

(a) 

Die  partielle  Differentialgleichung  liefert  die  besonderen  Integrale : 
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* 

Man  gebrniehe  deiwhalh  4ie.aetieit'V«r8ii4erlieli6n: 
Die  Gleichung  (a)  ^ht  aaniehsf  Obar  im 

Elimloirt  maa  nan  die  VerSnderliciieD  x»y,«  und  w,  aohat  man: 

3,1  l5l     ^rfr   ^dt  ^ 

*      du      dr      ds       dt  ~^ 

Darana  ergebao  aich  leicht  die  fraglichen  Funlclteoeo*  Man  crbSit: 

Wenn  man  die  vorigen  Veränderlichen  nieder  einsetetf  ae  llaat 
aicb  das  allgaoieiiie  integral  anacbreibea  in  der  Farm: 

Man  ubersieht  nun  leicht»  wie  daa  allgeneiae  lotegtal  dar 
partiellen  Differentialgleichung: 

aich  gestaltet,  worin  Z  VÄ  W....  irgend  Funktionen  dern-|-l  Ver- 
änderlichen zyxw.,*.  sind.    Dasselbe  ist  dargestellt  durch  die 

Gleichung  q)(a  ß  y ....)  — 0,  wo  cp  eine  willkuhrüche  Function  und 
aßy„..n  beätinunte  Funktionen  der  n+l  Veränderlichen  vorstel- 
len.  Um  diese  Funktionen  zu  bestiuimeu,  hat  man. die  Gleichung: 

Jede  von  den  n  Funktionen  a^y....  muss  dieser  Gleichnog  genü- 
gen», wenn  sie  an  die  iStelie  von  %  eingesetzt  %rird. 

17..  £a  aei  1.8. 

M    m  ,      m.  .     mi^  s  .         dx    .  dx^ 

Das  allgemeine  Integral  ist  rp(tt  ß y  S  e  ,  und  zur  Bestim- 

mung der  aeclis  Funktionen  hat  man  die  folgende  Gleichung: 


Hau  fibeneagt  sich  leicht,  das«  die  vier  retsehiedeDen  FuuiktioQeii: 

, .'      ■  '    '  '  ' 

nod  • 

genügen.  Um  noch  zwei  weitere  Funktionen  zu  erhalten«  eiiini- 
nire  man  die  vier  Veränderlichen  Wi,  Xi,  und  w  mit  Hilfe  Her 
vorliegenden  Fanlctiooea.  lo  dieaer  Abaiöbl  iiilde  mao  aunäcbst 
die  Wertbe: 

(m?  +  «• =  «w  +  dar  —  , 
iiod  die  EiiminatioD  tod  tO| ,  j^i  nad     folirt  auf  die  neue  Gleichiuig: 

w 

-  .  rfr     .      .  _         .  dt   ,    ^  _  -/fr  .  rfr 

(«w  -  aar        ^  +  («w  +  dar—j^)  ^it^"^"'^^*"''^^^  dt 

Um  BUB  auch  to  zu  elimiuiren»  hat  man  die  GleichuDg: 

An  die  Stelle  von  »  und  y  (Itihre  man  aber  aoTor  eocb  die  neaeo 

Veränderlicbeo  r  =  V «o^  uud  eio»  J^an  hat  deM* 

y 

halb  einzuaetzen: 

.«  . . 

dt         dr      dt   X  dt      \  dt     dt  *  ^ 

dw~'  r  dr'    dx     r  dr  *  y  dt'   dy"^  r  dr     y  d$' 

ned  man  erhillt  die  folgende  Gleichung: 

da  nSmlieh         —  (a-|-|3f)  ist.  Zar  Beatimmong  der  fflnileo  and 

y 

sechat^f).  Funkti4^,  bftt  «uah  de9»pap|)  4^  bjeideo  Qijii^uDgen : 
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»1       r/r  ySfls  (fr 

Tn  dptii  BisfMuigeii  i^t  nach  «ncl  nach  fflr  drei,  vier  uiif!  mehr 
Veramlerliche  irezei^t  claiü«  die  Funktioiieu  aßy..*.,  welt*h# 

der  partiellen  Differentiaii^ieichung : 

Genüge  teinteii,  in  vielen  Fftlfon  aus  einer  Differeiitialgleichani^ 
der  eritteii  Ordnung  mit  Hur  zt«ei  Verapderlicben  erzielt  «wer- 
den. Wenn  nun  aber  dies  nicht  möglich  i»it.  da  nKmllcfa  dit» 
Grossen  a  ß  y  . . . ,  unniitielhar  i\\h  Faiiktionen  ven  nelir  tfte 
•twei  Verlinderl icheu  dargentellt  werden  niiltisen,  schlage  maa 
den  folgenden  Weg  ein.  Man  gehe  dt  r  unbekannten  Funktion 
Tfr^oebewei^e  eine  he^tininite  Form  tu  Hexug  auf  eine  oder  auf 
nehrere  von  den  Veränderlichen  zffxto*^*  Alan  «cbreibe  alao  s.  B* 

a  =  Aj  -f-  I«,,    a  =  7 — j- —  f  V,  wo  A,  fi,  v  noch  ünhei^tinimte  Funktio- 

ien  der  übrigen  Verlindoi  Tu  hen  y  x  w..,.  sind.  Diese  Fnnklionen 
tetse  man  in  die  i»i«icba«g  (a)  an  die  Stelle  ven  t  ein*  Mao 
ordne  nach  Potenzen  und  nach  den  sonst  noch  vqrkommendeo 
Funktionen  derjenigen  Veränderlichen»  deren  Vorkommen  festge- 
stellt worden  ist,  uni  dann  den  genieiosamen  Faktor  jeder  ein- 
zelnen Funktion  für  sich  versA'hwinden  zu  lassen.  Anstatt  der 
Gleichung  (a)  hat  man  dann  mehrere  andere  |iartiel!e  Differential- 
gleichungen der  ersten  Ordnung  und  de.««  ersten  («rades,  woraus 
die  noch  unbekannten  (ilieder  der  fraglichen  Funktion  zu  hestim- 
men  sind.  Die  angenommene  Form  der  Funktion  muss  aber 
m  eingerichtet  sein,  dass  die  \  orlicj^eiiden  DifTorentiafoIeichnngen 
durch  schickliche  Eliminationen  in  andere  partielle  Differential- 
gleichungen der  ersten  Ordnung  niid  des  er^ttMi  f^rades  liher^i'hen, 
fon  der  Art.  dass  dleselljen  in  einer  hestininiten  IJerhenfol'je  sich 
inteffriren  lassen,  da  dann  von  den  noch  ind)rkantiten  (>lit dem 
jedesniai  mir  ein  eiii/ii^e«:  als  ahhiui^ijie  Veränderliche  aultritt. 
Dies  lässt  .«;ieh  in  allen  Fällen,   tind  um  so  eher  erreichen,  je 

mehr  Veränderliche  2  7/  x  in  der  gosiiohtefi  1  unktion  schon  durch 

die  V  oraussetzung  fesfi;<'sterit  sind.  Es  kommt  nur  darauf  an.  dass 
man  auf  diesem  Wege  für  die  unbestimmt  gebliebenen  Gliecier 
VVerthe  findet,  welche  allen  Differentialgleichungen  Genüge  lei- 
sten. Denn  wenn  man  nicht  alb  n  jenen  Differentialgleichungen 
genügen  kann,  so  muss  man  die  Voraussetzung,  von  der  man 
ausging,  verlassen,  um  dieselbe  Untersuchung  auf  eiue  andere 
Vomussi^tzinig  zu  grOod^^ti..   
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Insofern  bei  der  so  eben  angedentf  ton  Kechnung  ein  und  die- 
selbe unbekannte  Grösse  gleicbzeiti^  in  njehreren  partielii^ii  Di(- 
ferentialglelchungeu  auftritt,  hat  iiiait  es  noch  juit  einer  anderen 
Aufgabe  zu  tbuu,  deren  Lösung  einer  besonderen  Betrachtung 
bedarf.   Weoo  nämlich  ausser  der  partieilen  Uiffereotialgieichung 

Boeh  tiM  aodcre  partielle  DiffBrentialgleiekmig  mH  Üenaelbeo  Vcf« 
iaderlichen 

«1  -     ^+ A. +  ITi  35  + .... » 

eder  auch  noch  mehr  derartige  Differentialgleichungen  vorliegen, 
80  darf  man  nicht  erwarten,  dass  sich  linnter  eine  Punktion  fin- 
det, welche  gleichzeitig;  die  verechiedenen  partiellen  Differential- 
gleichungen erfällt.  Wenn  aber  die  CoelÜsienteo  dieser  Diffe» 
rentialgleichungeit  die  erforderlichen  Bedingungen  eingehen,  so 
kann  es  vorkommen,  dass  nicht  allein  eine  derartige  Funktion 
Oberhaupt  besteht,  sondern  dass  diese  auch  wiUkfihrliche  Funktio- 
nen der  Veränderlichen  einscbliesst.  /Wie  man  za  der  all<;eniein- 
•teo  Gleichung  gelangt»  welche  den  verschiedenen  partiellen  Uif* 
ferentialgleichangen'gleichseitig  Genüge  leistet,  diee  soll  nao  noch 
geselgt  werden. 

Die  Metbode,  der  man  sich  dabei  bedient,  kann  leicht  auf 
Jede  Ansah!  partieller  Differentialgleichungen  ubertragen  werdea, 
wenn  nie  einmal  Rir  zwei  partielle  Differentialgleichungen  fcstge* 
stellt  let  Wir  beechr&nken  uns  hier  auf  die  beiden  Gleichungen: 

Die  endliche  (ileichunj»  ,  welche  gleichzeitig  genügt,  sei  ir  =  0. 
Mau  kann  dann  diese  Gieicbungen  auch  in  der  Form: 

anschreiben.  Das  allgemeine  Inteq;ral  der  Gleichung  I.  ist  be- 
kanntlich (p{a  ß  y.  ..,)=s^O,WQ  cp  eine  wÜlkührlicbe  Funktion,  er  ß  y.«.« 
aber  n  beatimmte  Funktionen  der  n-^l  Veränderlichen  2j^xie.«.. 
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sind»  welche  der  Gleichung  (a)  an  der  Stelle  von  t  Genüge  lei« 
sten.  Nqd  hat  man  aber  die  weitere  Aufgabe,  die  Funktion  9 
wo  möglich  so  anzugeben^  dass  9=0  aacfa  die  Gleickong  2.  be- 
friedigt. In  dieser  Absicht  betrachte  man  die  Grüeee  x  auch  in 
der  Gleichung  (b)  ale  Funktion  der  Ver&nderlieliea  ußy....  and 
setze  also: 

^     rfr  ^     rfr  rf^  dtdy 
dx^da  dx^  dß  dx^  dy  dx^'"'* 

■ 

Schreibt  man  die  Gleichung  (b)  abkarMed,  ia  der  Fena  (f)  ss  0» 
ao  bat  »an  die  tranaforniirte: 

Man  ellmfmre  in  den  Coeffizienten  («),  (/?),  (y)....  von  deo  fl  +  l 
Veräridorlichen  tya-w....  irgend  n  mit  Hitfe  der  Funktionen  aßy,... 
Wenn  bei  dieser  Elimination  zugleich  die  letzte  VerSnderijch« 
hinausfällt,  so  hat  man  die  (»ewissheit,  dass  sich  9  in  der  ange- 
gebenen Weise  bestimmen  l;isst.  Aber  auch  dann,  wenn  nach 
vollzogener  Elimination  die  letzte  Veinnderliche  in  der  transfor- 
mirten  Gleichung  (l*')  zurückbleibt,  kann  es  vorkomnjpn,  dass  eine 
endliche  Gleichung  zwischen  den  Veränderlirhen  besteht, 
welche  Genüge  leistet.  Denn  ordnet  man  alle  Glieder  nach  Po« 
tenzen  und  sonstigen  Funktionen  der  xuriickgehlieUenen  VerSn- 
derlichen,  so  zerfällt  die  Gleichung  (b')  in  mehrere  andere  par- 
tielle Diiferentialgleichungen,'  aus  deren  jeder  die  Grösse  t  als 
blosse  Funktion  von  aßy,...  hervorgeht  üiejenige  Funktion  aber, 
welche  auf  dem  soeben  angegebenen  Wege  dargestellt  wird,  da- 
mit sie  alle  diese  partiellen  Differentialgleichungen  befriedigt« 
genfigt  auch  den  beiden  Differentialgleichungen  1.  und, 2. 


18.  fia^aelell  sp  fntefrireiir-  -  ^       '  i 


>  1 


*1 


r  0. 
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Da«  'aHgemeine  Integral  der  Gleicht!n|>  1.  ist  (piaam)ssi^ 
iroHn  usswzi-xy.  Die  Gleichung .2.  gebt  dessbalb  tiber  Id: 

Die  ElimiDatioti,  von  i  mittele  a  giebt: 

*  .      dt       dt  ^    dt  ^ 

woraes  v  in  der  Thal  ale  FunkCbn  vonüfaa  gefunden  wird.  Daa 

aUgenieine  Integral  9  (  -  »  ^)^^*  ^'^^  Gleichung 

ist  zugleich  daa  allgemeine  lategral  der  beiden  Gleichungen  1.  und  2. 

>  19«  £s  aei 


und 

Dae  allgeinelne  Integral  dei*  Gleichung  l.  iat  ^(a  e  tp  worin 

f  asS' —  ' '  * 

■ 

Die  Gleiebiing  (b')  zeigf  ■tcb  ia  der  Fterms 

.  0»')  +»(«£+3'£)+^^H?^(j^£+a£)=A 
Um  X  mittels  «  au  elimiiüren^  achrelbe  man: 

l^ai^aua  findet  ma*  die  Wertke: 

Söttl  man  dies  elb»  ao  erhitt-man  die  neue  Gleichung: 
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DftU^  «  als  Bestln tilge  avftrllt«  io  seigt  aicli  das  al^meiae 
lotegral  ia  der  Ponn  s 

and  a<twt  entspricht  gleichseitig  den  beiden  Diffeientialgleichao* 
geo  1.  nnd  % 

20.  Hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

-         dl  ^       dl       dt  ,      dl         dz  ,     dz      ^  * 

so  schreibt  man  das  allgeiueioe  Integral  der  ersteren  Gleicbucg 
in  der  Form  x^^u  ßwt^i  «i)»  ivorin  «as^  and  tfs^  an  setzen 

Ist  Die  andere  Gieichong  gebt,  wenn  s  und  y  durch  die  neuen 
Veiinderiieben  u  and  ^  eraetst.  weiden.  Ober  In: 

dz  dl      ^/  dz        dz        dz  \ 

Man  muss  hier  zerlegen  in  die  beiden: 


</mJi       d^i^  ^  dy^  ^ 

Der  letztsten  geailgt man  durch  ss^(«/f  d),  worin  y^Xi'^mmi 
QHd  d  =  ^1  ist    Wenn  »an       und  31^  durch  die  neuen 

VerinderMchen  f  nnd  d  ersetat»  so  geht  die  eratere  Glelebungllher  In  t , 

dz      dz  dz  .\dz.  _ 

Aber  dieae  ißlelcbnng  aeiMt  wieder  In  dHe  beiden : 

Aus  der  leUteren  erbitit  man  2^q>(a  ß  i),  wotin  zu  setzen 

T 

ist  Die  eratere  honnit  dadurch  in  die  Form: 
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„od  liefert  H'.e  Gleichung  z^cp(s,  ^-«0»  welcto  .uglelch 
T.  kleine  Integral  der  Differeutialglelchang«»  L  mid  2.  tat. 
W  J die  ursprüngliche«  Veränderliche»  wieder  eiiiseUt,  uit: 

Dae  allgemeine  Integral  aeigt  eich  dann  in  der  Form: 


IV.  Iat««*»*l#»  verechiedeiier  Systeme  von 

-Es  eeien  die  «  Ver&nd^tlichcn  ^Z-^tir....  als  Funktionen  ein* 
andern  Veiinderlichen  *  an  heetimme«.  da  nämUch  die  n  Olei- 
drangen s 

U.  fl* 

,»1!«™  worin  <1ie  GrttMen  Z       IT....  irgena  Fankfionen  der 

IT  ^^"«„delhen  .9......  >  «»»ch.t  die  U.. 

hJk  .unie  3/  zu  bertta.««.  wird-wdteAnReM  „-1  abhäopge» 
Ver...derli«h.n  «nBioIr*..  D««.  .»N.e«»  Weg«  gelangt 

„.an  einer  DlfewmtWgWch»"«  der  irten  Or^n«„g  »t  den  bei- 
den Vertaderlieheo  t  und  jf.  woraus  dann  die  GrjK,se  y  «1.  Funl- 
tion  »«»  »  herrergeht.  An-  der  Uleicb>Dg  L  büd.  luo  dwcb 
wletekolle  IMf«e««»»lo»  *e  6l«ielw«»tw' 


id.  s.  w. 
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und  sttlelst  «ach  die  Gleicliinig  ( 

•    •       dA^",    dz    ^  dx    X,^    dw^  Z^"^: 

At^daiin  elimlnire  man  dt«  n — 1  ubrif^en  Unbekannten  ana  cTen 
Gleichungen  1.,  3\,..*.  n',  und  dies  filhrt  auf  die  erwflhnte 
Differentialgieicbung  der  itten  Ordnung  mit  den  beiden  Ver&nder^ 
liehen  y  und  .x.*  Daa  allgemeine  Integral  dieaer  Differriitialulei» 
cbung  mit  seinen  n  wiMkübrlichen  BeatSndigen  liefert  deo  allge* 
nieinsten  Werth  y  ala  Funktion  von  :  dal'geste!!^  welcher  den 
Gleichungen  1.,  2.»  3., ....  n  entspricht  Wenn  man  dasselbe  (ft—l)|nal 
nach  einander  der  Diferentiation  nach  t  unterwirft,  und  dann  an 

die  Stelle  der  n — 1  Diflferentialquotienten  ••••  ^Tin?  ^'^^ 

ans  den  Gleichungen  1.«  2'.,  3'  (n  — I)'  aich  ergebenden  Warthe 

eiaaetzt»  so  hat  man  noch  n — 1  andere  endliche  Gleichungen, 
uoraua  auch  die  n  —  1  iil)r1ueii  Unbekannten  Xt  tc....  ala  Funk- 
tianen  von  a  ^nd  der  u  wiUkiihrliclien  Bealäadigen  akh  entwickeln 
laaaen. 

Es  ist  bekannt,  dass  man  das  allgemeine  Iniegral  einer  Dif- 
ferentialgleichung der  nten  Ordnung  mit  z%vei  Veränderlichen, 
saninit  den  n — 1  Differentialgleichungen,  welche  durch  n—l  auf 
einander  fulgenden  Differentiationen  daraus  abgeleitet  irorden 
sind,  auch  durch  die  n  ersten  Integralformen  jener  Differential- 
gleichung der  nten  Ordnung  eraetzen  kann.  Nachdem  man  diese 
n  ernten  Integrale  oder  die  n  verschiedenen  Differentialgleichun- 
gen der  (n — l)sten  Ordnung,  durch. deren  einmalige  Differentiation 
jene  Differentlalgleiciiong  der  nten  Ordnung  zum  Vorschein  kommt, 
in  den  Formen  s 

aufcefuuden  hat,  worin  o,  Ä,  c,....  die  willkilhrHchen  Beständi- 
gen ijind,  so  wird  man  darin  an  die  Stelle  der  Differentiali|uu- 

du    d!^u  V 
tintttnn  ^'J»  d^^''''lhiA  diejenigen  Warthe  einaetsea,  welche  ann 

den  Gleichungen  1.,  2'.,  3'  (n—l)'  sich  ergeben,  um  wieder 

zu  den  endlichen  Gleichungen  zu  gelangen,  woraus  die  n  Unbe* 
kannten  w       als  Funktionen  von.z  und  von  n  willkühr« 

liehen  Beständigen  entwickelt  werden  können. 

in  einzelnen  Fällen  wird  es  übrigeik^  vorkommen,  dass  die 
Gleichungen  1.,  2',  3'....(w — 1)'  nicht  alle  erforderHch  sind,  um 
die  Elimination  der  n  —  1  Unbekannten  x,  w....  zu  Stande  zu 
brii^n»  da  hei  der  Elimination  vpn  irgend  einer  zngleicb  noch 


'  I 
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«ödere  von  diesen  UeMEeonten  wegfullefi  köpDeo,  Wenn  fiuo 
bei  dieser  EHmlnetloD  die  m  letiten  reo  den  Gieiebungen  1.»  2^,  3^ , 
....  (n— l)'  'Dnbeiittttf  bieibea*,  ee  eetstebt eine  I>ifereatieigleieliQiig 
von  der  (it^ifi)ten  Ordnnng,  und  der  allgeroeine  Werth  jft  eb 
Fiinlition  ven  %  «negedrOckt,  entliält  nur  n  —  m  willlcfibrliche  Be- 
ständige. '  Ferner  gelaugt  nian  auf  dem  verbin  angegebenen  Wege 
nur  zo  n — m  endlicben  (ileicbangen  swischen  den  Vevünderliebea 
%tix.w**>.  Wenn  man  sieb  dersellien  bedient^  um  aus  den  Glei» 
chnngen  1.»  2.^  3^, ....  n  Ten  den  abbftngigen  Veriinderlicbenyirw~«. 
irgend  n  — m  su  eliminiren ,  se  bebült  man  m  verscbfedene  Diffe- 
rentialifleichuiigen  der  ersten  Ordnung,  dnrcb  deren  Integratien 
aut  h  die  übrigen  m  endlichen  Gleichungen  zniscbeo  den  Veräo« 
deriieben  zyxw*,,,  wie  vorbin  aufgefunden  werden. 

Nun  Itanu  nmo  aber,  um  das  iSystem  der  n  Differeotialgl^- 
crbungen  t 

1.  zg=r.     2.  z^=jr.  3..zg+iF. 

n.  s.  w. 

zu  int#»«:riren ,  noch  einen  andern  We£?  einschlagen.  Man  kann 
hSmIicl)  unmitteiltur  diejenigen  endlichen  Gleichungen  darsteilen, 
welche  aus  den  obigen  n  ersten  Integralen  t 

«ese,  /^=s6,  ys=c  n«  s«  «r. 

abgeleitet  werden,  indem  dort  ilie  ans  den  Gleichungen 

.j..  (m — I)  »ich  ergebenden  WerUie  an  die  Stelle  der  Differential- 

quotieoten        d^""'(f*^  einsetzt  Da  dann  die  Grfieeen 

als  Funlitienen  derfi-fJ  Verlnderücben  zyww»,,.  auftreten,  tod 
denen  alle  Qbri  gen  y  X  ta  •••«  selbst  wieder  von  jder  ersten  Veran* 
deriieben  %  abhängig  gedacbt  werden,  so  erbSit  oiin  dnreh  die* 
DiffewtiatioD  von  «sse  die  Gleiebnng: 

r/a  .dttdy     da  dx     da  dto 

Blensetiebier  an  die  Stelle  der  DifferenfiälqiietieDlen^, 

die  Werthe  ein,  welche  aus  den  Gleichungen  I.,  2.,  3.,....fi 
bervorgeben,  und  man  erhält  8o  die  partielle  Differentialgleichung: 

^da    ^da    ^.da  ^^det 
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.  Hieraus  folgt  denn,  dass  jene  eiullichen  Gleichungen  libercinstim- 
meud  sind  mit  den  n  verschiedenen  Funktionen  0»  w^elcbe  der 
pf^rtiellen  Uifferentiulgieicltun^'  (»  GeuOge  leisten. 

Dift  Intejiratinii  des  obisen  Systems  von  DifferentiufgleichtiD' 
gen  Ifis.st  sich  demnach  anf  zwei  durchaus  veri«chiedene  Aufgaben 
«wrückrühren,  welche  beide  t»chon  früher  ihre  Eriedi|iun<(  gefun« 
den  haben.  Wenn  es  s^ich  darum  handelt,  zu  entscheiden,  ob 
man  den  einen  oder  den  anderen  Weg  einscblatieii  solle»  so  nird 
man  eben  die  Hitf^mittel  mit  ehiander  vergleichen,  deren  »ich 
die  Integralrechnung  bedient,  um  die  eine  und  die  andere 
Aufgabe  zu  lu!Jeri.  Was  die  letztere  Aulgabe  belrifll,  uamlicb 
die  Integration  der  partiellen  Differentielgieicbung: 

«9,  bedarf  di««elbft  hier  keiner .  weiteren  Betsprecliung,  da  die« 
deii.  GegenslaiHl.  der  üutereucboiiK  In  dem»  vorige«  AbeebnitI  iia^-. 
mwebt.  Üageg<;n  bier  die  lutegration  der  Diterentiaii$ieichtiaig> 
t^fer  Ordnung  mit  swei  VerSnderücben!,  nuC  welt'^e  die  Integratloe: 
des  System»  in,  dem  ersten  F]|ile  ^ur,aelfge(uiirt  werden  Ut»  ^fhfsg 
in*e  Auge  gefasef  werden. 

Dm  diesü  Anf^abe      I8«en«  bedient  nian  sich  der  Methode 
de«,  integrirenden  Falitore*    E«  fconimt  nändjch  darauf  aii^  daee 
man  yerwicbswelee  eine  Funlction  %  angebe«  worin  von'den  jff-f-l* 
Veränderlichen  zjF^3r***««y"~*'>  dee  ersten  InCegral«  wenigstens 
die  eine  festgestellt  Ist   Damit  multiplixirt  man  die.  Dilfe- 

rentiafgleicbnng  der  nten  Ordnung,  und  die  Annahme,  dass  man 
dabn  ein  vollsfÜndiget;!  Differential  vor  sich  habe,  führt  auf  die 
weitere  Bestimmeng  des  iqtegrirenden  Faktors  x  und  dann  aufh 
auf  das  erste  Integral  ttzs^c  seihst,  wenn  die  Voraussetzung, 
welche  der  Rechnung  /.um  C^runde  liegt,  überhaupt  zulässig  ist. 
Schreibt  man  nämlich  die  Differentialgleichung  der  nten  ürduvog 
in  der  Form  Fy('")-f  Z  =  0,  wo  Fund  Z  irgend  Funktionen  von 
1   y.;.^«  sind,  84»  bat  mai^  das  vollständige  Differential: 

Dieses  serlaUt  in  die  beiden  Gleichungen: 

da  * 

^  du    da  ,     da  M  ^  'dtf  ■  , 

Ans  der  ersterea  erhfilt  «laju       W^tb^  . 
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worin  «r^  ^^^^  noch  unbekannte  Funktion  von  i  y  y*  .  ^ . .  y^*"^)  ist. 
Die  hierbei  vorkommende  Integration  las«t  sich  sogleich  ausfuh* 
ren,  da  %  in  Bezug  'luf  die  Veränderliche  y^»-^^  befitiiumt  ist. 
Man  schreibt  /  l*i(d!y("-^>  =  a|  uud  die  Gteichuuf  2«  gebt  dam 
fiber ,  iD : 

*  ♦ 

„       da,     da,   ,     da,  da,      ,  ^. 

= ^»  - -ie  -     -  ^     -  i^-^*'-"'. 

Weil  die  Veränderliche  jr^""**)  in  nicht  vorkommti  fle  wird 
man  liier  nach  den  verschiedenen  Potenten  nnd  den  eontitigen 
Funktionen  von  ordnen,  um  dann  den  gemetoelinMH  Faktor 

jeder  einzelnen  Funktion  für  sich  verschivinden  «l  (Mann»  Die 
(>leichung  4.  zerHilit  auf  diese  Weise  in  mehrere  andeie  partielle 
DifTerentialgleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  nnd  4v 
uhrigen  nnheetiinniten  Glieder  von  -»  zu  benatzen  sind« 

Man  kann  die  Rechnung,  wodurch  man  zu  dem  ersten  Inte- 
gral a  =  c  gelaugt,  noch  anders  einrichten.  Man  kann  näniiich 
die  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  Fy")-|  Z^O  sogleich 
aU  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  n»it  den 
91  4- 1  Veränderlichen  xyy'  ••••  y*^') '  anllassen.  Main  eliminire  aus 
eleu  beiden  Gleichungen : 

1  ^ 

^  da  ,  da  ,     dn    „  .       ^      da      ,  « 

«•    ■  £ + a/ + ^  f + •••• + 3''"-" =2» 

die  Unbekannte  x,  und  man  gelangt  so  so  der  partiellen  DüE^ 
rentii^leichang : 

../da  ^  da  .     da    ^  ^  da  „A     „da  _ 

*^U+%2' + ^*+--^»-*>^  . 

woraus  die  Funktion  a  versuchsweise  ermittelt  werden  kann« 
Die  n  verschiedenen  Funktionen  a,  welche  dieser  GIeichiin|;  ge* 
nflgen,  i^ind  gleichbedeutend  mit  den  n  ersten  IntegraiCormen  dfli 
DifferentMÜgieicbung  nter  Ordnung  Vjf^^^  ZssO* 
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.  Wem  iMtt  Vwwilawl  lit,  M  dwf  laUcfali««  «toor  IM»- 
rMtialglebhinig  der  fiten  Ordbimg  mit  twn  VerMtrlidi«»  dl« 
MiBthode  des  inl^grirendeB  Faktors  dteseni  aaderan.  Verfahren 
VPnaaiebeii,  welehiea  daa  erste  Integral  ohne  die  Hille  jenes  Fsk' 
tora  unmittelbar  darstellt,  so  llaat  sich  nur  dies  dafür  anfubrea« 
'  dass  der  integrirende  Fakter  gemöhnllch  dorch  eine  einfacher» 
Fnaktieo  dargestellt  ist  als  das  ervte  Integral  selber ;  und  daaa 
also  auch  auf  dem  aiisteren  Wege  im  Allgemeinen  die  cinfacber» 
Voraussetzung  zo  demselben  Ziele  fuhrt.  In  der  That  bat  maH 
Torbin  gesehen,  dass  die  Annahme  des  iiitegrirenden  Faktors  x 
den  Werth  a=  fYxdy^^~^^  ^  z"r  Foli^e  hat,  was  denn  doch 
gewöhnlich  ein  weniger  einfacher  Ausdruck  sein  \\ird,  als  jenes 
N  selbst.  Mao  siebt  ein,  dass  das  eine  und  das  andere  Verfah- 
ren nicht  wesentlicb  von  einander  abweichen ,  da  beide  doch  immer 
nur  von  der  versuchsweisen  Bestiromunt;  derjenigen  Funktion  ab- 
ll&ngen,  welche  der  partiellen  Diffei  entialgleichung  (b)Genüge  leisten. 

Bis  dahin  also  hat  die  Vergleichung  der  zwei  verschiedenen 
Aufgaben,  auf  welche  die  Integration  eines  Systems  von  Differeu- 
tialgieicbuogen : 

4^=r,  ,zi=A.  ^J=iF  ...w. 

zuröckgeföhrt  werden  kann,  noch  keinen  hinreichenden  ürund  er- 
geben, den  einen  oder  den  anderen  Weg  vorzuziehen.  Doch  liegt 
ein  £«olchcr  Grund  nun  nicht  mehr  fern.  In  dem  erstereu  Falle 
bat  man  nämlich  die  partielle  Uifferentialgleicbung : 

deren  CoefBzienteu   unmittelbar  gegeben  sind.    In  dem  anderen 
Falle  aber  bat  man  die  partielle  Differeiitiulgleicbuiig: 

(b) 

ilevM  CoelBzienten  Y  und  Z  durch  weitläuftige  Differentiationen 
und  Eliminationen  zu  entwickeln  sind.  Wenn  die  Funktionen  der 
Gleichung  (b)  vortheilhafter  sich  darstellen  Hessen  ,  »Is  die  der 
Gleichung  (a),  so  könnte  dies  scljon  Veranlassung  sein,  diejeni- 
gen Hechnungen  durchzuführen,  wodurch  die  erstere  Gleichung  (6) 
entsteht.  '  Wenn  man  sich  aber  erinnert,  in  welchem  Zusammen. 
Iiange  die  Funktionen  der  Gleichung  (b)  zu  denen  der  Gleichung  (a)  \ 
stehen,  so  sieht  man  ein,  dass  die  erstere  nur  eine  Traosfbroia- 
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ÜMi  ^  ItfttiM  Ut  IHM»  TraaifcfNMAoli  lioMi  todiph  «n 
StaMi»,        naii  M  «Ke  Stell*  «Itr  VevInMMMn  .«« 
«id»re*VeKiidefMi«Yff'...r.9(«^)  I»  «e  GtcMMig  (a)  ^nMta^ 
f»n  Micber.  BeMhaffeiibeU,         «Ii»  CoeflUeirtett  itbr  Uif'(ti«p* 

tialquotieiiten  ^»  ^••••^^^5»  transforinirten  Glekbun^ 

4w  RMe  «Ml  «•  «MW  VetinMiche«  ^9*.*.*^»-«^  mIM 

sind,  iiaclidem  niao  dea  Coefüsienteii  von  ^  der  Eiulieit  gleich 

ges«tst  bat.  Die  bierio  ausgesprochene  Anforderoog  an  die  Be- 
schaffenheit der  neuen  Veränderlichen  ist  aber  eine  durchaus  ge- 
tvaltsanie,  da  sie  in  gar  keiner  Beziehung;  steht  zu  der  Form  der 
Funktionen  u  ß  y....,  welche  der  iirspnintTlichen  partiellen  Differen- 
tialgleichung (a)  (ienffore  leisten.  Man  darf  desKhalh  nach  nicht 
erwarten,  dass  die  n  Funktionen  Oißifi""**  welclie  der  neueii 
partiellen  Differentialgleichung  entsprechen,  einfacher  «ich  aus- 
drücken .  als  die  Funktionen  aß-y ....  Mit  deinselhen  Rechte  durfte 
man  annehmen,  dass  dieselben  im  iiegentbeil  «chuieriger  sich 
darstellen,  als  die  ursprünglichen  Funktionen.  Wenn  man  iTeiter 
in  Ervuigung  bfingt,  dass,  nachdem  man  die  ersten  Integrale  der 
Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  l'y^"^  -\-  Z=:0  dargestellt 
bat,  die  vorbin  erwähnten  Eliminationen«  im  umgekehrten  Kane 
»kk  wiederholen,  da  nämlich  an  die  Stelle  der  DÜerentiai^QO- 
tienten  y'  y"  *  * -  *  y^^^^  jene  n— VerXnderficbeo  d?«».«,*  wieder 
eii^eeetit  werden  sollen»  ao  unterliegt  es  keinem  Zweiielj»  daaa 
man  die  Integration  dea  obigen  Syatema  von  Differenäalgleichim- 
gen  vortheilbafter  von  der  Integration  djßr  partiellen  Dilfermitial- 
gleiehung  . 

abhängen  läast 

Wenn  wir  uns  in  diesen  Bttttern  nur  auf  solche  Untersacbungea 
einlassen  wollen,  welche  dem  eigentlichen  Zwecke  der  Inte- 
gralrecbnung  förderlich  sind,  so  war  es  derui  doeb  hiebt  über«! 
fiifssig,  auch  die  andere  Methode«  welche  das  System  von  Diffe^ 
rentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  auf  eine  Differeutiaigleicbui^ 
«1er  ftten  Ordnung  aarftckfülirt,  in  ihren  Etnzelnheiten  aus  eiaan- 
der  zu  setzen.  Denn  wenn  wir  niis  jetxt  für  den  Gehranoh  der 
CiJetchung  (a)  entschieden  haben,  so  stutzt  sich  dieser  Aossprock 
doch  auf  die  Voraussetzung,  dass  man  bei  der  Integration  der 
Differentialgleichung  «ter  Ordnung  Yy^'*)  -f-  Z  =  0  zunächst  ein 
erstes  Integral  bestimmen  mfisse.  Es  giebt  aber  eii)e  Gruppe 
v.Q|i.BiffBrentiaifileiobuageo,  fdf  w^elebe  dies  nicht  nothwendig  ts% 


Digitized  by  Google 


ertitr  und  %»Hter  Qrämmf, 


835 


(ia  maa  eiue  andere  Methode  der  iittogratioii  keitrtt»  welche  iin«- 
mtttflbar  die  endlich«  Gleicbueg  mit  ihren  n  nillkühriicbeB  Be- 
«täuiiigeii  herbeiiührt  Die«  sind  die  tmearen  Differeiitialgleich«it>> 
otn.  Da  man  es  bei  deren  Integration  nicht  mehr  mit  der  Dar^ 
ätcikug  einer  Fnnktioa  von  n  -f  1  Veränderiieheo  za  thu»  ha^ 
sonderi)  sogleich  eüe  Funktion  mit  nur  ■«re»  Veränderüchea  er«* 
büt,  ao  llegft  hmt  aUeidliigs  eine  etalacbere  Aofgabe  vor,  ab 
dies  die  lotegraÜen  einer  partiellen  Differentialgleicban^  »Ü  »-f  1 
VeiiodiiriicheB  Ist*  Wenn  also  dae  Syetem  der  Ditiprentialglei- 
ckiingao) 

z|=r.  z£=A.  z^=«'  u....v. 

durch  die  Elimination  der  abhängigen  Veränderlichen  jrto....  auf 
eine  lineare  DtferentlalglelelMing  der  fiten  Ordnung  ry(«)-|-Z  =  0 
Mvt«  BO  fcSfinea  diejenigen  Reehmmgen,  welche  anr  Entwicke- 
hog  dieser  IMiefeotialgleiefaong  erfefderßcll  eHid^  4Hrdi  ^kt^Tm 
<Mle  Jeoet  andere«  Metbede  eofge«inofeB  werden ,  deren  man  eleb 
aar  lolegratieii  der  linearen  DIAnrentialgleichungen  bedient 

Insofern  nian  nun  veranlasst  ist,  die  Differentialgleichung  der 
nteo  Ordnung  Fy(")  -^r  Z  =  0  der  partiellen  DiffereotialgleicbttDg 

r 

M  der  Integration  des  Syatema  von  üiffereiitialgieiehungen 

vorzuziehen»  wird  man  auch,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung 
iJerjeDigen  Funktionen  haatielt,  tvelche  der  partiellen  Differenttal- 
glelchunj^  (a)  genügen,  vortheilhafter  aus  jenem  System  von  Diffe- 
rcotialglerchunqen  die  Differentialgteichung  der  nten  Ordnung 
F|f("J-f  Z=:0  ableiten,  nni  dann  jene  n  Funktionen  auf  dem  früher 
angegebenen  Wege  zu  erzielen.  Damit  erhält  man  denn  ein  neue» 
Hilfsmittel  für  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung,  welches  nicht  selten  vor  den  in  dem  vori- 
gen Abschnitte  gegebenen  den  Vorzug  hat. 

■  Weift»  n  Pifferen^nlglelcbiifgen  der  sweileii  Ordnongs 

liileg#ii»  «reite  FJC'fF...«  lie^timiMe  Funktfenett  9^  Terioder^ 
Biien  syitH#      and  der  MfcteBCfaüiittellehtbn  erMer  Ordnnttg^ 

16* 
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^  a;z  tu. ....  sM,*  1lod^wcMr  4«  «leb  datiim  baoMt»  die  Gfliw«il 
w....  als  FüDkfioiim  veo  s  wlnstiiRneii»  kann  diw  durch 
die  Integration  cüaar  DilÜBreDtialgleichuiig.  der  2»iteii  Ordnung  oft 
miT  zwei  Veri»d«rlklien  gesebehen.  Ominf  «wen«  M&  a«»  dM 
4Mgea  M  Qlaldinngen  die  «—1  ünliekaimfani  elimiairt,.  a* 

iMbUt  mm  ^e  DüeirenäalglaiolMmRiiilt  denlieideD  Vcr&ndetlii|e»|r 


MmS  2.  Maa  kUde  deaaJwlb  var  AUeoi  die  folgaadaa  DiffaKealial 

n»  a»  w. 

und  zttlatat  «ttcb  die  DifetealnlgleicliQBi^: 

(2«— ly 

fZ^"  V        Fa«-, ,  <2  Fs«-s     .  ^  F«n-5     ,      ,  d  K^n-s  «  ,  <^  F«n-8  y  -  ' 


Daraus  lassen  sich  die  2n  — 2  Grössen  a:«)..,.arz «?,....  eliininiraD, 
uod  es  entsteht  eine  Differentialgleichung  der  2«ten  Ordnung  mit 
den  zwei  Veränderlichen  y  und  2.  Nachdem  man  das  allgemeiaft 
Integral  dieser  Differentialgleichung  aufgefunden  hat,  vrird^  man 
dasselbe  — l)nial  nach  einander  differentiiren,  um  in  den  ao 
entstellenden  Differentialgleichungen  die  ans  den,  Gleichungen 
1.,  2'.,  3',,  ....  (2«  — 2)'  sich  ergebenden  Differentialqnotienten 

.^^^  einauaetaen.  Man  bat  4ann  fan  Gimaan  2»  Glei- 
chungen, zwischen  den  VerSnderllcben  tyscw,»**  nnd  den  Dilfer 
rentialquotienten  der  eraten  Ordnung  y%  Xm  Die  Eliminatioii 

dieser  letateren  aber  UeM  die  fi  eadltchen  Gleichungen,  wonma 
die  Unbekaanten  yxto»»  ala  Funktionen  ven  %  und  von  2«'wiR* 
kfibrlicben  BeatSndigen  sich  entwickeln  jMaen,  Zu  demaelben 
Reanitat  gelangt  man,  wenn  man  anatati dea  allgeroeineii  Integrale 
aammt  den  2«  — 1  daraua  abgeleiteten  Differentialgleichungen  die 
2n  eraten  IntegralfernMii  Jc^ner  DÜerentialglelchnng  der  2nten  Ord» 
niing  gebraucht 

Man  schlage  diesen  Weg  ein,  wenn  die  Differential- 
gleichung der  2nten  Ordnung  linear  ist.  In  allen  übrigen  Fäl« 
Lea  wird  man  aupb  hier  wieder  vortbeilhaf](er  die  partielle  Dif- 
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lerentialgleichung  der  ersteil  Ordnung  bildea,  woraus  udmittelbixr 
jene  '2n  Funktionen  hervorgehen,  welche  aus  deu  'In  ersten  lote- 
grairormeD  jener  Differentialgleichung  der  2itten  Ordnung  entäteheu, 

«am  OMiD  an  die  SftsUe  der  DiffereotialqMotienten  ^»  ^''"^l«^ 

die  Wertbe  aus  den  Gleichungen  1.,  2'.,  3'.,  ....  ('in — 2)'  einsetat. 
Bez^bnet  man  irgend  eine  jener  ersten  Integralformeii  durch 
80  entsteht  durch  die  Differentiation  nach  z  dieGteichuiig: 

da    da     ^  da         da        '  da        da  .  ^.^  da  ^  ^ 

dz  +  dyy^  »-  iZ^     +  +        ^d^.^^  dx\  +  ^  ^  d,v.  +  -  *  ^ 

Nwhdeni  mao  die  2ii  GleiebiiBgCD: 

nuGa,  ß  =  ö,   y  =  c,  u.  s.  w. 

■ 

ni%e«tellt  hat,  welche  dieser  partiellen  Diflerentialgle^hiiag  ge* 
Adgin»  bedart  es  nur  der  filiminatioii  der  DlflstentialqaotieDtea 
ff»XmWz....,  um  au  dea  n  endlichea  Gleichnogen  swiscben  den 
Veränderlichen  fy;rw....  and  den  2»  willkOhrlicben  Beständigen 
c^e.«*.  so  gelangen. 

1        '  i  «y         d^x  _  ax 

J.  es  seien :  3^  =     ^      »   ^  -  (^^T7¥  * 

Man  hat  hie?  die  Gleichung: 

da     da  .  .da  a  da        da  ^ 

und  genfigt  derselben  vor  Allem  dnrch  jfjr«— jrys=s5.  -Deakt  man 
sich  nun  die  fibrigeii  Funktionen  Ton  z  und  Ten  den  .neuen  Vet- 
iideriicbea  ' 

abhängig,  80  geht  die  partielle  Differentialgleichung  äber'in: 


'  da 


yy»  -f  XJtx 'itt    yx  ~  sxz  da     2a  yy^ ^1^^ 


üarans.  folgt,  dass  man  durch    ^      ^  ^  =  0   oder  durch 

t-f,^  =  c  geodgt.  Um  nun  die  Differentialquotienteji  y»,  und  x» 
mit  Hilfe  der  beiden  bis  dahin  bekannten  Fiktionen  au.elimini« 
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MAy  und  sogleich  y  mwk  w  durch  rtiiid  s  £u  ersetaeu«  bemerke 

odbr  auch,  wegen  der  verlangten  Transfürmatioii : 

ist.  Mail  erhält  dann  die.  neue  Uifferentialgieichung : 
du  .  V  CT>— 2ar^^  d«    6(1  -f  i^^)  cfc  ^ 

Dk»  beiden  Funktionell,  welche  hier  genflgen»  entstehen  duieli 
die.  Integretion  der  DiCerenthilgteieilimgeii : 

iiDÜ  dies  eibd  zugleich  die  tieÜeik  Ciletefcungen»  ^maoe  mioi  jf 
ond  X  als  l'titaktioiiett'Von  s  zu  bestilnnien  bat. 

Wenn  die  vorliegenden  Differentialgleichungen  nicht  «Ue  vee 
der  zw  eiten  Ordnung  eind,  sondern  wenn  darunter  m  der  ersten 
Ordnung  vorkommen,  da  nämlich  von  den  m  abhängigen  Verän- 
derlichen ryf....  mir  die  Oifferentialquotienten  der  ersten  Ordnung 
auftreten,  so  versteht  es  sich,  dass  man  eine  partielle  Differen-  ' 
tialgleichung  mit  nur  ^In  ^l  —  m  Veränderlichen  erhält,  woraus 
dann  2n — i»  verschiedene  Funktionen  hervorgehen.  Aus  diesen 
2«  —  m  Funktionen  hnt  Tnan  dann  noch  die  n  —  m  Differentiaiqno« 
tienten  der  ersten  Ordnung  y^XziCz....  zu  eliminlren,  um  zu  den 
II  «idlicfaeo  Gleichungen  zu  gelangen,  welche  z\^ischen  den  Ver« 
Snderlichen  xyxw...,,  und     — m  willkiihrUcheo  Bealia- 

digen  bestehen« 

Wenn  endlich  ein  Syatem  ven  n  Oiderentialgleidittngen'  ww- 
liegt,  weriu  eben  eo  viele  abhängige,  aber  nur  eine  naabbängige 
Verin4etttche  verkemmen«  welche  aber  der  Reibe  nach  der  mtcn, 
j9ten,'  ^n  a.a.  w.  Ordnung  angebSren«  ao.  kSnnte  man  doreli 
die  Ettminetiea  von  Irgend  «—1  abbäiigig||i  Vef&nderlichen  aur 
Beettimnung  der  letzten  nocb  übrigen  eine  Differentialgleichung 
von  der  (m-f-p-f9-f-....)ten  Ordnung  mit  nur  awei  TerfinderÜcbcn 
berateilen.  Uech  wird  man  auch  hier  wieder  vertbeilhafter  die 
parÜelle  üifferentialglelcbuii^  -der  ernten  Ordnung  gebratiebBit. 
deren  m^p-^ti-^...,  verschiedene  Funktienen  e^y....  unmittelbar 
dae  allgemeine  integral  des  vorliegenden  Syetems  liefern,  mreno 
-man  mit  fillfe  der  "Gleichungen : 
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die  m  \  p  Y  ff  \^  —  — n  Differentialquotienten  der  Terschiedeoen 
abhängigen  Veränderlichen  eiiminirt. 

Man  bat  jetzt  gesehen,  dass  die  Integration  eines  Systems 
von  it  Differentialgleichangen  beliebiger  Ordnung  j^diesmal  durch 
die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung  zu  Stande  kommt,  wenn  nur  eine  einzige  unabhängige  Ver- 
änderliche da  Tsf,  80  dass  also  jede  der  endlichen  Gleichungen 
als  Funktion  von  nur  zwei  Veränderliehen  dargestellt  werden  kann. 
Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  Differentialgleichungen  inebr 
als  eine  unabhMn^iL^^e  Veränderliche  einschliessen ,  und  desshalh 
auf  endliche  (ileichungea  hindeuten,  worin  jeden ialls  mehr  als 
zwei  Veränderliche  vorkommen.  Die  partiellen  DiäereiUialglöi- 
chungen,  deren  System  dann  zu  integriren  ist,  müssen  eine  gan^ 
eigcnthömliche  Beschaffenheit  haben,  damit  die  Aufgnhe  mit  der 
Integration  einer  partiellen  DiffereDtiaigieiehuug  der  ersten  Ord- 
nung in  einen  so  einfachen  Zusammenbang  'trete.  In  der  That 
ist  eine  solche  Reduktioii  nur  flir.  das  folgende  System  mOglich:; 


o.  s.  w, 


•» 


worin  tibrigens  Z  FX,... ,  TSR...,  irgend  Funktiotien  aller 
Veränderlichen  zyx.,..,  tsf....  sein  könnep* 

Denkt  man  sieb  da  die  n  endlichen  Cleichungen  in  der  Form 
'(  =  0  und  gleichzeitig  die  n  abhängigen  Veränderlichen  isr  — 
und  die  m  unabhängigen  Veränderlichen  z  y  r —  einscbliessend^ 
SO  ergeben  sich  daraus  die  m  Differentialgleichungen:  ' 

dt    dt     ,dt  ^       dr  t 
l^^mlk^'&^z^ätdt^  

•  ■  '      •  ■  . 

du^dt  dtf^ dä  dy^ilr  d^^" ' ™'      \  , 

dx     di  iU  .dx  ds^  ilt  dt  •     '  . 

dx^Jilx^dMdx^dt^^  ^' 

'  ■  .  -1 

u.   s.  w. 
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MnUiplisirt  «an  ^llifedtea  Iwcilglidr  mit  «0  F  JT....  «bA^mUM 
abdann.  Alles,  «o  iiidvt  akh,  wenn  zogleicb  Rgdwicfct ynii^aweii 
wird  auf  das  Torliegende  System,  die  partiell«  Differentlalgleieboiig: 

rm^"^  .    tr^^    .     v  rw^dt         ^^dt  ^dx  ^ 

W      +  1 .. . . + jr^  +     +  B^+...=o. 

uad  es  unterliegt  keioem  ZneiTel,  dass  jede  Funktion,  welche 
hier  an  der  Stelle  von  t  genügt,  zugleich  das  vorliegende  System 
befriedigt.   Das  allgemeine  Integral  der  Differentialsieichung  (a) 

ist  bekanntlich  eine  willkührliche  Funktion  von  ni  +  n  —  1  verscMe- 
denen  veränderlichen  Crossen,  welche  einzeln  der  Differential- 
gleichung 1.  Genfi^e  loisten.  Die  n  verschiedenen  endlichen 
Gleichungen,  welche  dem  vorliegenden  System  von  parHeileti 
Differentialgleichungen  entsprechen,  zeigen  sich  desshalb  in  ihrer 
allgemeinsten  Form  als  elxMi  so  viele  vrillkilhrliche  Funktionen 
der^elheo  m-f  7{  — J  veränderiichen  Grossen  et/}y«...  und  sind  durch 
die  Gleichungen:  ' 

^1  =0,  i»t(«ßY —*)'=^0,   -^aCa   /....)  =sO  11.8.  w. 

dargestellt,  worin  4ie  willkfilirKolien  Funktionen  if'i  ^1f^**>*  durdi' 
aas  unabb&ngig  von  einander  gedacht  werden  kSnnen.  Ulese  n 

Gleichungen  werden  ifbrigens  durch  eben  so  viele  andere  ersetz^ 

in  deren  jeder  von  den  m-f-n  —  1  veränderlichen  Grossen  aßy  , 

gat....  irgend  n  — 1  fehlen,  da  sich  diese  letzteren  jedesmal  aus 
den  ursprünglichen  Gleichungen  eliminiren  lassen,  Mao  kann 
dessbalb  auch  schreiben: 

e  =  Vi ("i^ /••••)»      =  T/^.i(a/3  y....)»   T=s^j(a/Jy....)  u.  s.  w. 

Demnadi  wird  man ,  um  das  allgemeine  Integral  dee  vorliegenden 
Systems  partieller  Differentialgleicbnogen  darzustellen,  irgend  n 
yon  den  m  -f  n —  1  Funktionen  der  partiellen  Differentialgieichniig 
(a)  wilikühriicben  Funktionen  dör  1  flbrigen  Funktienton  ießy*.» 
gleicbsetaen*  » 

%  Hat  man  s.  6.  die  beiden  Gleicbnngen : 

so  findet  man  aar  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  die  ein« 
faclie  Gleiehungt 

dr       dx  - 
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Man  genflgt  hier  durch  t=#  ,  <y=rs  und  a  jjt  i-  z*'  und  djis 
rilfl— Itintt  InlegrftI  Uit  «iivgedrickt  durch  die  beiden  Gleichmigen 

<=si/;i(y<  +  z*)   and  t=ip^(yi-^u). 

Wenn  die  partiellen  Dilferentialgleichuogen ,  deren  System  zu 
integriren  ist,  dem  obigen  Schema  nicht  untergeordnet  sind,  so 
bleibt  nichts  fibrig,  als  zu  einer  Elimination  von  abhängigen  Ver- 
änderlichen ZA  schreiten.  Dies  fahrt  aber  auf  partielle  Differen- 
tialgleicfaangcii  h<iherer  Ordnung,  die  alsdann  integrirt  irerden 
nfiMsa. 

r  • 

1 

T«  lalegratloB  der  partiellen  Blirereatlalyieletilnic. 
enter  OrdUiiuiir  ^^^^  tk&Uerem  teade« 

r 

Wenn  die  [)ifferentialquoticri{pn  zj  und  z^,  tn  einer  Gleichung 
unter  htiheren  K\}»onenten  stehen,  8o  wird  man  vor  Allem  unter- 
suchen, ob  die  linke  Seite  der  {Tlleichiin^^  (2,^  r  ?/ .t)  —  0  in  das 
Produkt  einii;er  Faktoren  zerlegbar  ist,  welche  in  Be/iic:  auf  die 
Differeiitialquotienten  nur  von  dem  ersten  Grade  sind.  Denn  wenn 
dies  mö!»lieh  ist,  so  wird  die  vorliegende  Anfi^ahe  dadnrch  auf 
die  8choo  oben  [^clögte  zarfickgeföbrt.  Man  setze  nSmlich  jeden 
einzelnen  dieser  Faktoren  fär  sich  gleich  Null  und  man  hat  dann 
eben  so  viele  Üifferentialgleichuneen  von  der  Form  Xxz^  Yzy^z  Z, 
worin  A'  Y  Z  Funktionen  der  drei  \  eräiiderlichen  a-?/?  sind.  Das 
allgemeine  Integral  jeder  dieser  Differentialgleichungen  uird  für 
sieb  die  partielle  Differentialgleichung  V(<y2s2^^)=0  befriedigen. 

Eotvrickelt  man  den  Werth  des  einen  Differehtialquotlerffen 
ss  ans  cler  Gletchmg  ^:^8«sy«)ss0,  miÜ  gelangt 
zu  melireraa  Wertbea  xx  von  der  Fom  Fiyl-Z»  woil»  V  und  Z 
Fanktioo^n  der  dral  VerAnderUehen  und  a  sind«  so  hat  man 
es  mit  dem  so  ckoo  erwSbnten  Falle  au  thuo,  weither  also  nielita 
weiter -Bemerkensweftbes  iiietet  Wenn  man  aber  dureb  die  Eilt- 
wiekelong  von:««  nielit  mehr  sa  eioem.  Wertbe  F;^ H^mSI^  : giMangt» 
sondern  au  Irgend '  einer  -anderen  Funlrtion  äes  Differentialqpiollott* 
ten  00  dass  also  jetat  eine  Gleichung  ts=^XpXff  ss)  jrvUtgjlt 
so  bat  man  eine  An^be,  deren  Lösung  von  eigeothamlieben  Un- 
tersncbungen  abbSngig  ist 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 
JVzj  +  Kzy=Z  hat  jedesmal  die  Form  q)(ctß)=:0,  wo  eine 
willktihrliche  Funktion,  cc  und  ß  aber  bestimm to  i  unktionen  der 
drei  Veränderlichen  z,  y  und  x  sind*   Was  nun  die  partielle  Dif- 
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^  fafüiMilglaitbimg  %»  =:  ar)  angeht,  m  bt  es,  if  19  fltii«  »nr 

Laufe  der  UntM«iclimig«ii  ergebM  wini«  iMHglich,, da« 
neioe  Integral  ab  endllehe  Gleichung  iwischen  den  VerlndcrHcben 
f  y  y  und  aofsitetelIeD  «It  Irgend  wlIHkfihTilehea  Funktionen  Ten 
heetimnleii  vefiadcrUehen  GrSseen.  Ueber  die  Natur  der  Will- 
UUirliciien  wird  man  erat  durch  die  htegratien  aalber  Anfechluaa 
etfraHeo.  Die  aUgeneinelntegratien  kannit  aber  dadurch  lu  Stande^ 
daaa  man  diejenige  Gleichung  awiaebea  den  Verftnderüchea  d4^ 
Iprtiellen  Differentialgleichung  und  dem  Dlfereiitiab|uetienteii 
aufstellt,  welche  auch  durch  die  Differentiatien  ana  dem  allgemein 
neu  Integral  abgeleitet  werden  kannte.  Denn  weifn  29  ala  Funk- 
tion der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  x  bekannt  ist,  90  erglebt 
sich  auch  %t  ala  eine  solche  Funktion  durch  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung rx=:  i^(ry  2  a*) ;  und  das  allgemeine  Integral  ent» 
ateht  durch  die  Integration  der  voilatändigea  Differentialgleichung: 

Man  wird  «ich  erinnern,  dass  die  beiden  VVerthe      und  Xx*- 
wetcbe  durch  die  Differeotiatioo  einer  und  deraelbeii  eudlicht^a 
Gleichung  entstehen,  in  der  Weiae  eiaauder 
jedaniit  die  Gleichung: 

* 

erfiillt  ist  Wenn  man  den  Werth  2x  =  ^(zyz^ar)  hier  elnaetat, 
ae  erbltt  man  eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung und  des  ernten  Gradea»  durch  deren  Integration  die  ver- 
langte Gleichung  zwischen  den  VerSnderlichen  z,  y  und  x  und 
dem  Differentialqnotienten  %  eraieU  wird.  Jüan  eibÜt  die  par- 
tielle Differeniialglaichnag : 

dzy      d}p  dzy  dn^      dzy  d\l)  dtp 

d^''^jftfy'^^^'~lhj,'^^dz  -  di^y^dj 

ndt  den  vier  VerludOTnioliafi  t§',  s,^  und  s»  Daa  a^emeiae  la- 
legral  dleaer  GMchnng  bat  deaabalb  die  Form  vl^ßfi^O,  werlu 
a;  P  und  f  bestimmte  Punktionen  der  vier  Veiftnderliebeii  aind, 
weiebe  der  GMcbuag- 

dv     d-ip  dt     .      dib    ^äx     Alib       ä4t\ dt  ^ 

an  der  Stelle  von  t  genügen. 

Nacbdtm  man  den  Werth     aaa.der  Gleidmag  ^(a^y^ss^ 
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berechnet  hat,  bedarf  e»  im»  »oeb  lier  UtogMUlMl  der  v«%tilltT 
d^o  DtffflrenlialgloicbMg  " 

um  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Diflferentiaigieichiing 
■Tr  ^  tl>(Ty  T  7/ x)  als  Ftjnfction  iler  drei  Veränderlichen  i,  ?/  und  .r 
darziistellou.  Üa  übrigens  die  Grösse  ty  im  Alliremeineii  gleich- 
zeitig in  den  drei  Funktionen  8  y  vorkommt,  «!f>  kann  deren  Werth 
ans  der  Gleichiinf;  rp(aßy)^i)  erst  dann  ermittelt  werden,  nach- 
dem man  der  willkühiH('fieti  Funktion  (p  eine  bestimmte  Form  ge- 
gegeben  hat?  nnd  die  Integration  der  (ileichung  (b)  niQsste  dess- 
hali)  für  jedes  einzelne  9  bei<onders  vorgenommen  werden,  Non 
zeigt  es  sich  aber,  dass  diese  Integration  dtTrchgefuhrt  werdert 
kann,  noch  ehe  die  Grösse  Zy  mit  Hilfe  der  Gleichung  (p{a  ß  y)=:0 
efimlnirt  worden  ist.  INachdem  man  das  Integral  der  Gleichung  (b) 
als  Funktion  der  vier  VeränderUchi-n  Zfjzyx  aufgestellt  hat,  dann 
ist  die  Flimination  von  z,;  mit  Hille  der  Gleichung  q>{ct  ß  y)  —  0 
der  einzitje  noch  (ibriue  Tbeii  der  iierlinun2r,  welcher  fBr  jede  •  • 
einzelne  Funktion  tp  besonders  vorzunehmen  ist.  Uie  folgenden  , 
Untersuchtiogea  werden  aber  auch  das  Ergehniss  liciern,  das« 
man  nicht  m*itktg  hat,  aus  der  Gleichung  (a)  die  drei  Funktionen 
aßj  abzuleiten,  um  damit  die  Integralform  (p{aßy)=fi  henu- 
steflen,  sondern  dass  man  zu  diesem  Zwecke  mit  der  einzigen 
Funktion  a  ausreicht         ^  ' 

17m'  die  Gleishiiiig  fb)  Ib  ^er  angegebeoen  W€iMm  ik  ^Dfegri» 
MB/  «ebieken  wir  die  iiitegradoii  f&r  den  besendenn  Fall  remiMy 
ib  welehem  die  Gleiebnng  tf^apy)^^  in  die  einfaebere  ttas«| 
Cbergebt,  woria  als  Beattiidigeiiedaebt  wird.  Man  besfiiimM 
in  ditaef  *  Abafobl  den  IVarlb  aua  der  Criehababg  «ss  «^  ala 
Funktion  der  drei  Verftnderiiehen  xjfdP  .imd  dex  BeaUbidigen 
flaciideni  inaD  dieaan  Wertb  ly  Iti  die  Gleiebiug 

<b)  d%^t^d^-\"^{itf.%yx)dx 

eiageMiliA  bat>  Üaat  aieli  dieaalba  nttHlfa  elnea  iolegitrenden 
Mttüs'  In  ^  vailailodige  CKIbaantial   

anwandeln.  0aivb  die  Integration,  erb&lt  fuan :  ' 

"tu»  ^0|)  die  Stelle  der  durcb  die  Integration  einget^librten  will- 
kfibrlicben  BeatMidigeh  vertritt.  Man  bat  diese  hitegralform,  worin 

\ 

t 

•  \ 
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die  beiden  willkfilirlichen  Bestandigen  und  rp{(iii)  ▼orkomraen. 
ein  vollständiges  Uiflerentiai  der  partij^Iien  Differentialgleicbuiig 
«»»^lyiyar)  geoamiL 

Man  setze  ihid  in  dem  volUtSodigen  Integral  an  die  Stelle 
«,  die  Fnnktioii  «  ein  und  diieientiire.  Dadurch  entsteht; 

Wem  au»  die  GMchmg  ^^^^'(ct):=0  bestehen  1Sm|  ub^ 


Ulelcb  mit  ^  theilt«  so  wird  die  vorliegende  Differeotialgleichung 
wieder  umgewandelt  in  die  obige: 

(1^),  4^^t^y-^i^tyiyx)4». 

Denn  wenn  in  der  Gleichung  'y=^'3^>  welche  durch  die  Eiil- 

wickelung  Ton  aus  der  Gleichung  o  ==  ofj  entstanden  ist,  au 
die  Stelle  von  a,  die  Funktion  a  tritt,  so  hat  man  offenhat  eine 
identische  Gieiohong  vor  sich;  und  dasselixe  ereignet  sich  dann 

auch  fär  die  Gleichung  t(»»«y«)  =  ^'^{-    Hiemus  folgt  su- 
rf/ 

niehnt,  dnss  nran  den  Werlii  juis  4ler  Gieiehnng  ^^9>'(«)=v 
zu  bestimmen  bat,  wenn  das  Integrat  der  GlclehaiDg  (b)  in  der  Fonft 

aasgedrQckt  v\  erden  soll.  Da  nun  aber  jene  frühere  Gleichung 
9(a^y)=:0  den  allgemeinsten  Werth  liefert,  IHr' welchen  die 
ToUstSndige  Diffeientlaigleichttng  (b)  aherhaupt  eine  endliche  Glei- 
chung zwischen  den  drei  Yeriindmüchen  x,  ff  und  sc  cur  Folge 

hat»  so  niuss  jene  Gleichung         ?>'(«)  =0  als  besonderer  Fall 

In  der  Gteielinng  ^(e/} 7)^0  .enthalten  sein.  .8« : unterliegt  :al8n 
Mnem  ZwmGd,  das«  die  Gleichung 

das  lotegml  der  Gteiehung  (h)  ist^  lfo  den  Fall,  dass  jenetGW^ 

df 

chung  9)(cr/3y)=:0  io,  die  einfachere      -  g)'(«)=0  übergeht.  Doch 

ttim  üttht' nun  Hilf  driiT  Pnitlrtiii^  einsueehen,  dass  durch  dieselbe 
eedüclie  Glei^hsf g  das  Integral  .der  voüstündigeo  »Differential* 
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gleichuog  (b)  auch  dann  noch  aofigedrückt  ist,  wean  der  Wartk 
Zy  aus  der  allgemeinen  Gleichung  ^{aßy)—Q  gezogen  wird.  Denn 
setzt  man  abkürseud  f{i  y  xa)z=,ß^  8«  liaat  aiek  Jana  GkAehmg 
its^fp^«),  auch  in.  dar  Form: 

anaebraiban»  da  man  darch  dia  Eotwickalung  von  ß  hieraua  wie- 
der die  GlaicbuDg  =  ablaltat;  Wann  ma«  aber  dIa  Gld* 
ebnng  <p{aß)  ssO  nach  a  dÜerantiirt,  um  durch  dieaalbe  Betracb- 
tung  wie  Torhiu  diejenige GIdcbung  zu  erhalten»  waraaa  beatimnit 
werdea  mflaate»  daaiit  ^(a  |S)ssO  daa  aUgemeine  lotegral  der  Glal* 
chmig  (b)  daratellt«  ao  entatebt: 

Man  beseichae  die  Punlction       dnreb       and  ea  tat  oÜBabar» 

dasjj  sich  die  vorlies^ende  Gleichang  als  nillkuhrliche  Funktion  der 
drei  veriiiidci liehen  Grössen  a,  ß  und  7  auffassen  lässt,  und  also 
identisch  seiii  muss  mit  dem  allgemeinen  lntep:ral  cp(a  ß  y)~0  der 
Gleich u n 0^  (a).  Man  hat  somit  die  allgemeine  Gleicliuni*  qp(a/5y)  =  0  > 
aus  der  ciolachereii  u  =  utLimttelbar  übgt^ieitet,  und  man  siebt 
auch  ein,  dass  die  Gieicbung: 

ia^  der  Tbat  ala-  allgenfabiaa  btagral  dar  partiaUeii  Diiatanilial« 

gleichuog  zx='4f(iyz  ija;)  angesehen  werden  darf,  insofern  man  zur 
Elimination  des  Differentialquotientaii  xy,  welcher  dort  oecb  ebie 
Stella  findet,  die  Gleichang 

gebraucht.  Diese  Eliniination  kann  übrigens  erst  dann  ausgeführt 
werden,  nachdem  die  wlltkührliche  Funktion  9  in  eine  bestimmte 
übergegangen  ist.  Da  Zy  nur  in  der  Funktion  a  eine  Stelle  findet, 
ao  versteht  ea  sich,  daaa  die  Elimination  von  2^  mit  der  von  a 
auaaniBienßillt.  Man  kann  desabalb  auch  sagen,  daaa  daa  allge* 
meine  Integral  der  partiellen  Dlffereatialgleiebung  zx  =  ^(z^  2  y  ^) 
aua  den  beiden  Gleichungen: 

df 

fiz^w^ysz^ay  und  ±^^V(ßO 

L 

durch  die  Elimination  roa  a  gawanaeii  werde* 

Wenn  ea  tibrigena  nicht  gerade  darauf  anfcoiamt«  denjenigea 
Wevtb  der  Verlnd^rHebenia  tubieaflnioieD»  wdleber  cwelM  gege» 


Immni  Wcffthra  der  lieMeii  andwAD  VerftMlcrUdi«»  jf  und  4;  011t' 
üpflebt/  «MidM  wenn  nur  verlangt  wltd,  daae  iMo  die  jedesmal 
aoaaiBMiigehOrigen  Wertha-  |^  und  «  aafstelle,  so  bedarf  ea 
oicht  aionud  dar  Elimioation  von  a.  Man  denke  sidi  dsno  dia^ 
GfOaae  a  uad  suglaieh  irgend  eiaa  van  den  drei  Veränderlicbea 
f y  and  X»  etwa,  t,  als  die  beiden  unabhängigen  Verfinc{iarllabaiv 
ÜRe  zugehörigen  Warthe  der  beiden  anderen  Verinderlkban  %  nsd 
berecbu^D  aich  dann  ana  das  beiden  dleicbaogen: 

f{tfgxa)^^{di  und  ^s=g»'(«X 

Man  sieht  jatat,  ein«  dasa  die  Integration  der  partiellan  Diffe- 
rentialgleichung Xjr  =:  ^(zy  2  .v)  auf  die  Bestironrnnjn:  eines  volt- 
atindigen  Integrals  zurückkommt.  Es  ist  aber  nicht  Dotbuendig, 
dass  das  vollständige  Integral  auf  dem  oben  angegebenen  Wega 
mit  Hilfe  der  Gleichung  (a>  arsielt  werde.  Die  Integration  daa 
partieileo  Differentialgleicbuag  tm^^{xyzy  x)  wird  manchmal  wo» 
«entlieh  abgekfirxt,  iadam  ea  gailagt,  auch  ohne  die  Hilfe  der 
*  Gleichung  (a)  ein  beaaaderea  Integral  der  partiellen  Differaatifd:. 
gleichung  anaugahan,  ,wartn  awei  wUlbflbrlidielieatäadi^a  0%  und, 
f}(a^  var^anunen« 

1.  Es  sei  xxz=zi\){zy),   

IMau  (indet  hiiT  ein  vollstaiiHige«  Integral  in  der  Form  r-=ß7/^^.r-fy, 
worin  «,  ^  und  y  Beständige  t*ind.  Denn  setzt  man  dies  ein,  so 
bleibt  /3=:^(c),  m  dass  also  «  und  y  willkührlich  bleiben.  Man 
•etae  nun  y^^i^)*  al)«^enieiue  Integral  der  cdjigen  Glei« 

chung  ergiebt  sich  durch  die  Elimioatlaa  von  a  ans  den  Nidtn 
.Glaicbungeo: 

sss«y-|-d?^«)-|-9(«)  und  ^^ff-^s^W-^^i»)* 

2.  Ea  aai  nun  «*(l-|-^*+%^  sa^. 

V- — — 1  i_  

tat,  die  Cllelchung; 

filao  genügt  durch  die  eiurachere: 

p 

.und  dieae  ffihrt  auf  das  voUatiadige  Oiiferential: 
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m  lüftgrifion  liefert  « « Mae  M  «]«o 

  i*  .      •    ■  . 

ttV^  O'*  —  2* 

 ~ — ^»  und  die  GJeicbung  (b)  zeigt  sieb  io  «ler  Form: 


•Tbeilt  man  dnreb  — ,  iml  nimmt  mm  ein«  aest^tt 

bat  man  das  vollständige  Oiffereiitial:  '  .  • 

Pnrab  die  Integration  entatehts 

y~ö*— -X*  +  ^sia  a  ;j- o:  cos  a  ==  g)(a) , 

und  <Ias  al%eflieuie  lDte{[[ral  Ut  anagedräckt  dansh  die  bttden  GJel* 
cbiiogea 

'  '  •  .    •  -  -  ■ 

3.  fia  ael  «och  ffi^-^*»^ 

Man  fiodet,  da  hier  xs=  — snr  Beatinimiiii^ 
von  a  die  Gleiduing:  v  * 

Man  genfigt  deraelbeo  durch  «ss^«  Daraua  folgt  t^^  —  V 
imd  dl»:  Gleichung  (b)  tat:  ^ 

Vertauscht  man  darin  Va  gegen  so  findet  eieh  dos  rottslia^ 
dige  Differential:  '  '  '  ' 

Vi*— 1^  -  •• 


I 


I 
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OnnHb'  die  Integration  entsteht: 

Va»-ay  =  «iir-|-9(«). 

Das  allgemeine  Integral  ist  demnaeh  aosgedrOckt  dureli  die  bei- 
den Gleichungen: 

V*V-iry  SB  «p  -f  und  '  «y«  +  V »«—««.v* .  (a?  +  — 

Es  ist  unntöglich,  eine  endliche  füleichunj^  zwischen  dc^^  erSn- 
derlichen  z,  y  und  x  anzuheben  mit  irgend  willkfihrlicheii  1  unlttio- 
nen  bcstinmiter  veranderlictier  Grössen,  so  dass  dieselbe  das  all- 
gemeine Integral  der  partielfen  Differentialgleichung  z^fpizy  xy x) 
darstellt.  Denn  das  allgemeine  Integral  hat  hier  7m^t  die  Form 
ß=:(p{cc),  wo  ß  eine  bcMtinimte  Funktion  der  Veränderlichen  z  y  x 
und  von  a  ist;  allein  die  Grösse  cc  ist  nicht  eine  bestimmte  Funk- 
tion der  Veränderlichen  2,  y  und  .r,  sondern  von  der  willkiibrli- 
chen  Funktion  9p  selbst  abhängig,  da  dieselbe  aus  der  Gleichung 

^s=9^<«t)  SU  bereehnen  int.   Die  Methode«  wornnch  man  die 

partielle  Differeotialgleichnng  2x  =  ^(zyz^  j:)  Integrirt,  ist  übrigens 
allgemein  gültig»  und  mvnn  denshaib  aueh  auf  die  Gleiehnng 
'Xig-^  Yzy  =:  Z  anwendbar  sein.  Es  ist  nicht  schwer ,  dasjenige, 
was  man  voll  'dem  allgemeinen  Integral  dieser  partiellen  Dife- 
tentialgleichung  weiss,  mit  den  so  eben  gemachten  Bemerkungen 
in  Elnkljkug  zu  bringep.  Da  es  nämlich  feststeht,  dass  das  allge- 
ineine  Integral  der  partiellen  Dtfferentialgleicbttag  Yz^^  Z 
in  der  Form  ßsss^tt)  auftritt«  worin  u  und  liestimmte  Funktio- 
nen der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  x  sind»,  so  mSseen  sich» 
wenn  es  auf  die  Bestimmung  der  Werthe  2«  und  2y  ankommt  die 
beiden  Differmwüalgleichungen 


ergeben.  Lässt  man  die  willkührlicbe  Funklioii  (p  in  eine  will- 
kührliche  Beständige  c  übergehen,  so  hat  man  offenbar  xvrei 
Werthe  Zy  und  zx  von  derjenigen  Ailgemeiuhcit,  wie  sie  nach  der 
oben  gegebenen  Vorschrift  in  die  vollständige  Differentialglei- 
ehmig 

(b)  dz  z=2ydy  2xdx 

eingesetzt  werden  müssen,  um  daraus  das  allgemeine  lotegral  der 
partiellen  Differentialgleichung  A'z^  +  Fsy  =  Z  ableiten  zu  ktlnoen. 
Die  vorliegenden  VVerthe  Zg  und  2«  wandeln  die  Gleichung  (b) 
uro  in:  '  .  ' 
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+  ;^«'jr+ c(;g&+ ^dj,  + 

und  durch  die  Integration  entsteht  ß=zac-^  q)(c).  Bas  allgemeine' 
Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  Zz-r<f  Fzy=Z  l&Mt 
sieb  demnach  darcb  di«  J>eideii  Gleichiiogea : 

/3  =  «y  +  <p(y)  *    und    a  +  <p'(y)  =0 

aoidrficken.  Die  ElitTiination  von  y  zeigt  sich  hier  onabhäogig 
von  der  beiBonderen  Beacbaienheit  der  willkührlichen  Funktion  q>. 
Denn  ans  der  Gleichung  (x-^cp'iy)  folgt  offenbar  y=r:/(a). 
Wfnn  -man  dies  in  die  andere  Gleichnng  ß  =  cey  -f ^(y)  einsetal^ 
M  gelangt  man  in  der  That  sa  Jener  einfachen  Integralforni 
ß=ztfi(a),  worin  a  and  ß  bcatifflinte  Fonktionen  der  Ver&nderii* 
eben  S  t  f  und  a  beaetchnen.  •  ' 

Bei  der  Bestimmung  des  Differentialquotienten  Xy  als  Funktion 
der  drei  Veränderlichen  x,  y  und  x  ist  man  in  dem  Bisherigen 
von  der  Voraussetzung  ausgegangen»  daas  der  Differentialquotient  x^ 
auä  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleiehnng  '^(zj,sjz^:r)  =  0 
sich  entwickeln  lasse.  Wenn  nnn  aber  dies  nicbl  mSglich,  oder 
doch  nnr  in  einer  unbequemen  Form  au  beweilntdlfgea  Ist,  so 
suche  man  eine,  Gleichung  tsO  auf  als  Funktion  der  Verinder* 
liehen  imd  der  beiden  Dlfferentialqnoti'enten  tm  nnd  2yt  so  dasa 
die  beiden  Gleichungen  ^:=0  und  t=:0  voTlIegen»  wenn  es  auf 
die  Bestimmung  der  beiden  Differentlalquotlenten  ankommt  jH^as 
nun  die  Funktion  %  betrifft,  so  erglebt  sich  diese  wieder  ans  ei- 
ner partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades.  Denn  die  Differentiation  yon  tssO  liefert  die 
beiden  Gleiebungen: 

dt  /äu\  .  dt  /dix\  .  /dr\  ^ 

.□dem  man  abkürzend  =  j:u  +  ^  =  {^^) 

nJe.  w.  setzt.  Ebenso  .giebt  die  partieile  Differeotialgleicbung 
4lra:0  die  beiden: 

d^\dy/^'dxXäyJ^\dyJ-^* 

d^/dzy\     d%^/dzx\     /'dtij\  - 
d^Xd^J  ^  dxx\dx)  +  \dzj  -  "  • 
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Wean  maa  daraus  zunächst  die  Differentialquotieoten  (^^^  und 
eiumairty  so  behält  man  di<^  Gleichungen: 

(d]j^  dv^    rftj;  dt\/d2x\     dfif/dt\     fdii>\dx  ^ 
d^  dir  diM  dtJ\d^J  t  dx^d^J    Kd^Jdzg  - 

4i»dz0    di^  dis/KdaJ    dz^dx/  \dxjdt0^ 

Mit  RaeMebt  auf  die  Besiebimg  =  aber  eriOUt 

man  durch  die  Addition: 

d^  /dt\     di^  fdt\     /dp\  dt  (dir\dx^__ 
du\d0/'^dxjf\dgj  \dat}d»m'^\dt,)dtrV 

otlcr  auch»  indem  tuan  die  Werthe  ^^j^^^^****  nieder  einsetzt, 
die  Gleichung; 

ih\>  (Jt^  dtiJ  rfr  /dxlf  di^f  \  dt 
d^Md^^diydy'^\drs'''^dzy''^Jdx 

(dtl>        £ii/;\  dx      /d^        dHi\  dt 

Daraus  ergiebt  eich  jene  Gieichung  tstsO»  welche  in  Verbindung 
mit  der  Gleichoog  ^  =  0  zur  Darstellung  der  beiden  Differential- 
quotieoten  Zx  und  %  zu  rervrenden  ist.  Man  siebt  auf  der  Stelle, 
dass  man  durch  rssyff  genügt  Wenn  man  Hie  Lösung  ^  =  0 
benutzt,  um  den  Differentialquotienten  Xx  tn  eiiininiren,  SO  kommt 
man  wieder  auf  die  Gleichung  (a),  der  man  sich  oben  zur  Be- 
stimmung von  2f  bedient  hat»  Mao  braucht  aber  nicht,  grade  diese 
Elimination  vorzunehmen,  um  zu  einer  zweiten  Funktion  x  zu  ge* 
langen,  nelcbe  der  Gleichung  (c)  genügt  Es  kann  vorkommeo, 
dass  diese  Elimination  unausführbar  ist,  oder,  dass  wenigstens 
eine  zweite  Funktion  t  =  a  vortheil hafter  auf  andere  Weise  ans 
der  Gleicbung  (c)  abgeleitet  uird.  Nachdem  man  die  Werthe 
rj  nnfl  r-.,  aus  den  (iloichungen  1/^  =  0  und  a  —  cti  berechnet  hat, 
er h Kit  mau  durch  die  Integratioo  der  vollständigen  Differential- 
gleichung: 

(b)  dz  SS  Zydy  -f  sxds 

eine  Gleichung  f(z$fJPtti)^q*(ttti*  Das  aUgeaieine  Integral  der  par- 
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«  • 
iKißT#«li«i|tM0bmig  ^ie,zsxy4)  csO  «bflr  Itl  wieder  dM 

RmllMt  4erEliaiiBatiQii  von  «  swiB^tn  den  beiden  GleidbnngeiK 

A»ar4P«) «        «»d  ^=y<e). 
4  Es  ««i  (4^«+^x,«+»,2)  ^  1, 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion  a  von  z  unabhän- 
gig 991,  bat  man  zur  Beistimoiuug  von  a  die  Gteichung: 

(«) 

Man  genügt  aber  durch  a=  azy—pzx,   Dareos  folgt  i,=^^^-^. 

Wenn  man  die»  in  pertielle  DUbfentlelgleiiliang  chieetat,  ee 
bat  man  die  Gleichung  sur  Beetuniming  Ten       Man  findet: 

««+jr*     '  ""^  =   

Vertauscht  mnn  a  mit  eine*  so  bat  man  die  veiUtändige  Diffe* 
rentialgkekbuogi 

Darau<«  findet  man  a\s  allgemeines  Integral  der  partiellen  Diffe> 
rentialgleidiung  die  beiden  Gleichungen: 

X  s  CAS  a .  /  V^«^ -f"  ^    sin  a.  arc  tg  ^ 'l' 9(a) « 

T  '  m 

•in  «.  I  Vp4^ a>^g  ^+ 

Man  weise,  daes  die  IntegrMlen  einer  partielten  DWerenttal- 
gleichung  des  ersten  Grades  weeentlicbe  Erleiehterun^cii  erfahrt 
dnreb  die«  geeigneten  Translornatienen  oder  durch  die  EiaflUimng 
Ton  neuen  Veränderlichen,  welche  als  Funktionen  der  ?orkom- 
menden  Veränderlichen  gedacht  werden.  Dies  gilt  also  auch  fttr  , 
die  Gleichung  (c).  Was  die  Wahl  der  neuen  Veränderlichen 
betrifft,  so  geben  d.^n'iber  die  früheren  Untersuchungen  be- 
stimmte Vorschriften.  Ich  will  noch  ein  anderes  Hilfsmittel  der 
Transformation  angeben,  was  gerade  hier  einen  besonderen  Vor^ 
theil  bietet«  wo  es  schliesslich  jedesmal  darauf  ankommt»  die 

IT» 


Weiler:  ItUegration  der  parlieUen  üifferenlialgUichungen 

beiden  Differenttalqaotienten  xx  und  zy  als  Funktionen  der  TerKn* 
derlichen  t,  y  und  x  darzustellen.  M  in  setze  nfimllch  «Ine  ge- 
wisse Funktion  der  in  der  partiellen  Differentialgleichung  i^;  =  0 
vorkommenden  Grössen  einer  neuen  Veränderlichen  $  gleich;  man 
bilde  also  die  Gleichung  l\z.,  z^zifx)—s,  in  der  Weise,  dafiS  die 
beiden  Differentialquotienten  Zy  und  z,  ohne  Anstand  ans  den 
Gleichunge»  —  und  f{zyZxzyx)  =  s  als  Punktionen  von.xy« 
und  von  s  entwickelt  werden.  Es  trifft  sieb  dann  gewdbnlicb* 
dass  jene  Annahme  f=s  auch  der  Integration  der  Gleiebung  (c) 
Hirderlich  ist.  I3m  diese  Gleichung  darnstih  umiubilden,  setae 
man  die  beiden  Werthe  Zj,  =  ^(«zyar)  und  zx^'^ziszyx)  in  die 
Gleichung: 

dzy       dzy  dzx     .  dz» 


ein,  und  es  eotsebt  2ur  üestimmung  von  t  die  Gleichnng» 

djfi  dg    ilifa  ds  fd^x^ 
ds  dar""  dg  dy^\di  ^*""  dt 

Nachdem  man  ein  besondere«»  Integral  f  =  «i  aufgefunden  hat, 
erhält  man  das  allgemeioe  Integral  aus  der  vollständigen  Diffe- 
reotialgleichoog : 

diz=:if/^(s  zy  x)dy  +  ^^{s  t  y  x)dx, 
worin  der  ans  der  Glichoog  asscti  gezogene  Werth  s  einzusetzen  ist 
5,   Es  sei  ono  2ayi*iy+(l— — 3f*. 

Man  nehme  hier  £  SS       Dadurch  entstehen  die  beiden  Wertbe:* 

=r    nnd  «irSK^ 


In  d6r  Voraossetanog,  dass  die  VerSnderiicbe  %  \n  u  nicbt  TOf^ 
komme»  sebreibt  man  sur  Bes^mmnng  von  i  die  Glebsbuog: 


Man  genügt  derselben  dnrcb  «=^>  oder  Mao  gelangt  sir 

au  deii  lieideo  Werthen«: 
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nod  danD  su  dem  TolltttllndigeD  Diffefential: 

Doreli  die  Integration  entsteht  V a^— 2ea?+l— ^=v(a)j  mid 
das  allgemeine  Integral  ist  anegedtflckt  durch  die  beiden  Glel- 
chnngen: 

I -f     «2 — 2aj?-f  1  —     =  9P(«)» 

und 


6.   Es  sei  w»  =  (jr^«  +  or^)  (a^  +  V — 


4  =  **" 


Mao  nehme  hier  # ^ ^ -f  ^ Daraus,  folgt  dann 

TT—,  und  dies  lübrt  auf  die  beiden  Werthe:   .  ' 

0 


Man  findet  unter  der  Voraussetzung,  dass  er  von  x' unabhängig 
sei,  aur  Beatimmang  dieeer  Fonktion  die  Gleichung: 

(e)  p-(*2^-*3i)l+4(y+«:)(.  ^-^j  =0. 


Mao  genügt  derselben  doreh  u^y-\-sx  oder  is— ^;  und  mau 

gelangt  dadurch  zu  den  beiden  Wertben: 

• 

Die  ToHatündige  Differentialgieiehung: 

dt      dg     ■     2ydy  2ardfa: 
2     tf— y +       y«  +  a;»  «*— 

fährt  auf  die  endliche  Gleichung:  a* — +  .r^  —  €p(ti) . z(c(  —  y) ; 
und  das  ali^^emeine  integral  ist  ausgedrückt  ,durph  die  beidej^ 
Gleichungen:    .  r  'i 
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Wenn  die  Entv^icklong  einer  der  beiden  Dfibrentialqnefieiitee 
ans  der  Gleichung  1^(29  zx  es  0  nicht  gut  ausgelührt  werden 
kenn,  nnd  wenn  alcli  dann  eine  einfachere  Funktlen  f  findet, 
welche  die  Eigenschaft  besitst,  dass  man  den  einen  Dlfferenliat« 
^■etienteii  ohne  Anstand  sm  '«r  Gleicbnug  fli^  ixtyx)^$  eni- 
.  vickelt»  so  lcaan  es  vorkomtnei^  dass  dadurch  die  partielle  Oi(' 
ferentialgleichang  die  Form  ^i{s  z  i/  j:)ts;0  annimmt  In  diesem 
Falle  wird  man  mit  VortheU  den  folgenden  Weg  einschlagen. 
Man  entwickle  den  Werth  s=if^(fy^)  ans  derlSleichung 
und  bide  darans  dnrch  Diferentiiren  die  Werthe: 


Mao  setze  nun  die  Wcrtbe  z,  und  in  die  Gleichung  f  =  i 
eilt.  Dadurch  erlangt  man  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung 
fi(s,^  sx  s  1/ a)  ^  welche  nach  den  früheren  Regeln  sich  inte- 
grircn  läsbt.  Da  nümlich  der  Werth  Zx  der  Toraussetzmig  nach 
ohne  Anstand  aus  der  Gleichung  f=s  entwickelt  wird,  so  kann 
dasselbe  auch  für  den  Üifferentialquotienten  tx  geschehen,  indem 
man  sich  der  Gleichung:  Sxsy  x)  =0  bedient.  Nachdem  man 
das  allgemeine  Integral  der  leisten  Gleichung  aufgefunden  hat, 
UeiM  nur  noch  fibrig,  die  ChrOsse  9  mittels  ^($iyx)^^  au  eli^ 
roiniren. 

:  i 

7.   Es  «ei  22  =  (f -f  -^ax -{^ '^i)  9  nachdem  mau  abkürzend 


gesetzt  hat 

Blan  MKfo  aus  der  vorliegenden  Mfbfentialglelehwig  die  bei- 
dea  Wertbe: 


Um  dieselben  In  die  GleidNii«  i(i^-f  a)ass«-«  Vr«^-|»^— ^ 
elmlldlven,  seHaff»  man  Uler  fwerst  die  W«Migiisae<  wegi 
Man  «rhilt: 


ay-l-o 


22,  =  ((l^i)a^  +  i|;'(f))^, 
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«tor  aach»  «achiicfli  man  mit  4<v*l*<>)  getbeill  bat>  dU  Gleichuiigi 

Weno  man  oun  aber  die  Wertbe  vnd  2«  einubttt»  ao  arbilt 
mts  die  neue  Gleicbuag: 

dt  Ids 
Dia  aRgemeioe  lategral  aeigt  aich  in  der  Pom: 

Oaa  aligeiDefaie  Integral  der  nraprilngliefcen  DtferentlalgTeicbmig 
Iber  iat  daigeatellt  durch  die  beiden  Gleicbungen: 

2*  =  (#+•)«* +  ^(f) 

aod 

1 

^  +  («  —  = 

Oftnala  iat  ea  vorthelibafter»  aogleicb  in  der  partiellen  Difle- 
lantialglelcbnDg  ^\>{z^  zgzya;)  =0  an  die  Stelle  tou  x,  y  und  9  anr, 
dere  Vfribiderlielie  eloauaetaen.  Indem  man  dieae  aia  Funktlenen 
von     jf'und ae  au  beatlmmen  aucht,  daaa  die  Ininafeiiilfte. 
Cilelcbaag  den  bis  dabla  geatellten  Anforderungen  entspricht 

&  Ea  aei  V4aa-i-<«,+a^)a.V'(«— y). 

Man  setze  hier  an  die  Stelle  von  y  und  x  die  neuen  Verein« 
deflichen  v  =  und  u  —  x — Dadurch  entsteht: 

und  Jjtfssxy-hi«' 

Man  erblUt  die  neue  Gleicbang: 

Znr- Beatimmnng  von  h  bat  man  hier  die  Gleichung: 

Man  ge»%t  dui«h  ft?s  xv,  «nd  bat*4eashalh  die  vellatiadiie  Dir* 
ferentlalglelebnng:  .  .  « 
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dt  ==  (Mfo  -f  Vi?+5» .  i(f'(u)du.  ^  ' 

Das  allgemeine  Integral  l»i  anegedrückt  durch  die  beiden  Glei- 

ciiuagen; 

I 

9.  E«  sei  z,— jy  =  (i,-f  ^ij^). 

r 

Mao  setze  wieder  anstatt  y  und  d?  'die  neuen  Veränderliche!» 
•  —  » + y  und  ü  s:?« — y.  Daraue  folgt: 

Daraus  «ntwickle  man  den  Werth 

;2ur  Bestimmung  ?on  2,  erhSit  man  die  Gleichung: 

Alan  geuiSgt  derselKien  durch  «3=x-..^  oder  t^^  ^  und 

man  ludet  se  die  Toilständige  Differentialgleichung: 

r 

Das. vollstJbidige  Integral: 

2e)C2(*—«)«fo —2rfb) —diiifci  s=  0 

führt  auf  die  endliche  Gleichung:  ((2  —  a)«— 2i)2  — 4ti«  =  g>((v); 
«nd  das.  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  ist 
dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

((«  -     ~  2ü)»  -  4it«  =  9>(«) , 

((,  _  «)a  _  2y)4(i  -  a)  =  <p'(«). 

10.  £fi  sei 
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Mao  bringe  hier  an  die  Stelle  von  z,  if  und  x  drei  neue  Ver- 
änderliche, indem  man  setzt:  > 

'  ''s. 

Um  die  neuen  Vesäuderiichen  in  die  Diflferentialgleichung  einzu- 
filhnniy  sehreibe  man  dieselbe  vor  Allem  io  der  Form: 

dt  ^    dt       dt       .    "  . 

Da  nun  t  «U  Funktion  ▼on  r,  9  nod  ^  auftritt«  ao  bat  man: 
•  «fe     rfr  <fr    ife  «fe     fifr  i/^ 

dt  ^dt  dr^    dt  de     dt  d0>  •  •  ! 

dr  dy^ds 

dt   i£f       .  ^  ^     dt  dd- 

«fr  Ä  +  Ä  S "'"S^S* 

Um  hier  die  neuen  Veränderlichen  eiozufahren,  aciireibe  aan: 

4    ■  '  I 

Üaraus  entsteht  durch  DÜferentiation: 

-  .      '  •  . 

Man  transformire  zunächst  die  linke  Seite  der  partiellen  Differenz 
tialgleicliung,  und  bilde  desshalb  die  folgenden  Au«dräcke: 

dr  ^    dr  ^  dr 

de  ,     dl  de 
■  ■       rf*        rf*       d»  ■    :    •  ■ 
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Vm  aocii  die  rechte  Seite  so  4?Mi8roriiiireD,  bilde  mao  iretter: 

(d&y    /^^Y    /«'^V     ^  ^  ds 

'S)  ^\dj)  +VSy  ffeiA  ^d^i^+&  flS^^^' 

Mao  gei«Ri|t  «o  lu  der  traiwfoniihtea  <>i«leb«Dg: 

dt        4/  o/^A*   /«'A*     i  T^A* 
r;^  =  coa«V  r^iTr)  +  Uj  +elSÜ^  (ä)  ' 

Nimmt  mau  liier  r  als  die  abhängige,  e  ufid  aU  liie  uitabb^gi* 
geo  Veränderlichen  ao»  so  bat  man: 


Uro  nun  den  Differentialqaefiefiten  r«  ala  FmiMöB  der 'Veribider* 
liehen  r,  c  und  ^  daraöstellen,  bilde  man,  indem  man  abkflr- 

Mnd  tg%i  8    «etat,  den  Werth    =:  ^a«r*  —  Die  Giel- 

chung  zur  Bestimmung  von  te  zeigt  aich  dann  in  der  Form: 

Man  genügt  derselben  durch  «  =  Daraus  folgt  aber  r«  =  ar; 
«nd  man  hat  die  vvllatändige  Dlffereatfalgleichangi 

Nimmt  man  nnn»  um  den  irratioDalen  Aosdmck  an  Integriren«  wüi- 
erat  ein^ssn»  ao  hat  man: 

,  aV^tfl  4x*  4-  e* 

IQmmt  man  weiter  ssmß,  an  hat  man  n*g  yj.'jn* 

De«Mb  iat: 


du       v^dv        v'^dü         n*dv  eßdv 

Die  Intogratioo  der  vollständigen  Differentialgleichung  giebt  deea- 
halb: 

Ar     «€  -I-  a .  arc tg  j— «. arc tg  -  +  vW- 

Wenn  man  dies  nach  a  differeiitürt,  so  entstehti  weil  auch  v  eine 

_|.  „1 

FonktioD  von      iin4  iwar  =  sIb'^  {et,  die  Gleiebong:  ^ 

Ose— arc^-  +  vi«)» 

Man  setze  diesen  Werth  e  in  die  erstere  Gleichung  ein,  und  bringe 
sugleich  an  die  Stelle  von  v  die  Veränderliche  ^,  indem  man 

Va*  sin   tfi^ 

1^.2  ----^          ecbfelM,  md  das  Bllgemeine  Integral  der 

partiellen  OUferwitii^gleichiuig  iet  ausgedruckt  diircb  die  beiden 
Glei«lii|ngMii$ 


und 


r  SS  e  . 


t  =  arctg  r=3  9  (o). 


Denkt  wma  sich  hier  O  und  a  als  die  u&abhiogigBB  VarfAdcrß- 
dsoy  so  ergeben  sich  die  gleichzeitigen  Werth e  r  und  e.  Wobd 
aber  die  susammengeburlgen  Wertb'e  r,  e  und  ^bekannt  sind,  so 
findet  man  die  znsaromengehSflgeQ  Wefffhe  der  ureprllngiichen 
Verinderttcbeo  aus  den  Gleichnpgeii: 

sssrcos^,  jy=::rsin^oosfj  «sz-rsin^sin«. 

Nachdem  nmn  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  DiflTerentiai- 
gleichung  tlf{tyXx  x)  ==0  aofgernnden  bat,  kommt  es  darauf 
an,  alle  möglichen  Funktionen  anzugeben,  wodurch  man  dersel- 
ben genfigt,  wenn  man  die  abhängige  Veränderliche  daraas  eli- 
ratiiirt  Vor  Allem  vergegenwärtige  man  sich  diejenigen  Rech- 
nuDgsoperationen,  wodurch  man  die  partielle  Differentialgleichnng 
ans  dem  all£i;cmeinen  Integral  wieder  ableitet.  Das  allgemeine 
integral  ist  hier  ß  =  cp(a)f  wo  /?  eine  bestimmte  Funktion  der  drei 
Veränderlichen  x,    und  x  nnd  einer  Veränderlichen  «  ist»  welche 
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ja 

aas  der  GleiehQog  ^  =  g>'(a)  berechnet  werden  jüumb,  Mao  bttde 

daraus  die  beiden  Gleichungen: 

dß      dß  ,fdß         ,^/<^«  ,«*«\_n 

#  •  . 

welche  aber,  da  ^ — .(p'(a)  =  0  ist,  öbergeheu  iu  die  einfacheren: 
önd 

az  aar 

Durcli  die  Enmioation  von  a  erfallt  man  daraq«  die  partielle  Dif* 
fereotialgleiehiing.    Die  Grosse  a  in  dem  allgemeinen  Integral 
ßs^ix)  kann  aber  anch  als  Beständige  gedacht  werden,  so  daee 
also  9>(ei)  einer  zweiten  willkührlichen  Beständigen  gleichkommt;' 
iind  ea  vereteht  aieh,  daaa  dann  die  vorbin  snr  Beredintmg  dea 

dß 

veränderlichen  a  benutzte  Gleichung  ^  —  (p'{u)  weglallt,  da  we- 
gen dassO  doch  wieder  die  beiden  Gleichungen  I.  und  2.  ent- 
atehen»  woiana  die  partielle  Differentialgleicbong  darch  die  £U* 
mlnaUon  Ton:«  gefronnen  wird. 

I*  '  '  , 

Aus  dieser  Eulstt  huns^sweise  der  partiellen  Differentialglei- 
chung schliesst  mau  zunächst,  dass  man  nicht  zu  allen  beboiideren 
Integralen  gelangt,  wenn  man  sich  auf  diejenigen  Funktionen  be- 
schränkt,  welche    aus    den  beideu  Gleichungen   ß  =  q)(a)  und 

dß  ... 

~=s9^{a)  dnreh  die  Elimination  von  «.sieb  ergeben,  nachdem 

man  die  willkuhrliche  Funktion  9>  irgend  wie  bestimmt  hat.  Man 
hat  dabei  auch  alle  diejenigen  Funktionen  zu  beachten ,  welche 
aus  der  einzigen  Gleichung  ß=z<p(a)  hervorgeben,  unter  der  An- 
nahme eines  beständigen  er.  Wenn  es  also  darauf  ankommt  das 
Willkuhrliche  in  dem  allgemeinen  Integral  so  einzurichten,  dass 
dasselbe  eine  vorliegende  Funktion  liefere»  so  hat  man  zweierlei 
zu  untersuchen.  Das  einemal  fragt  es  sich,  ob  ^ie  beiden  Grossen 
a  und  <p{€c)  als  Beständige  eich  so  angeben  lassen,  dass  die  vor- 
liegende Funktion  der  Gleichung  p=:fq>{ct)  geni^e.    Wenn  dies 


d'-'-  - 
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t 


enter  uwi  %u>eUer  Ortung.  • 

ftlKAr  anmüglich  ist,  so  bat  nui  ^mt  mit  der  BettiiiiiDoiig'  der  viiiU«^ 
Mirlidien-  Fiwktioii..^  xa  thmi»  io  der  Art,  das«  man  doreb  die 
Enmioattoit  toh  «  'ans  den 'llieidea  GleidinngeD  ß  =  €p(a)  nod 

^  =  9' (a)  die.vorliegeode  Fanktioo  ableite;. 

Wenn  das  allgemeioe  lotegral  z.  B.  durch  die  beiden  Glei- 
chungeo: 


«*2*  +  2aa;  =  ^  +  29(«),   und    ai«  +  ar=y'(a) 


ausgedrückt  ist,  und  dann  die  Frage  eiitfciteht,  wie  man  demsel- 
ben durch  t^  =  y*  geniige,  was  auch  die  nntsprechende  [lai  tielle 
Differentialgleichung  y(z,*-f  r^*)  =22^  belriedi^t ,  so  findet  man, 
dass  dies  für  a  =  0  und  2q>(ju)=  —  1  geschieht.    Man  genügt  der 

partiellen  Differentialgleicbung  ancb  durch  die  Fnoktion  t*=^j^^a' 

Wenn  diese  aus  dem  allgemeinen  Integral  abgeleitet  werden  soll, 
so  zeigt  sich,  dass  dies  unter  der  Annahme  eines  beständigen  a 
nicht  mehr  geschehen  kann.    Man  setze  desshalb  den  vorliegen« 

4en  Wertb  a^as  -^^  ^  in  jeoe  beideo  Gleicbungeo  ein,  iro* 
dnreb  dieselben  fibergeben  int  . 

und 


aar* 


^     Man  eKminire  darana  die  Veräoderllcbe       und  ordne  zugleich, 
nach  Potemen  von  ar.  Man  erbalt; 

waM  zu  einer  identischen  Gleichung  wird,  wenn  man  2y  =stß 
setzt.    Unter  dieser  Bedingung  also  genfigt  die  GfekbanK 

^^^^^iT^        dem  «ligemeiBett  Int^al. 

Das  allgemeine^  Integtal  der  partiellen  Differentialgtelcbvng 
<^%zssy  ar)  kann  auch  in  der  Form  «ras  tpi(ß)  angesobriebeb 
Werden.  In  der  obigeb  Form, /}?=^(a)  beseicbnet  ß  eine  be* 
Stbnnite  Fönktioe  ^er  Verfioderlicben  zycü  nnd  von  «.  Man  ent^ 
vricbie  lias-  der  CrIelchiäng  ß  ^flftff  m  «)  den  Wertb  vi^f^^m  % 
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itMl  «etie  diMeii  is  dl*  an^af»  Fmi  merf^^)  ilHi,.4o  dM  «Ii« 
•hier  er  als  bestiamite  FnakHon  der  VerMerlithcw  m^s  «nd  fM 
Auftritt;  imd  inan  liat  dana,  an  |l  m  eliaiiDln»A«  dU  GleielMag 

^  =  g>/(j3).   Durch  die  Üifferentiatioo  von  o;=9i(/i)  etbält  man 

die  beiden  GleieliongeD : 

rf,%  +  ;5  =  0,  and  3^«.+^=:0, 

und  die  Elimination  von  ß  Mrt  wieder  änf  diis  |>artielie  Dlffereii* 
4ia|gleichang  i^izyZx  2yx)sz0  itirOd^,  Irgend  ein  beaon'deres  In- 
tegral der  parCieUea  Diierentialgleicirang  wird  nun  eben  an  wohl 
.aoa  der  lategialform  ffy9^ft)^9(tt)*  ala  auch  ans  der  lategral» 
form  ft(9jfxP)^^(ß)  eich  ableifen  laaaen.  Doch  giebt  es  hier, 
bei  einen  Ananaiimelall»  weleber  eine  besondere  Betrachtung 
Verlangt  Wenn  nlmlich  in  der  letstelen  Form  fi(t $  » ß)  =  Pi(ß) 
die  GroMse  ß  als  Veränderliche  gedacht  wird,  so  kann  denooch 
die  willkjlhrliche  Funktion  <Pi(ß)  eine  Beständige  sein,  iodem  die- 
selbe von  ß  nnahhängig  gedacht  wird.  Heb  erträgt  man  dieeen 
Fall  auf  die  erstere  Form  f(2ya:a)ssip{a),  welcbe  aus  der  ände« 
fen  dadurch  hergeleitet  wird,  dass  man  dort  a  an  die  Stelle  ron 
Piiß)  und  qf{a)  an  die  Stelle  von  ß  bringt,  und  dann  nach  (p(a) 
entwickelt,  so  sieht  man  ein,  dass  hier,  damit  die  vorige  Bedeu* 
tung  der  Integralform  nicht  verloren  gebe,  die  Grosse  a  als  Be- 
ständige zu  nehmen  ist,  während  doch  (p(a)  veränderlich  sein  soU, 
was  uTTmü2:Iich  ist.  Wenn  also  (pi(ß)  eine  Beständige  ist,  während 
selbst  veränderlich  gedacht  wird,  so  Wefert  die  IntcL'ralfnrm 
f^{z -y  X  ß)  ■=  ff'i^ii^)  gewisse  Funktionen,  welche  der  ersteren  Form 
f{z -if  X  <x)  =  (pia)  flicht  mehr  genügen.  Man  musste  demnach, 
wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  dieser  Funktionen  handelt, 
auch  die  Form  fi{z  y  x  ß)  =  (pi(ß)  frebrauchen,  um  darin  die  will- 
küh fliehe  Funktion  9?i  einer  wiiikührlichen  Beständigen  gleichzu- 
setzen. Allein  es  wird  sich  in  der  Fols;e  noch  zeigen,  dass  die 
letztere  Integralform  bei  der  Darstellung  der  erwähnten  besonde- 
ren Integrale  enihehrlich  ist,  da  sich  ein  anderes  IMittel  findet 
4ieselbeß  auch  aus  der  ersiereu  Form  /{zy  x  a)=:^(^a)  aiiizuleiteo. 

Was  nun  die  besenderea  Auflösungen  der  partiellen  Diffe* 
reatlalgleichung  ^'(:^f«zy«)ssO  betrifft,  oder  diejenigen  Fnalctio- 
w^stebe  awar  der  partieUe»  Differentialgleiobung,  nicht  aber 
allgemeinen  Integral  Geofige  leiatiB«  so  kommt  es,  wenn  die* 
ans  der  Integralform  fiz  y  xci)^  qp(o:)  bestimmt  werden 
«allen,  auf  diejenigen  Glieder  von  f{xyxa)  aa»  weiche  mit  einem 
jtwIaclM»  0  and  1  Uegaadea  Expenenfen  verbandaa-  abd.   Aüe  ' 
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fnUiaiieB»  wdeh«  unter 
iIqo  den  Mden  Gleksbugeos 


1. 

und 
3. 


«olchen  EsposMittii  «tehM» 


gwllgeii/  n*g  BiKi  «  in  der  FmktioD  ß  «1*  BcstSndige  «idtr  als 
VaMMIefae  gedaclil  werdan;  und  »ao  w«iM,  dass  diese  Fmk* 
Iknes  die  beaeiehaete  Bigeaachsfit  aueh  iBr  die  fiartleUe  Diffe^ 
realia^leichuiig  beibeMte« »  welche  dureb  die  EUmiDatioo  vnm  « 
aaa  deo  beide»  Glckbmige«-  L  and  2.  abgeleitet  «rird.  Nno  ist 
MD  abeir  vefaiilasst»  xwieehea  den  so  beetlmmleb  Funbtleaflii 
eineo  Uotefschied  au  raacheot  da  dieaelben  sum.Tbeil  auch  wie- 
der als  ^besondere  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung 
ingesehen  werden  mteen.  Cm  dies  elDanseben,  nuies  man  sich 
ermaern,  wie  man  au  den  besonderen  Auflusungen  einer  DiSe- 
reDtialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  swei  Ver&nderltchen  ge> 
fatDgt,  wenn  das  allgemeine  Integral  als  beliebige  Funktion  der 
♦IllkflJirlichen  Beständigen  vorliegt.  Wenn  das  allgemeine  Inte* 
gral  in  der  Form  fX^j/xfissO  geschrieben  wird,  wo  entweder 
X  and  y  oder  z  und  x  die'  beiden.Terinderlichen  sind»  und  ß  die 
fvillkUbrliebe  Bestl&ndige»  so  bildet  man»  In  der  Voransseteang^ 
daes  dis  Vecindsrlkbe  s  in  den  besonderen  AuflSsttagen  mkomme« 
dF  dz  dF 

die  Gleichang  ^'^'gß^^*  ^  kommt  dann  aut  diejenigen 
Fonktionien  an,  welche  dieser  Gleichung  fnter  der  Annahme 

dl 

jg=:0  genügen.   Mao  wird  aber  dieselbe  auf  zweierlei  Weise 

dF 

befriedigen ;  das  etnemal.  Indem  man  ^  s  oo*  setzt,  das  aiicbre» 

dF  ' 

■HÜ»  indem  man  -jä  =  0  bestehen  iSsst  Nachdem  man  alle  Fnnk- 


dß 

tioiien  dargestellt  liat,  welche  dem  einen  nrler  dem  antleren  Falle 
eotsprechen,  eliminirt  man  daraus  die  nilikührliche  Bestandige 
P  mit  Hilfe  der  Gleichung  F{i  y  /J)  =  0,  uod  man  gelangt  zu 
gewissen  Gleichungen,  unter  welchen  alle  besonderen  AutliKsun- 
gen  der  vorHegenden  Differentialgleichung  vorkommen.  Ans  der 
Integratform  f{ty  a)=:q){a}  der  partiellen  Differentialgleichung 
?P(ly  ^2 2  ^  or)  =  0  entstehen,  mag  nun  a  beständig  o4er,mag  ^ 
l^äoderUcb.  gedacht  werden,  durch  Differentiation: 
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Um  die  besonderen  Aiffluenngen  dieser  beiden  Diferentialgleir. 
cbnngen  naeh  dem  no  eben  ang^benen  Verfahren  aae  der  Glei- 
cbnng  f{z$f^€t)^^tt)  abBiileiten».mo8e  man  yor  Allem  beaehten^ 
daea  die  GrSase  9»(e)  hierbei  die  Stelle  der  wiUkabrlicben  BeatSn« 
sdIgea'Tertritt.  'Anea^cdeni.  mnaa  aveb  die  Gitoe  «  als  Beatla- 
dige  gedadit  werden ,  eelbet  wenn  dieeelbe  im  der  iMMdüii 
Anfltang  naebtrfigUch  veränderliche  Bedeolnng  erhalten  eeUli^ 
Denn  nur  ae.  kann  die  Gleichung  f(tffati)=^ft)  all  daa  allge* 
meine.  Integral  der  beiden  Differentialgleiehnngett  1.  tod  %  kth 
trachtet  werden.   Da^dlea  Integnd  nach  ,  der  wilUoBbrliehen  Ber 

dF  - 

atäodigeo  q){a)  entwickelt  ist,  in  der  Weise,  dass  man  ^  =^1 

eiUlt,  80  veBateht  ee  «idi»  daas.  eich  dioamal  ana  jder  Gleichaag 

dF 

^  =  0  keine  besonderen  Auflösungen  ergeben.   Dieselben  wer- 

dF  , 

den  dann  alle  aus'  der  anderen  Gleicbung  ^  =  oe  oder  jauch 


^soD  hervorgehen. 


Man  hat  achon  oben  die  Gleichnng  f(tijfaa)ss^^}  wBtA  Hi 
der  *  Form* /i(zy  a:|3)=9^(/!l)  angeaehrieben,  nnd  diese  ana  dtfr 
vorigen  «bgeleitet»  indem  man  dort  ^«r)  mit  ß  nnd  «  mit  tp^ffi 
vertanecht,  und  dann  nach  fpt(ß)  anfgelOat  bat.  -Wenn  man  sich 
der  Integralfbrm  /i(xya;/l)sss9f|(/})  bedient,  um  durch  das  obca 
angedeutete  Verfahren  die  besonderen  AnflOsungen  der  Diieren- 
tialgleichnngen  L  uod  2.  an  bestimmen,  so  wird  man  Jedenfill« 
an  denseliien  Fnnhtiönen  gelangen,  'welche  man  vorhin  ana  der 

Gleichung  ^  =  <^  aufgefunden  bat.    Aliein  man  bat,  weil  das 

Integral  fiixjf^fi^vM  Differentialgleichungen  1.  nnd  3. 
jetat  nicht  mehr  nach  der  willkfihrUicben  fieatSndigen  ß  aufgelSst 

dfi 

vorliegt,  gleichzeitig  die  beiden  DifferentialgleicbuDge.n  '^i^^ 
df 

-j^=<X)  anzusetzen,  um  dann  aus  allen  den  so  entsteheuiieo 
az  > 

Punktionen  die  wiUkährliche  Beständige /?  mittels  A(>5^/^)  =  9'iW 
zu  eliminiren.  Nun  sind  aber  diejenigen  Funktionen,  welche  dorch 
die  Elimination  von  ß  ans  den  beiden  Gleichungen  fi{t  y  s  ß)s^fp^ 

df 

und  ^  =  0  hervorgehen,  nichts  anderes  als  besondere  Integrale 
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der  paitiellfn  DilFerentialgleichung  i\f{%y%x%yx)  =  (i,*^  deren 
allgemei&es  Iniegral  auch  durcb  die  beiden  Gleidiengens 

«neitedfflckt  ist;  und  swar  sind  dies  diejenigen  besonderen  lote* 
graie»  welche  der  Aonahnie  enlsprecben,  dass  ^t(ß)  von  ß  unab- 
hingig  sei.  Schon  oben  Ist  Fon  diesen  besonderen  Integralen  gc* 
,  zeigt  worden,  dass  sie  aus  der  Integralform  f{%yyett}^qt(«)  ab 
Solche  niebt  abgeleitet  werden  können*  w&|irend  sie  doch  einen 
Bestandtheil  der  anderen  Integralform  ftO^ff^n^^PtV)  atismachen. 
Daraus  folgt,  dass  dieselbe^  nicht  anter  denjenigen  besonderen 
Integralen  sieb  vorfinden,  welche  zugleich  mit  den  besonderen 
Auflusungen  der  Oiiereotlalgleichungen  I.  und  2*  durch  die  Glel- 
df 

cbung  ^=  <x  dargestellt  werden,  da  die  letzteren  einen  Bestand- 
theil der  Integralform  f{%yxa)z=z(p{a)  ausmachen.  Man  schliesst 
welter,  dass  das  Resultat  der  £limioatioo  van  ß  2%viscben  den  bei- 

den  Glekhungen  fii^y  x  ß)=^tpi(ß)  und  «^ssO  jedenfalls  unter 

denjeiiiiicn  Funktioitcn  vorkoiiüju'n  wird,   Vielehe  man  als  beson- 
dere Auflösungen  der  Ditferentialgieichungen  1.  und  2.  mit  Hilfe 
df 

>  der  Gleichung  ^sod  aufgefunden  hat,  oder  welinie  auch  ai^ 

der  Gleichung  f(t>ya;a):=sfp{a)  unmittelbar  erkannt  werden,  indem 
man  auf  diejenigen  Glieder  Kück»<icht  nimmt,  welche  mit  einem 
zwischen  0  und  l  liegenden  Exponenten  verbunden  «iud.  8ümlt 
ist  denn  der  üben  ausgesprochene  Satz  nachgewiesen,  dass  diejeni- 
gen Funktionen,  welche  man  als  besondere  Aullüsungen  der  Dif- 
ferentialgleichungen 


^ß  A 


und 

herleitet,  zum  Theil  wieder  als  besondere  Integrale  der  partieileo 
Differentialgleichung  i;/(&^SjrS^^)  — 0  /u  betrachten  seien. 

Dieselben  Bemerkungen  bieten  aber  noch  ein  anderes  Inter- 
esse, wenn  man  sich  erinnert,  dass  es  den  Anschein  hatte,  als 
konnten  diejenigen  besonderen  Integrale  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung ^(SyCii«3r«)s=0,  welche  aas  den  beiden  Glei- 
chlingen : 

iii«axxxni«  18  • 
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hervorgehen,  wenn  ß  veränfleriich,  g>i(.ß)  aber  von  ß  unabhängig 
.gedacht  wird,  nicht  amck  auis  den  beiden  Gleichungen: 

/•(i  y .«  «)  =  y(a)    und  ^=:y'(a} 

abgeleitet  werden.  Es  Ist  jetzt  nachgewicKen ,  das»  die  ersteren 
Gleichunc^en  entbehrlich  §ii»d,  da  die  hier  bezeichneten  l.esnnde- 
ren  Integrale  jedesnia!  zum  Vorschein  kommen,  wenn  man  alle 

-Glieder  der  (jileichung  f  {z  y  x  a)  =  <p(€e)  gleich  INull  set/.t,  welche 
unter  einem  zwischen  0  und  1  liegenden  Exponenten  stehen.  Man 
sieht  zugleich  ein,  dass  eben  diese  Gleichungen  nur  dann  als  beson» 
dere  Auflösungen  der  partiellen  Differentialgleichung  sieh  heraus- 
stellen kiiiHien,  wenn  sie  auch  in  der  Integralforni  /i  {z  y  x  pj~<3Pi(l3) 
unter  einem  solchen  Exponenten  stehen.  Wollte  nuin  die  beson- 
deren Auflösungen  von  den  besonderen  Integralen  trennen,  so 
müsste  man  also  auch  die  andere  Integralform  fi(iy^ß)~9i{ß) 
untersuchen.  Insofern  aber  nur  auf  die  Bestimmung  derjeoi* 
gen  Funktionen  ankommt,  welche  der  partiellen  Differentialglei- 

'  chung  überhaupt  genügen,  kann  diese  Untersuchung  als  iiberflfissig 
betrachtet  werden,  und  man  reicht  aus  mit  der  einzigen  Integral- 
form  f(zy  xa)  —  (p(a). 

p9ß  f^Vgem^ii»^  Itttegral  der  pafli«Ue«  üiffiBrefktialglelckiiog 

3.  ,        y(*x«  +  2s,*)==ZZi, 

*l«t'iUMg«4fäelet  -dmeh  die  beiden  fvleichungep: 

V 1*— «y +<MP  a=  qp(a),  und  «y«ss  «V. 

Aus  dem  Vorkommen  der  Wurzelgrfisse  scbliesst  man,  dass  der 
Werth  2*  =  c^^*,  wo  c  eine  willkiibrliche  Beständige  ist,  der  par- 
tiellen Differentiali'leicbung  genügt.  Doch  ist  die  Gleichung  z  =  cy 
in  dieser  Integralforni  nicht  enthalten,  weder  für  ein  beständiges, 
noch  fiir  ein  verSndei Tk  lies  a,  wie  man  auch  immer  die  Funktion  9) 
bestimmen  mag.  Vortäuscht  man  q>(cc)  gegen  /S,  und  «  gegen  (pi(ß), 
und  löst  uvdrx  dann  noch  (pi(ß)  Huf,  sQ.  orbält  iQdQ  ^If  a,llgemei/)es 
Integral  die  beiden  Gleichuogeu: 
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Man  setze  liier  fpi(ß)  einer  Beständigen  c  gleich»  «fid  deeth«lh 
tßi'(ß)  =s  0^  und  njui  erhSlt  -diiridi  die  Eliminatton  der  vorkommen» 
den  Warzelgroeee  wmithet  j3  =  car.  (Jm  aber  ß  veliständig  an 
elimioireD,  aetze  man  diesen  Werth  ß  in  die  letztere  Gleichung 
ein;  und  man  findet  die  Gleichung  z*=zc^y^  in  der  That  ala  he* 
sonder^  Integral  der  partiellen  Diiferentialgleichttog. 

Aus  der  in  der  letzteren  Iftte^raiform  vorkommefiden  \N  ur- 
zelgrüsse  schliesat  man,  dass  die  partielle  Difi^ercntialgleicbuDg 

dnrch  den  Werth  i^^-2~Z~i  heftiedigt  frird.  Doch  gelingt  ea 

anl  keine  Weise,  die  Integralform  damit  in  Uebereinatimroung  zu 
hrlngen.  8etzt  man  aber  in  der  ersteren  integrairorm  9>(a)  =  c, 
und  desshath  9)'(a)=0,  so  entsteht  durch  die  Elimination  der  vor- 

hommenden  WnraelgrOsae^die  Gleichvng  «s- 2  ,  Wenn  man 
dieaen  Werth  «  in  eine  der  beiden  Gleichangen  einaetzt,  so  findet 
man  in  der  That  die  Gleichung  g*s=-^  2  ^  beaoaderea  late* 
gral  der  partiellen  Differentialgleiebvng. 

Ais  allgeueioes  Integral  der  partiellen  DifferentialpleielMiog 

liiifi,det.  man  die  beiden  Gleichungen : 

a+»i ««-2fi«c+l-^*=:y(tt)  und  a-x=^\  a^^'2ax-^i-^\(p'(uy\). 

Die  Wurzelgr«')S8e  deutet  daraufbin,  dass  man  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung durch  c*  —  2ca:-f  l=;y*  genügt,  wenn  c  eine 
^iilkührlicbe  Beständige  ist.  Auch  findet  sich  hier  ein  vcränder- 
Lrches  a,  für  w,elcbcfi  die  Funktion  unter  dem  Wurzelzeiciien  ge- 
nügt. Denn  unter  der  Voraussetzung,  daes  — 2«ar4-l=3/*  sei, 
gebt  die  zweite  Gleichung  über  in        x.  Setzt  man  dies  a  in 

die  erstere  Gleichung  ein,  so  entsteht  die  Wurzelgriisse  V I— ^•j 
und  daraus  folgt,  dass  auch  die  Gleichung  :r*'^-f'^^=i  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  genügt.  Doch  iähst  sich  weder  die 
(^leichung  ^*-f-y^=1,  noch  auch  die  Gleichung  c^  — 2c;r-f  l  =  iy* 
mit  der  obigen  lategralform  in  Uebereinstinuuung  bringen.  Setzt 
man  aber  (p{a)  —  ß  nnd  «=r(p,(|5),  und  entwickelt  man  dann  (pi(ß), 
io  hat  man  als  aUgeroeines  integral  die  beiden  Gleichungen: 

18» 
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Setit  man  weiter  9i|(j3)=:2c  und  desshalb  =     so  geht  die 

letztere  Gleichung  aber  in  z--/J+ar=:  V^— 1  •f-^'-f  ^.  Ol«  Eli' 
ininntion 'mNi  /3>eber  ffibrt  auf  die  Cileiebaas:-  ' 

woraus  man  ersieht,  das«  die  beiden  vorhin  genannten  Funktionen 
in  der  Ttiat  bMoiidere  Integrale  der  partiellep  JUiffeceiitiaiglei- 
chuiig  aind.  .      ,  ^ 

Wir  gehen  jet^t  über  %u  einer  allgemeineren  Aufgabe.  Wir 
beschäftigen  uns  mit  der  allgemeinen  partiellen  Dtierentlal- 
gleichung  mit  vier  VerShdertichen ; 

in  der  Voranmetzung,  daaa  die  Zerlegung  in  Faktoren  aiebt  auf 
partielle  Differentialgleicbnngen  de«  craten  Ciradea  sarftckfllbre.' 
Wie  man  au  dem  allgemeinen  Integral  gelangen  werde,  diea  läset 
sich  aus  den  bisherigen  OntersBchungea  leicht  erratbea.  Es 
kemmi  hier  daraof  an,  zn-ei  endliche  Glelchangen  tfs=0  unil 
T=0  aüfsuatelten  xwischen  den  Veränderlichen  der  partiellen  Oif- 
ferentlalgleichuDg  and  den  DIAerential^notienten  sy,  t,  ond  s», 
welche  aich  auch  aus  dem  allgemeinen  Integral  durch  üifiBrentiatlon 
ableiten  Hessen* '  Denn  nachdem  man  diese  Differenlialqiietienten 
aus  den  drei  Gleicbnngien  ^=0,  ss:sO  und  rs=0,  ala  Funktmoen 
der  Veränderlichen  lyw  und  w  berechnet  hat,  gelangt  man  sb 
dem  allgemeinen  Integr»!  der  partiellen  Differentialgleichaag  ^=0 
durch  die  Integration  der  vollständigen  Üiilerentialglelcbiuig:. 

dz  =z  zydi/ i  zxdx Xwduj, 

Die  eigentliche  Aufgabe,  welche  hier  vorliegt,  ist  also  die  Dar- 
stellung der  beiden  Gleichungen  tfsrO  und  t=0.  Bfian  bemerke» 
dass  swtschen  den  Wertben  Xg,  Xx  und  zw,  «reiche  aus  den  Glei* 
chungen  if»:=0,  <r— 0  and  t=sO  sich  ergeben,  die  folgenden  Be- 
siehungen bestehen: 

fdztA  _  /'dxx\     fdzw\  _ 

\dxj-\dwj'   XdyJ-KdwJ'  Kd^J^Kd^J* 

wo  man,  om  abaukarzen,  -^i'r  +  ^=  (  ^/^  7  gasatat 

hat;  und  es  läsat  sich  bald  liliersehen ,  in  welcher  Weine  die 
belianiifen  iliir^mittel  zu  verwenden  t-ind,  um  die  vorliegende  Auf- 
gabe zu  lü8en.  Mao  bilde  zunächst  aus  der  Gleichung  1^  =  0  die 
folgenden  Differentlaigleichangen :  .  .  .  - 
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erster  und  weiter  Ordnung.^  ÜtiÜ 

dzy  V  dyj  +  dz,  \dy  J^dzAdy)^  \dy)^^' 

d^  fdzy\     dip  /dzx\    di\>  fd^\  fd^\ 
dt^  \dx)  +  dzXdafJ  +  d& \da:)  +  \dsg)  7  ^' 

dzy  \dwj     dis\<iw/     dz^ \ duo)  \dw) 

*  "  * 

Ebemio  bildet  man  aus  d^rGleicfaaoi^  tssO  drei  andere  Diffe* 
reiiHalgleichungeiif  weiche  von  den  ▼orfiegenden. darin  abweiciieD,* 
daae  fiberall  t  an  die  Stelle  ▼on  ^  tritt.  Wenn  man  aus  diesen 

secliä  Üifferentialgleiüliuogeo  die  Grüsen  TjärO' 

( dt  N  9 '       ^  ^ 

^j^J  eliniiuirt.  so  behflit  man  die  folgenden : 

(dxjfdf  dj/  dt  \  fdzx\ 
ekx      ^ äzy  dzxj  \dy) 

/dip  dt     dtif  dt\/dzu,\     fd^>\  dt     dtj;  fdt\_^^ 
"*  \Äz^  dig  ~  dzg  dzitj  \dyiJ  ^  \dyj  dzy'^d^  \^/  ^  * 

b  a 

,  /r/ip  (ir      d-ip  dr  \  fdzy\ 

\dzy  dijc    dzx  dzyj  \dxj 

(rfi^  dt     d^  dt  \  /rftM>\  ,  ^dti;\  dt  d'^fdt\^^ 

fd}\}  dt  di^f  dt\  fd%y\ 
\d^dkm'^dikm^iv)ydio) 

(rft/;  dx      dy^  dt\/d%x\     fd\p\  dx 
d%s  d%»    dzu,  düjcj  \dw)  ^  \du>)  dibw ~~  di„  \dw} 

Durch  die  Addition  und  mit  Riicicaicht  anf  die  oliigen  drei  Be- 
aiebnngen,  «reiche  »wischen  den  Differentiatquotienten  Sy«  e#  und 
%m  bestellen,  gelangt  man  so  der  Gleichung: 

(a) 

^ /'^^^ /^^\  dr  /d\it\  dt' 
vsy  ^   w  ^   W"  was  "  \dsj 

(^'\  dt^  _^g. 
dyjd%,-^' 

worin;  da  ja  ^  die  gegebene  Funktion  bt,  nnr  die  eine  Unbe- 
hannle  t  eine  Stelle  findet.    Demnach  bat  mau  «ir  Bestimmung 
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dieser  Funktion  v  eine  partielle  Dlisi^itiialgleichung  der  erateD 
Ordnung  nnd  des  ersten  Grades. 

Die  Gleichung  tfsO  fißfart  aef  eine  dritte  Gruppe  von  Diffe- 
rentlalgieicbuiigeiif  und  wenn  man  »dieee  lo  derselben  Weise  mit 
der  ersten  Gruppe  verbindet,  wie  man  vorhin  die  zweite  Gruppe 
damit  verbunden  hat,  um  zu  der  Gteichung  (a)  sa  .gelangen,  so 
bat  mao  lur  Bestiomiimg  von  0  die  Gleiehang: 

(b) 

cft^  ^da\  /da\     rft|;  /da\      fd'^\  da  f^'^\ 

(<y )  ^ 

Diese  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (a)  und  (b)  ent- 
halten die  sieben  unabhängigen  Veränderlichen  %y,  Zx»  y,  ^>  tc;* 
nnd  das  allgemeine  Integral  ist  dargestellt  durch  eine  willkfibr- 
liebe  Funktion'  von  sechs  veränderlichen  Grossen.  Eine  Ton  die- 
sen veränderlichen  Gi0asen  ist  durch  die  vorliegende  Funktion 
unmittelbar  gegeben,  da  man  durch  t  =  i/;  und  0=1/;  genügt  Da 
die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  ausserdem  nur  durch 
die  abhängige  Veränderliche  sich  unterscheiden,  so  werden  auch 
die  fünf  fibrigen  veränderlichen  Grössen  ejemern.schaftlich  sein; 
nnd  wenn  man  dieselben  durch  a  ß  y  ö  e  bezeichnet,  so  werden 
jene  beide«  Gleichungen,  deren  man  sieh  in  V^erbindung  mit 
^=0  zur  nestimmung  der  Differentiälquotieoten  Sy,  und  %m 
wa  bedienen  bat,  in  der  Form: 

<Pi{a  ß  y  S  e  tlf)sssO  und    <p^(a  ß  yd  $  ^>)=sO 

»ich  darstellen,  worin  <pi  und  (p^  wilikiihrliche  Funktionen  sind. 
Wegen  ^=0  darf  man  auch  von  den  einfacheren  Formen: 

tpiia  ßyö  b)  ==0   und   (p^{a  ß  y  ö  e) 

Gebrauch  machen«  -Uocb  darf  man  nicht  glauben»  d«M  die  bei- 
den Punktionen  91  und  q>2  unabhängig  von  einander  seien,  da  sie 
dann  zwar  die  Gleichungen  (a)  und  (b),  nicht  aber  gleichseitilg 
die  drei  Be^iehnngen :  .. 

dxJ-Kdio)'  \dt,)-\dw}'  \dy)-\dl) 

erfüllen  würden.  Damit  diese  gleichzeitig  erfüllt  werden ,  müssen  jeoe 
beiden  Funktionen  (p^  und  q>2  ausser  den  Gleichungen  <a)  und  (b) 
noeb  ebia  dritte  Gleichung  befriedigen,  nrelcbe  Mn  aus  den  «Jn* 
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$m  Grapfieii  %  3.  gan«  ebmiio  äbleit^  wie  man  aiidi  M 
Gleichungen  (a)'  ond  (b)  aos  den  Gruppen  1.  uod  2«,  1*  und  3* 
abgeleitet  hat  Man  erhält: 

(c) 

da  da  fdx\     da  fdt\    fda\  dt  f^^\ 

%     + +^  Äi"  Vi&y  äi, 

dx 


Wenn  man  die  eine  Funktion  <pi  willkührlich  Insat,  so  fol&^t  hier* 
toi  für  die  zweite  Funktion  tp^  eine  bestimmte  Form.  Docb  be- 
klmroem  wir  nna  vorerst  nicht  weiter  um  die  allgemeinen  Giei- 
ebun^eii  (p,  =0  und  gca^^O,  daaicfaberausateMtydasadieGleiebnngen 
(c)  entbebrileh  alnd »  nachdem  man  swei  beatimmte  Fanlrtio* 
nra  «  und  ß  aufgefunden  hat,  nelche  denselben  gleicbaeitig  Ge- 
Hdge  leisten.  Men  wird  dann  niH  Hilfe  der  beMen  Gldehungen 
«=«1  und  ß^ßi,  'Worin  und  ßi  willkCrfirliobe  BestSndige 
sind,  ille  allgemeinen  Gleichungen  <Pi  =0  und  —  0  auf  einenl 
»deren  Wege  «reit  TorfbeHhafter  darstellen.  Dieselben  Unter- 
aachongen  werden  zugleich  das  Ergebniss  liefern»  'dasa  man  die 
iotegratieo  der  vollständigen  Dlferentlalgleicbung 

dwdunililhren  Im  Stande  Ist,  noch  ehe  man  die  Differentialquo- 
fienten  t^p  Zx  und  Xtf  mit  Hilfe  der  Gleichungen  tlf=^0,  <r=0'  nnil 
f=0  als  Funktionen  der  Veränderlichen  ausgedrfickt  hat,  so  daaa 
also  eben  diese  Gleichungen  erst  nach  Tollzogener  Integratioit  au 
der  erwähnten  Elimination  verwendet  werden. 

Wie  man  zn  «^vei  bestimmten  Funktionen  a  und  ß  gelangt, 
welche  die  Gleic  hungen  (a),  (h)  und  (c)  an  der  Stelle  von  a  und 
t  gleichzeitig  befriedigen,  dies  soll  späterhin  gezeigt  werden* 
Zonärh.<it  aber  will  ich  annehmen,  dass  zwei  Gleichungen  a  =  ai 
ttod  ßszß^  von  der  bezeichneten  Figenschaft  vorliefjen,  so  da8S 
also,  nachdem  man  die  Werthe  Zx  und  Zu>  au8  den  drei  Glei- 
<!han(»en  i/^  =  0,  a=:cr|  und  ß^ßi  als  Funktionen  vnn  zyxwäg 
usd  ^1  berechnet  hat«  ilie  voltatändige  UifferentialgieichuBg 

(d)  d^-^siM^i-Mxdx  +  Zwdw 

durch  einen  Kaktor  in  daa  veUatändiga  Differential: 

4f  ,     df  ^     df  j      Af  ^ 
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unigewilDdelt  werdeo  k^no.  Uio  lotegratioD  liefarl  danD  die  tileicbtuig : 

/*(»  .y    w  a,  ft)  /?, ) , 

wo  /*  eine  bestimmte,  qo  aber  eine  «vilikuhrliche  Funktion  vorstellt« 
Man  erhält  damit  ein  besonderes  Integral  der  partiellen  Differen- 

tialirleichnncr  ^,''  =  0,  worin  drei  wnikiilirliche  Beständit^e,  nämlich 
ß| ,  j3|  und  («j  /jj )  vorkomnien.  Jede  dorartiffe  Ifiteirralform  wird 
ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  UifferentiaigleicbuDg  geoanut. 

Dm  '  «llgemoine  Integral  der  peitleileD  Diffetentiaigieielraiif^ 
wird  tue  einein  volbtXnd^en  Integral  abgeleitet  Man  eetse  an 
die  Stelle  von  vj  and  jS|  die  Funktionen,«  und  |9  in  die  obige 
Form  ein,'  nnd  man  bat: 

Dnreb  die  EHfferentlation  entsteht: 


dm 


Wenn  man  aber  die  beiden  Gleichungen 

bestehen  ISsst  und  dann  durch  ^  theilt«  so  hat  man  wieder  die 
Gleichung : 

(d)  i&sSyi^y-f  a«c2ar-|-S«c{«o. 

Denn  wenn  man  die  VVerthe  e^,  %x  und  aas  den  drei  Gleichun- 
gen '^rrzc^  a=:0|  und  ß  =  ßi  entwickelt,  so  zeigt  sich  jeder 
dieser  Werthe  als  bestimmte  Funktion  von  %  t/  x  w  c  und  ß^. 
Nimmt  mau  darin  c  =  0»  so  hat  man  die  vorbin  berechneten  Wertbe : 

Bringt  man  aber  an  die  Steile  von        und  |3,  die  Funktionen 
«  und       und  ausserdem  an  die  Stelle  von  c  — ü  die  Funktion 
80  bat  man  drei  identische  Gleicliungen  vor  sich.    Daraus  folgt 
also»  dass  man  der  partiellen  Differentialgleichung  t|/ :=:0  auch  durch: 

genügt,  neun  man  zur  Beatimmuug  vuu  a  und  ß  die  beiden  Glei- 
chungen : 
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'    '  ^-.^  und 

dti    dm  dß 

gebraucht.  Es  versteht  sich,  dass  dies  zugleich  .die  beiden  Glei- 
chungen (7  =  0  und  T  =  0  sind,  in  derjenigen  Form»  wie  sie  in. 
Verbindung  mit  tp  =  0  zur  Berechnung  der  DiiTerentialquotienten 
%jc  und  Zu,  sich  gestalten,  wenn  die  vorliegende  Integralform 
aus  der  vollständigen  DiflFerentialgleichung  (d)  hervorgehen  soll. 
Man  kann  aber  nachweisen,  dass  es  überhaupt  keine  allgemei- 
nere Gleichung  giebt,  dareh  deren  Differentiation  die  partielle 
Differentialgleichung  entstelii.  Denn  beaeiclHiet  man  abl|pflrzend 
fi^yxwaß)  mit  y,  ao  hatnUM  anstatt  der  eb%en  aneli  die  lote* 
gralforai:  '        •  ^ 

9(a/Jy)  =  a 

Allein  die  beiden  Gleichungen,  welche  zar  Berechnnag' ven  «  aoid 
ß  dienen,  seigen  sich  diesmal  In  der  Form: 

d$     d(pdy  .  ä<p  d(pdy 

dfe  +  ^äi=^^  Tß^dydß-^' 

dy  dy 
Aas  der  erstereo  Gleichung  erhält  man  ^  aus  der  andereo  ^ 

als  wUlkflIirliche  Fnnktioo  von  a,  ßuad.y.  Wenn  nun  aueb  diese 
beiden  willkfibrlicben  Funktionen  in  einer  bestimmten  Abbäi^g^ 
keit  zu  einander  steben,  so  darf  man  docb  anstatt  dieser  beiden 
Gleicbangen  zwei  andere:  -  ^ 

gebraueben,  worin  die  eine  Funktion  g>i  ganz  willkiihrlich  gedacht 
wird.   Denn  man  Icann  dei  zweiten  alsdann  jedesmal  eine  solche 

Bedeutung  beilegen,  dass  man  durch  die  Entwickeinng  Fon  ^  und  ^ 

dieseiben  Wertbe  erbSit,  wie  sie  aas  den  -tirspriinglieben  Glel- 
ebnngen  berrorgeben.  Knn  bat  man  scboii  eilen  aus  det  Beschaf- 
fenheit der  Gleichaogen  (a),  (b)  and  (c)  geschlossen,  dass  die 
aUgemeinsten  Gtelcbongebi  deren  man  sieb  in  Terbindung  mit 
^saO  aar  Bestfanmnng  der  Differentialqabtienten  iy,  n*'und  flb 
bedienen  kann,  dorcb  willkSbrifche  Funktionen  von  fiGhif  verinder- 
Heben  Gritosen  ausgedrfickt  sind,  wenn  aneb  In  der  Welse,  das« 
die  beiden  wilibllhilicfaen  Funktionen  in  efoer  bestimmten  AbbSn» 
iiigfceit  zu  einander  stehen.  Wir  schliessen  weiter,  dass  die  fst« 
bin  au^fundenen  Gleichungen  identisch  sind  mit  denjenigen^ 
welche  auch  ans  den  Gleicbongen  (a),  (b)  und  (c)  hervorgehen. 
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wenn  man  bei  deren  Integration  der  Alleemelnlieit  das  ResalCftte 
nichts  vergiebt.  Durch  diese  Betrachtotogen  fiberseiigt  man  sich, 
das»  man  berechtigt  ist»  die  Gieicbvng : 

flBr'  das  allgemeine  Inteitral  der  partielIeD  Diferentialgleichani^ 
^  =  0  anszugeben,  sobald  man  siir  Bestimmung  ▼en  «  and  ß  die 
beiden  Gieicbongen; 

df         '        df  dtp 

4 

bestehen  lässt. 

Man  hat  jetzt  gesehen ,  w  ie  man  aus  einem  vollständigen  In- 
tegral die  bcidon  Gletchuniren  a=z:0  ifnd  r  =  0  ableitet,  welche 
in  Verbirflung  mit  der  parti**llpn  DlfToi  or)£iali;leichuiisr  t^  =  U  die 
all^enieiiien  Wert  he  sb«^,  %x  <ii)d  lielern.  Ii.«  bleibt  nur, noch 
übrig,  die  beiilen  GleiolKmufn  a  =:  r^j  und  ß  =  durzu^tellen, 
woraus  das  voll*<tändiife  Irslegral  al*ü»;leitet  worden  ist.  Hierbei 
bemerke  man  denn  Vf>r  Afleni,  dass  die  eine  der  beiden  Gleichnii- 
gen  durch  jede  Funktiun  a  ausgedrückt  werden  kann,  welche  der 
Gleichung:  > 

(a) 

^\dl»)     di,\dij  '^^\d^J  " \dwj (Ai""  \dä)^s 

fdi\f\  dt 

»an  der  Stelle  von  t  genügt  Was  die  andere  Gleichung  betrifft, 
jie  liest  sieh  leicht  fibersehen,  da««  dieselbe  dann  als  wUlk uhr- 
liehe Funktion  von  drei  veründerlichen  Grössen  si<rb  darstellt. 
Denn  schreibt  man  das  allgeniane  Integral  in  der  Form: 

9)(aj5y)  =  0, 

m  hat  man  aar  BestinimiiBg  von  «rund  ß  die  beiden  Glekhunjeenr 

dq>     dtp  dy  d<p     dtp  dy 

in^  dy  da^^  Iß-^  dy  d§^^' 

JNim  ^daf f  man  aber,  wenn  es  darauf  ankeimst,  aus  dem  aligS' 
meinen  Integral  ei»  besonderes  ahsnleitiBfll,»  die  eine  ton  <Uese» 
Mden  Gleichungen  durch  «  s=  «|  eiietzen  ^  wähMnA  die  amrciilfc 
uin^rfiDderl  'beibelMdteii'  wird»  Dsraus  folgl«  dass  jene  andere 
IHeioltung,  wekhe  neben  a=s«|  zor  Besiimiuutyg  der  tliffprenUal- 
qmtiaiiteo  Iwantst  veeideA  kann,  in  Ihf es  ailgcrecinsteifc  b'orm  durch 
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eine  vrillkührlicbe  Funktioo  der  drei  v.erfinderlicb«n  Grüssen  / 
und       ansgedrackt  ist  Om  dlete  Form  su  erhalten,  wird  man 

zunächst  die  vier  anderen  Fujikliuuen  ßiYi^i^i  ix'stimnien,  welche 
au.oser  u  die  (Gleichung  (a)  befriedigen.  Uciin  auch  die  zweite 
Gleichiini;  o  — 0  zeigt  sich  als  eine  Funktion  der  fünf  veränder- 
lichen Grössen  a/^iyi^i^i-  Diese  Funktion  muss  dann  so  he^ 
stimmt  werden,  dass  dadurch  auch  die  Gleichung: 

(«) 

da  fdx\     da  /^*^  \  ,  ^/'^N     f^^^\  ^'^ 
\dwj  ^  d%s  \dx)         \dy)  "~  \dw)  äiw  ~  \däc)  d%»  . 

erfüllt  wird,    üesshalb  führe  man  an  die  Stelle  von  %y%x%w^y  xw 

die  fönf  neuen  Veränderlichen  « l^i f i  ein.  Schreibt  man  die 
Gleichuni;  (c)  abkürzend  durch  (ar)  =  0  an^  su  entsteht  durch 
diese  Trausforroation  die  neue  Gleichung: 

Man  weiss  im  Voraus  >  dasa  die  Coeilltlenten  als  Fnaktionen 
Ton  eich  darstellen  lassen,  weil  das  allgemeine  Inte- 

gral durch  eine  willkfihrliche  Funktion  von  drei  ver&aderßchen 
GrSssen  ausgedrflckt  ist,  welche  selbst  hestimmte  Funktionen  von 

y\  ^1  ^1  I^och  handelt  e«  sich  hier  nur  um  ein  beson- 

deres Integral  der  Gleichung  (e').  Wenn  es  sich  trifft ,  dass  jede 
der  drei  verschiedenen  Funktionen,  welche  d,er  Gleichung  (c')  ge- 
nügen, die  vier  Veränderlichen  yi  einscbliesst,  dann  be- 
darf man  allerdings  aller  dieser  Funktionen,  um  so  einem  beson« 
djBren  Integral  ^  zu  gelangen.  Es  wird  aber  oft  genug  vorkommen, 
dass  eine  Funktioo  gentigt,  welche  nicht  alle  diese  Veränderliche 
zu  gleicher  Zeit  einschliesst.  In  diesem  Falle  ist  die  Kenntniss 
der  übrigen  Veränderlichen,  die  man  aus  der  Gleicbutig  (a)  abzu- 
leiten hat,  überflüssig.  Man  bestimme  dessbalb  zunächst  nur  die 
eine  Funktion  /?|.  Wenn  dieselbe  nicht  auch  der  Gleichung  (c)  ge- 
nügt, so  bestimme  man  eine  zweite  Tnnktion  y^.  Wenn  man  auch 
mit  den  beiden  /9i  und  nicht  ausreicht,  um  die  GHeichong  (c') 
zu  befriedigen,  dann  suche  man  eine  dritte  Funktion  auf,  u.  s.  w. 
In  dieser  Weise  ist  dann  die  Rechnung  mügtichst  vortheilhaft 
ein'j^erichtet,  weil  jeder  von  den  so  eben  erwähnten  Versuchen 
einen  BestandtheU  des  näcfastfolgeMlen  Versnches  ausmacht,  u 
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jedesmal  die  BÜdun«?  eines  w  eiteren  Coeffizienten  der  Gleichung  (e') 
verlangt  wird,  uelche  ohnehin  alle  hergestellt  werdeo  mlbisen» 
wenn  die  geKiichte  Funktion  sogleich  von  den  irtef  Vertn'derllcheil  ^ 

i^i  }'i  ^1  h  abhangig  gedacht  frifd; 

11.  Die  (jleicbattg 

liefert  ein  vollständiges  Integral  in  der  Form  2=  +  +  y»  + ^» 
worin  dcßy  und  S  Beständige  sind.  Denn  setzt  man  dies  In  die 
partielle  Differentialgleichung  ein,  so  geht  dieselbe  über  in  y=t^;(a^), 
wodurch  alt^o  y  als  Firnktior}  von  a  und  ß  bestimmt  wird.  Mao 
setze  nun  d  =  <p(aß),  und  das  alluemeine  Integral  lft»st  sieb  dar- 
stellen durch  die  drei  Gleichungen : 

12,  bis  äei 

-f  *^     =  l. 

Denkt  man  eich  z  als  Funktion  ^011  c  =  or^  -f  -f  wo  er  und  ß 
willktthrliche  ßest&adlge  siod,  so  gebt  die  partielle  Differential- 
gleicbang  über  in : 

Die  Annahme,  dass  es  einen  Werth  2  von  i]or  bezeichneten  Eigen- 
schaCt  gebe,  ist  zulässiir,  da  die  neue  Differentialgleichung  in  der 
That  nnr  die  licideti  \  eranderiii:hf  n  v  und  z  einschliesst.  Die 
Bestinimtiriu  fies  vollslandigen  Integrals  i^t  dadurch  aber  auf  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  V  eranderlicben 
zorfickgelührt.    Daraus  entwickelt  man  den  Werth 

t 

und  dorch  die  Integration  erhäK  man  /(i  +  V2«+aj3)rf»=«  +  9>(aj?). 
Daa  attgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  läset 
aM  deiDQach  ansdraekeo  durch  die  drei  Gleicbungep : 
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ß  dz 


a    /*»       d%  dtp 


a 

13.  Eft  sei  niin 


Nimmt  man  hiernT»,  %  hahe  die  torui  a^  +  J,  worin  a  eine  will- 
.  kuhrliclie  Üestäntiige,  s  aber  fiiie  Funktion  von  w  und  ist, 
geht  die  partietie  Diiferentiaigl«ichung  über  in: 

Mwtx  —  U^-mox, 

woraus  t  in  der  Tbat  als  eine  Funktion  von  w  und  x  bentimmt  - 
werden  kann.   Das  vollständige  Integral  lässt  «ich  demnach  m 
einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  nur  drei  VerSoderlichen 
ableiten,   üm  eine  zweite  Gleichung  t=0  zur  BestimniQng  der 
Differentialquotienten  s»  und        su  erhalten ,   bilde  man  die 

partielle  Differentialgleichung: 

f. 

rfr  ,     dt  ^    .   dr  ,     dt ^  ^ 

Daraus  folgt         «ew^aijJ  oder        VoS^.  Auf  diesem  Wege 
gelangt  man  an  der  TollatSndIgen  Differentialgleichung : 

Man  schreibt  aber  Vorthellhafter  €fl  auatatt  u  und         anatatt  ß 
und  man  erhält: 

ad*=za^V^^ß»+~i^^dm* 
Durch  die  Integration  findet  man: 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentiafirleichun^ 
Zw.^x  —  a-^  w:rsy  läset  sich  demnach  ausdrucken  durch  die  drei 
Gieichtingen :  » 
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14.  Es  sei 

Zur  Besfimmimg  von  a  ond  |l  bat  mao  snaSdist  die  Gleiehnog: 

c/t        rft        dr^    dt     J  . 

rfr         c?t         fh  \ 

Mao  geitügt  derselben  .doreh: 

Von  denen  die  erste  als  Fnakfloii  «  benotst  werden  «oll.  Man 

findet  eine  vierte  Fonktion  ^  ss  um» it**  ■\' y^y »  »»^ 

nun  T  als  Funktion  von  «,  ß,  y,  9  Torausselzt,  so  gelangt  mao 

zu  der  Gleichung: 

dt     .  dt 

Man  genfigt  derselben  durch  ß  =  ^i  und  auch  durch  |3=^,2+yi'. 
Behält  man  die  erstere  Gleichung  bei,  so  hat  man  zur  Beutim- 
mung  der  Differentiaii|Hotienteo      %»  und  s»  die  drei  Gleichungen  : 

Än«  den  beiden  letsteren  erhält  mao  zunächst: 

+  y*)    =  y  (/J  —  «t»»)  +  ax. 

Setat  man  diese  Werths  %  und  ib  in  die  erste  Gleichung  eio^  so 
bat  man  aar  Bestlmmniu;  von  %m  die' ^nadratiscbe  Gieicbnng: 

Darana  Jndet  man  den  Werths 
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Aos  dem  Oi»ig«o  erdeben  »ich  alsdann  aneh  die  beiden  Werthe: 

* 

Man  gelangt  «u  einfacheren  Aaadrficken,  wenn  man  die  neoen 
Irerfiiiderliehen 

^      -rar»  V^ar*  +  ^* 
.   gebraucht.    Deuii  dudurch  entstehen  die  Gleichungen : 
 «_  ät  ,ßdr  ,V l-ß»^a»QT^)  ds 

 a_  ät     ß  dr     \^|~/3«^c<»(|-f.i«)  ds 

^  r  dvo  1+«*  «^w* 

und  dnivli  di«  Integration  ethilt  man  das  voHatlndige  Integral  t 

15.  ^9  ael  noch 

Zur  Bestimmong  von  a  nnd  ß  hat  man  zunichat  die  Gleichaagt 

dr     'dt       %«    dt  _  flfr 

+<•-+ AÄr>  äs it., + •^ai;=<^ 

Die  Annahme,  dasa  man  durch  eine  Fankfion  genüge,  vrorio'die 
VerSnderlushen  x,  %  nnd    fehlen»  /&hrt  avf  die  beld«ii  Sielehtnigen: 

dt        %if    dz     «y'^cosjc  dz  ^  JIL  *- 
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Aus  der  letzteren  folgt  r=<p{su}jf),  worin  ist.  Die 

dere  Gleicbung  frird  dadtircli  umgeirandelt  ins 

dt  1       dt        C08t£  *^*^|| 

,       ^dw     8in*fü  dy     sinHo  3S"" 

1 

Daraas  findet  man  die  Funktion  ai=s^-\-  ^|^2^-  Der  Gleichung  (a) 


genügt  man  nach  durch  eine  Funktion,  worin  aar  die  beiden  Vmt- 
SnderKehen  ees—  nnd  %x  vorkommen.  Denn  onter  dieser  Vor- 
aussetzung  liehält  man  die  Gleichung: 

Nimmt  man  noch  V  anstatt  %z,  so  entsteht  die  einfachere 

Gleichung : 

»dt  A 
1  2e 

Daraus  ergiebt  sich  die  Funktion  ^«=3*— T*  ' 

Älati  reicht  aber  schon  mit  den  beit^en  bis  dabin  aufp'efunde- 
nen  Funktionen  aus.  Denn  gebraucht  man  die  eratere  ao  der 
Stelle  von      so  hat  man  die  Gleichung: 

I  t 

■  %w  dt      Zw*  dt      coszc  dr  ^ 

der  man  offenbar  durch  t=ßi  j^enügt,  weil  Hie  VerSnderlichen 
tc,  y  lind  ihr  in  dieser  Funktion  fehlen.  Zur  ßestiraraung  der  Dif- 
terentialquotienteo  s^,  und  bat  man  demnach  die  drei  Giei- 
chongen :  4 

IVlan  wird  mit  Vortheil  anstatt  %  die  Verfioderliche  gebrau« 


eben.  Dann  ists»=2;vi»,  Sy=jre^»Sgv=d:9j^  + 1)  und  usss^— e: 
Man  bat  desshalh  zur  Bestimmung  der  Differen|lalqaotiente|i 
fm  und  i%  die  folgenden  GAeiehungen: 

1  1 
e^«sa(«— -J--  «Pj,*+««D;i«+2«e»jrasl,  aets^- 


Digitized  by  Google 


^  a^r  letelMi  CaeielMiDg  ergleüt  Hieb  4»  VfmOk  u.  •  AM  4er 
«weiten  Gleiebttng  fioilet  mae: 

Wenn  mao  ean  gegen  VverlfuiMM  iW^adMflHklb  iKgfgei» 
^-^»  so  hat  mao  die  Jbeideii  Wertlie« 

 ,  _         .  , 

Das  velUiXndige  Inlegral  verHegenden  partiellen  OiiTeienllil, 
gleichung  ergiebt  demoacfa  aue  4e>  Tolletiliiiiige»  DUTeMn- 
Üfdgleicliiiag  i  ^ 

Die  inte^ationsmetbode,  welche  in  dem  Bisherigen  flir  die 
partielle  üiiferentialgleicbung  mit  drei  nnd  vier  VerioderJIcheii 
aufgestellt  worden  ist,  lässt  sich  ohne  Weiteres  auch  auf  eine 
partielle  Differentialgleichung  ^=0  mit  beliebig  vielen  Veränder- 
iicbeu  übertragen.  Es  icommt  hierbei  immer  nur  auf  die  Be* 
»timnmog  eines  roIlstSndiEren  Integrals  an,  oder  «of  die  Bestimmung 
eioes  besonderen  Integrals,  in  welchem  eben  so  viele  vrillköb^ 
liehiB  Beständige  abc....k  vr>rIfomrnen,  als  die  partielle  Differen- 
tialgleichang  unahliäni^ige  Verönderliche  hat  Deon  «ebreibt  man 
das  voliständige  integral  in  der  Form: 

80  hat  man,  um  das  alli^emeine  Integral  der  partiellen  [liffer«n- 
tialgleichung  daraus  abzuleiten,  nichts  weiter  zu  thun,  als  die 

willkfibrlicb en  Beständigen  abc  durch  die  veränderlichen  GrOs- 

teo  ttßf....  und  die  Beständige  A  durch  eine  \villkiihrlicb«> Fnnk* 
tioD  dieaer  VerlUiderlicbeu  zu  eraetsen,  jPie  Gleicbui^ 

ist  dann  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differenlialgleicbeng 
ipssQ,  ßoMd  man  nur  Bealiminnlig  der  Verfinderllchen  aßy.... 
felgendeA  Ctteldbungen:  ^  * 


d(p     df     d(p     df  d<p 
besfelieA'  tSeet«  .      .  •  • 

Thcil  XXXIll.  ,  19 
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* 

I 

Um  volkiländige'  lotegrat  ergiebt  «ick  durch  dl«  Int^gnUcm 
der  vollsttndigeii  Diterentialgleichung : 

ifo = »ytf^ -f- ««liiP-f Svcf«p -I- ivf/o  4- . . . . 

Um  aber  die  n  Difcrentiifqaiilieiiteii  Sy«««»«»..-.  als  FnnktiooeD 
der  Verinderiichett  siyartpi«....  angeben  an  kOnnen,  sind  mmet 
^ssO  noch  sf — 1  eedcre  Gleicbuifgen : 

a  =  a,  ^  =  6»   y=:c  u.  s.  w. 

erferdeilbsb«  Mrorin  ußy.,.»  bestimmte  Fuei^tioeeo  der  TerSnder- 
liebep  and  der  geeuehteii  DiffBreatM^otienteity  übe.*,*  aber  will- 
Icihrliehe  Beatiodige  aiod.  Die  Dara^Ueag  dieeer.  n—l  tilei- 
ebmigeii  maeht  den  «igeBtUcbeii  Gegeoataed  der  Unterancliuiig 
ava.  Docb  liaat  ateh  die  Regisl«  woraach  diaa  geecbiebt»  jetit 
leicht  Uberaehen«  Mao  nehme,  um  bei  dieaer  UnteranchaDg  sich 
icflrzer  faaaen  za  IcliDoen»  beispielweiae  vier  unabbfingige  Verfto* 
darliehe  y«ipe»  und  Imaeiciiiie  ver  Allem  den  Anadnifdc: 

d\l>  /dr\  (/i>f  /dz\  d'if;  /ät\  d^ij /dz\ 
^\dvj  ^  dMmKdwJ  ^  di^KßiJ  ^  Si\d^J 

(rf^N  dt  ^{'d^\  dv  ^  /d'^\  dt    fd^\  dt 

äbkQrsend  durch  (^)  =  Ö.  Man  hat  dann  zur  Beatimmaag  der 
Funktionen  uff  sonSchat  die  drei  Gleichungea: 

(a)  (^a)=:0,   (^äO,  (i^;y)==0, 

welche  sich  nur  durch  die  Unitekannte  von  einander  unterscbei* 
den.  Ausser  ^  giebt  es  noch  sieben  andere  Funlclionea 
'■'i  ß\  7i  ^1  ^1  ti  ^1  y  welche  diesen  Gleichungen  an  der  Stelle  der 

Unbekannten  [genügen ;  aber  man  kann  sich  irgeifd  einer  davon 
bedietieo,  uro  die  (•leichun*^  ci  =  n  darzustellen.  Auch  die  beiden 
Unbekannten  ß  und  y  sind  Funktionen  von  f^j  ....17,,  bleiben 
aber  vorerst  noch  iinhe.^timmt ,  \veil  sie  ausser  den  Gleichun!*eo 
(a)  noch  anderen  Anforderungen  entsprechen  sollen.  £s  beatebeo 
nämlich  aunScbst  noch  die  beiden  Gicicbuogen: 

(b)  («|8>&sO  und  (ay)3=0. 

Uni  die  Unbekannten  ß  und  /  hiernach  t\i  be<;timinen,  bringe  man 
an  die  Stelle  der  VerSnderiichen  %y%x^u>iviy  die  Grüdaen 

....  171.   Man  6cbreik>e  den  Ausdruck: 
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abkürzeiKi  durch  das  Zeichen  {{ax))  und  man  hat  dann  die  beiden 
transformirten  Gleichungen: 

(b')  ((«ft)=0  ttnd  ((«y))  =  0, 

die  sich  auch  wieder  nur  durch  die  Unbekannten  p  und  y  von 
einander  unter.sclieiden.  Auss^erdem  lassen  sich  da  die  neoD  nr- 
sprüngücheD  Veränderlichen  jedeDfalls  dvrdl  «  und  die  «ed» 
neuen  Veränderlichen  ßiy\  ""  Vi  elimioiren;  und  man  tndet  fünf 
▼eiscliiedeoe  Funlctionen  ö.^  weiclie  dienen  Gleiciinngen 
an  der  Stelle  der  ünbelcannfen  genügen.  Irgend  eioe  dieeer  ilinf^ 
PunktieDen  kann  benutat  werden,  nm  die  Glelebanj^  ß^h  ber- 
anetellen.'  Die  Unbekannte  y  int  dann  sirar  ancb  eine  FnnktMo 
▼en  hy%^Htk»  eUein  vereret  necb  nnbentininit,  weil  ein  nmeat ' 
den  Gleichungen  (b^  ttocb  die  Glelcbnng 

sn  erftülen  hat  Man  salze  an  die  Stelle  der  Veritoderiicben 
%g%»tmt9tyxw9  die  Grossen  9tßf%9^Htk  nnd  man  gelangt 
dadurch  su  der  neuen  Gleichung: 

(«0  tfy.)^+(W,f.+(?H)g+(«y^=ft 

Pie  .CeefliBlenten  laaaen  sieh  als  Funktionsn  von  «/3  und  der 
vier  neuen  VeräDderlicben  ya^s^a^  darstellen;  es  giebt  desshalb 
drei  verschiedene  Funktioaen  welche  genSgen.  Doch  bedarf 
man  nur  einer  einzigen»  uro  die  Gleichung  yse  hetsustelleo.  . 

Auf  f^em  hier  vorgeschriebenen  Wep^e  n:e)angt  man  also  Jeden- 
falls zur  Kcnntuiss  eines  vollständigen  Infefjrals,  indem  man  die 
siel»en  \  erschiedenen  Funktionen  der  Gleichung  (a)  in  der  ange- 
gebenen Weise  benutzt.  Sehr  oft  wird  man  aber  schon  mit  ueni- 
ger  als  sieben  Funktionen  ausreichen,  und  es  kann  sogar  vor- 
kommen, dass  schon  drei  von  diesen  Funktionen  zu  dem  gewünschten 
Ziele  fahren.  Wenn  aber  auch  die  sieben  verschiedenen  Funktio- 
nen der  Gleichung  (a)  und  dann  nieder  die  fiinf  verschiedenen 
Funktionen  der  Gleichunfi^  (b')  nüthig  wären,  uro  endlich  zu  einer 
einzigen  FuTiktion  der  Gleichung  (c')  zu  gelangen,  so  darf  man 
doch  nicht  glauben,  dass  man  desshalb  alle  jene  Funktionen  als 
lutegrale  der  genannten  Differentialgleichungen  aufzusuchen  hätte. 
Maji  braucht  vielmehr  ftir  jede  der  beiden  Differential gleicbongen 
(a)  und  (b')  in  der  Regel  nur  swei  solcher  Integrale  darzustellen, 
da  sich  die  übrigen  Funktionen  dufck  Differentiation  aus  irgend 
sweWn  darstellen  lassen.  Die  Funktionen  ßi  yi  tt  Vi 
Gleichang  (a)  besltien  nSmIicb,  was  sehen  eben  bervorgebobon 
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worden  Ist,  die  Eigenschaft,  dass  man  jedesmal  eine  FnnktHin 
davon  erhält,  wenn  man  irgend  zwei  von  den  GrüsKen  («i/^i), 
(«lyi)»  («i^)>.-..  (ftyi)»  (ft^i).  •  ••  (yi^i)  «'"em  Quotienten 
mit  einander  verbindet.     Die»  k  vmi  aher  nur  in  der  Weise  vsl 

'  Stando  l<ofiimeii,  das»  jede  vdu  die«ien  (irössen  für  sieb  to  eine 
Funktion  von  ci  j3,  ....  übergeht.  Wenn  also  irgend  «w«  Fmilt- 
tionen  und  j3)  beisannt  sind,  so  hat  man  auch  eine  dritte  FankUMi 
y^:^{ayßi)y  und  dies  führt  wieder  auf  zwei  weitere  Punktioectt 
i<£^fl)  und  U.6.W.   Nur  %  den  FaUr*  des«  der  AMedrajBk 

(«1^)  le  etoe  Fimlitlon  von  ag  end  |}|  eMein  filiergeht,  würen  dieee 
beideo  F|inkti4MieD  nicht  aiierelebeud,  um  decaue  durdi  Dücree- 
tiatioD  nodi  «ödere  absuleiten*  Man  irüre  dann  geneigt,  sonlcbtt 

.  necb  eine  dHtte  Punktion  f|  al«  beeenderee  Integral  der  CUei- 
chung  (a)  aufsueuehen.  Gans  ebenso  erhält  man  aneb»  wenn  iigeed 
awei  Fnnittionen  ^ jS^  und  der  Gleichung  (b')  belcannt  eind,  eine 
dritte  Funktion  ^  durch  den  Aumlrock  {ß%f^  und  aledatui  wieder 
ne^Bh  «wdere  in,  der  Form  {ßjii^  und  (y^t^* 


VI.  Inieffration  der  partiellen  Dlfferentlatirl^iobUBf 
der  BweUeA  Ordnicng  tad  der  ernten  Stufe* 

Das  al^enieine  Integral  ein«  r  partiellen  DifferentiulsjleichBni;  • 
der  zweiten  Ordnuns:  wird  als  eine  endliehe  Gleichnns:  f^e(lacht,  ' 
worin  zwei  von   euiander  unabbäiiniiie  uillkührlicbe  Funktionen 
vorltommen.     Weitn  die   |>artielle  Differentials^leii  lumt^  nur  drei 
\  erantieriicbe  hat,   so  ist  jede   dieser  beiden  Funiitionen  will« 
kiihrlicb  nach  einer  einzigen  veränderlichen  Grösse;   wenn  aber 
n-fl  Veränderliche  da  ^ind,  so  b:it  man  es  mit  willkilhrbchen 
Funktionen  von  n  —  I  vei  aiuierüchen  Grossen  zu  tliun.    Eine  end- 
liche Gieicbnng,  welche  die  bezeichnete  Eigenschaft  besitzt,  wird  • 
jedesmal  als  (la>  altgemeine  Intesira!  der  |iartiellen  Differential-  1 
gleichung  zweiter  Ordnung  angesehen;   und  wenn  es  auch  vor- 
kommt» dass  sich  gleichzeitig  verschiedene  endliche  (»leicbungen 
der  Art  vorfinden,  so  glaubt  man  doch  annehmen  ^u  dürfen,  dass 
die  Verschiedenheit  eine  ^nr  schctinbare  sei  un^  da«i8  jede  daroa 
4uir  irgend  eine  der  fibrigen  eicli-  snrjQckffibren  lasse. 

Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  die  beiden  willkubriicfcen 
Funktionen  in  dem  allgemeinen  Integral  auftreten,  läsat  sich  wenig 
sagen,  was  alli^eniein  Gültigkeit  hStte.    Nur  dies  mtig  znnficbst  i 
bemerkt  werden,  dass  nicht  jede  endliche  Gleichung,  worin  «wei 
willktihrliciie  Funktionen  von  der  bezeichneten  Eigensehatt 
Petenten»  als  das  allgemeine  Integral  einer  partielien  IMierentieK 
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gIvMNNig  der.  zMeiten  Ordnung  betr^oht^t  werde»  dirfto,  ilenn 
w«iiii  z.B.  da«  ailgenMiii«!  Integral  «Hier  partMlen  DUbrvntial- 
gleicbuog.der  zireiteii  Ordnung  mit  d«ii  dr«i  Veränderlichen  tya; 
in  der  Form  fssQ  Toiliegt.  so  hat  mani  vm  darann  die  partielle 
üilTereutialgleichang  wieder  abuileiten»  vor  Allem  die  folgenden 
fiinf  Uteicbnngen;  . 

(£)=»■  ®)"»-  (Ä)'»' 

lier/Jisleilefi.  Durch  die  Elimination  der  willkuhrlicben  Grossen 
/.wischen  diesen  Differeiitialuleichiingen  und  der  endlitrhen  lilei- 
chijit«;  T  =  0  eiiiieljt  sich  die  partielle  Differf  [ifialjjleichung  der 
eweiten  Ordnung  Denkt  man  sich  nun  t  slIs  eine  bestimmte 
Funktion  «!»t  drei  VerfinderÜclien  i // .r  und  der  beiden  willlcuhr- 
Ücbi'ii  Funktioiiei)  q>{a.)  und  %f{ß),  »o  Üudeii  sich  in  jenen  sechs  (>iel- 

cbiingan  die  sechs  ulllkfihrlichen  Grossen  q>, 

vor.    IVIau  kann  aber  aus  sechs  verscli'ii  <l»^nen  (jleic liunjicn  nur 
Itinr  von  einatider  unahhnnc:ii;e  (iriisscn  eliniiniren;    und  daraus 
fol!»t,  dass  jene  dl«  ii  iiunu  i —  {}  nur  dann  als  das  allgemeine  In- 
teürut  einer  parta  lk  ii  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
mit  <lrei  Veranderlicheu  angesehen  werden  könnte,  v\enn  die  bei- 
den willkülirlichen  Funktionen  in  der  Weise  auftreten,  dass  durch 
die  Elimination  von  irgend  fünf  Jener  willkiihrlicben  Grössen  zu- 
gleich die  sechste  hinwegfölU.    Man  kann  auch  sagen,  das  Vor- 
kommen der  beiden  willkfihHichea  Fnnkflonen  müsse  von  der  Art' 
»in ,  dass  in  jenen  sechs  Gleichungen ,  welebe  bei  der  £liniin«> 
tion  den  WilllcQhrllcben  zu  Temenden  sind,  nur  filnf  verschiedene/ 
TO»  einander  nnabhiingige  GrOssen  sich  vorfinden»  «reiche  altehi' 
das  IVIItlEaKriiche  elnschllessen.  Denn  nnr  so  ist  es  mOglicb ,  das 
WlllkShrticbe  zu  eliminiren. 

Nmi  flieht  es  aber  einen  Fall,  welcher  vor  Allem  bemerkens* 
Werth  ist.  Wenn  nämlich  das  allgemeine  Integral  t  =  0  von  sol- 
cher BeschafTenhf  it  ist,  dass  die  eine  der  beiden  willkübrlichen 
Funktionen  (p  und  t^»  schon  nach  den  ersten  Differentiatioricn  eli- 
minirt  werden  kann,  so  dass  also  durch  diese  Elimination  eine 
partielle  Differentialgleichnn«?  der  erstsn  Ordnung  ö=:Ü  enfKteht. 
worin  nur  uocb  die  andere  wilikührliche  Funktion  vorkomint,  bo 
ist  leicht  nachzuweisen,  dass  diese  partielle  DiflerenliiilLileicbunGr 
d«r  ersten  Oidnuui;  0  ü  allein  ausreicht,  um  daraus  die  ;&uge- 
horige  partielle  DiAVrentialgleicbung  der  zweiten  Ordnung  abzu- 
leiten. Denkt  man  sich  z.  B.  die  Gleichung  r  — Ü  nieder  aU  da.« 
aU^stneine  Integral  einer  partiellen  Uifftireutiaigleicbung  der  zwei- 
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ten  Ordoung  mit  den  drei  Veränderlichen  2  //  jr,  uod  nimmt  mau 
demg«mäs«  an,  da&i»  aus  den  drei  GieichuugeQ: 

eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Oidnun»  <r=0  »ich 
herstellen  lässt,  worin  nur  noch  die  eine  willkührliche  Funktion 
if>  vorkommt,  so  lassen  sich  jene  sechs  (Gleichungen,  wekhe 
überhaupt  zur  Elimination  der  bciileii  wilikührlichon  Funktionen 
9>  und  1^  gegeben  &ind,  auch  durch  die  folgenden  sechs  ersetzen: 

....  Q=..  ($).a 

Mit  demselben  Rechte  kOoBte  man  sich  auch- der  Uleichuogen: 

(1)=«. 

Z.  .=0.  (£)=o.  Q=o 

t  4 

bedieneo«  Die  drei  GMehongen  1*  sind  necb  der  Annafima  frei 
▼on^»  fF&hrend  diese  Grusae  in  den  Gleichungen  %  und  3*  noch 
eine  Stelle  findet  Wellte  man  non  apoebmenr  dass  die  Glei* 
ehangen  1.  nur  Elimination  der  andern  willkfibriiehen  Funktion  ^ 
nnsorelcbend  seien  *  das«  also  hierbei  noch  die  drei  flbrigen  Glei> 
drangen  zu  Hilfe  genommen  werden  mAssten,  so  würde  dies  vor* 
ansselien,  dass  man  die  Grösse  9,  welche  in  den  Gleichungen  1. 
fehlt,  ans  den  Gleichungen  3.  und  auch  aus  den  Gteichnngen  8. 
eliminiren  kOnne,  da  es  nur  so  möglich  wSre,  eine  weitere  Glei- 
cbung  au  gewinnen,  worin  die  wIllkGhrliebe  Funktion  ip  allein 
vorkommt.  Nun  kann  man  aber  aus  den  Glelchuns^en  %  nichts 
weiter  als  blosse  Funktionen  von  «  eliminiren;  uod  ebenso  lassen 
sich  aus  den  Gleichungen  3  nur  Funktionen  von  y  eliminiren. 
Aus  diesen  beiden  Gruppen  von  Gleicbunp^en  kann  also  nichts 
Gemeiaschartliches,  ^as  augleich  von  Veränderlichen  abhängig 
wäre,  elimioirt  werden;  und  hieraus  folgt  denn»  dass  die  drei 
Gleichungen  1.  zur  Elimination  der  In  0^0  vorkommenden  will- 
kfihrlicben  Funktion  ^  jedenfalls  ausreichen,  wenn  die  Gleichung 
ir=0  überhaupt  ^as  allgemeine  Integral  einer  partiellen  Differen* 
tia^^leichuiig  der  zweiten  Ordnung  darstellt  Damit  ist  aber  auch, 
der  Beweis  geliefert,  dass  die  partielle  Diffierentialgleicbung  der 
aweiten  Ordnung  jedesmal  von  eiqer  parttelleo  Dilferentialgleichung 
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der  ersten  Ordnung  abgeleitet  werdeo  kann,  welche  dann  selbst 
das  allgemeine  Integral  r  =  0  der  ersteren  Gleirhung  liefert,  wenn 
dieses  die  Eii^enschaft  besitzt,  dass  die  eine  der  beiden  wiltkähr* 
lieben  Funktionen  schon  nach  den  ersten  Differentiationen  zum 
Verschwinden  «i^ebracht  werden  kann.  Wenn  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichuni;  der  zweiten  Ordnuni^  auf  eine  partielle  DifFeren- 
tial^lciohurig  der  ersten  Ordnung  zuröckgeföhrt  werden  kann, 
welche  dann  selbst  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung 
liefert»  so  sagt  man,  dieselbe  besitze  ein  erstes  Integral.  Es  mag 
,  mir  s;e$tattet  sein,  um  nwch  kürzer  ausdrücken  zu  kunnen,  in  die- 
sem Falle  die  Differentialgleichung  eine  der  ersten  Stufe  zu  nennen. 

Die  Bestimmaog  «les  ersten  Integrals  ist  keinen  besonderen 
Schwierigkeiteo  unterworfen.  Unter  den  partiellen  DifTereotial- 
glelcbangen  der  zweiten  Ordni|Bg  mit  drei  VerftnderlicIiMi  betrach- 
teil  wir  sonfichst  die  Glelcbang: 

(Pz  d~z  (Pz 

wofin  X  V  Y  Z  bestimmte  Funktionen  der  drei  Veränderlichen 
s^S  und  der  Differentialquotienten  Zy  und  sind.  Als  erstes 
Integral  hat  man  hier  je^smal  die  Gleichung  ß=q>(tt),  wo  9 
eine  willkührliche  Funktion,  or  und  ß  aber  bestimmte  Funktionen 
der  fünf  Grössen  iyZxzyx  sind.  Denn -es  lässt  sich  keine  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung  angeben,  worin  eine  will* 
kührliche  Funktion  in  anderer  Weise  aufträte,  und  welche  zugleicll 
eine  partielle  Dtffcrenti;tlL:leicliunG;  der  zweiten  Ordnung  von  der 
ange<^elieiien  Form  zur  Folge  hätte.  Um  die  beiden  Funktionen 
aund  ß  zu  besrmiraen,  schreibe  man  das  erste  Integral  ß — qD(o)=:0 
abkürzend  in  der  Form  rasO.  Daraus  entstehen  die  beiden  Dif- 
ferentialgleichungen : 

dt  ilH     dx    d^z  dt 

Wenn  DUO  aber  die  partiell«  Differeatialgteicheng.  der  zweitee 
Ordnnng: 

in  der  Thal  durch  die  Elimination  von  fp  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen ab^releitet  werden  kann,  so  gelangt  man  zn  einer  iden- 
tischen Gleichung,  sobald  man  irgend  zwei  von  den  drei  DüTo* 
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rentfii1(}uotienlten  der  eWeiten  Ordirtihg  aus  den  Gteiehun??*»«  1.  uiitl 
2.  entwickelt,  und  deren  Werthe  ifi  die  partielle  Differentialplei- 
churig  einsetzt   EUfttitilrt  maii  di«  beiden  Dlffenrentialquetieiiteo 

^2  «n<l         so  gelangt  man  «n  der  folgonden  Gleiebung: 

Da  nun  der  Differeotialquotient  «weiter  Ordnung  weder 

in  den  CoeffizienteD  der  partiellen  Diflferentialgleichung,  noch  auch 
in  der  Funktion  t  vorkommt,  ao  kann  diese  (ileichun^  nur  (iadurch 
zu  einer  identischen  werden,  das«  aofvoht  der  geweUisaiue  Falc* 

tor  von  jf—fyf  als  aoeh  der  Rsst  der  Gleichling  flfr  elcb  ver- 

echuirwlef.  Zur  Bestimmung  von  x  hat  man  demnach  die  beiilen 
Gleichungen: 

Daraus  liiMet  man  aber  leicht  zwei  andere  Gleichungen,  welche 
in  Berlik  auf  die  Dtff("rf'titialquotienten  der  c^efeiichten  Funktion  x 
von  dem  ersten  Grade  sind.  Oenn  die  erstere  schreibt  eich  auch 
i»  der  Form: 


oder  al«  Differentialgleichung  mit  nur  txvei  Veränderiiebeu : 

dt 

Jüan  eKmiuire  damit  die  Gtltsse        und  in  geht  dann  die  andere 

'Gleichung  Uber  ih :  * 

.Bringt  man  nun  aber  an  die  Stelle  von  v  die  obige  Form 
/}->-9((k)>  so  :^eigt  «s  sieh»  dann  jede  der  beidfo  Funktionen  a 
1^4  ß  den  DifferentialglekbonjMn  ^a)  «nd  (b)  an  der  iStaUe  von 
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sprocben,  unter  v«el€her  die  vorliegende  partielle  Üiffereiitialglei- 
ehufig  der  znetten  Urdrning  ein  erstes  Integral  besitzt.  Wenn 
es  nicht  iwei  verschied pue  Funktionen  von  der  bezciehoete« 
Eigenschaft  giebt,  dann  giebt  es  auch  kein  erstes  intej;rai. 

Für  den  Fall  A=:0  bedürfen  die  Gleichungen  (a}  und  (b)  einer 
Verwandlung,  damit  dieselben  gleichbedeutend  seien  mit  den  ur« 
sprünglichen  Differentialgleichungen,  welche  in  Bezejg  auf  die 
Differentialquotienten  von  x  quadratlsdj  sind.   In  dieaer  Abaieht' 

mnltiplitire  man  dieaislbeD  mit  FJ:  V  F* — XY  und  ea  entatehen 
die  ^euen  GleichungeD : 

deren  man  aleh  in  dem  atigegebenen  Falle  an  bedienen  hat^  wl|h- 
rend  fttr  den  Fall  Fs=0  nur  die  vorigen  Formen  brauchl>ar  aind. 

Wenn  gleichzeitig  A  =  0  und  F=0  ist,  so  erhält  man  die 
Gleichungen: 


oder 


^=0  ««"12F(y,',  +  ^)+2i5;=a 


Das  zw  cite  Intet^ral  einer  partiellen  Differcntialelf^ichtjng  der 
zweiten  Ordnung  kann  so  be.sLh;i(Teii  sein,  dass  nach  den  ersten 
Differentiationen  sowohl  die  eine,  als  die  andere  der  beiden  will- 
Jcahriichen  Funktionen  sich  eliminiren  iSsst.  Es  versteht  sich, 
dass  man  in  diesem  Falle  zw  ei  verschiedene  erste  Integralformen 
auffindet.  Man  gelangt  zu  diesen  beiden  Integrallormen,  indem 
man  entweder  die  in  den  Gleichniigen  (a)  und  (b)  vorkommende 
Wurzelgrösae  daa  eine  Mal  mit  dem  positiven,  das  ajidere  Mal 
nrit  dem  negativen  Yeraelchen  gebraucht;  oder,  wenn  nur  eine 
Form  der  hädea  Differenthilgleiehiihgen  (a)  und  (b)  benutzt  wird, 
l»iem  man  dann  drei  ▼«isehiedeDe  FunhtiaaeD  u^ßvmdy  darstellt, 
welche  deoMiben  gleichzeitig  6eu0ge  leisten. 

Üra  das  zweite  Integral   mit   seinen    beiden    wiiikiihrlichen  ' 
Punktionen  zu  erhalten »  wird  man  das  erste  l/itegral  der  Integra- 
tion  unterwerfen.    Wenn  zwei  vers<  hiedene  Integralformen  der 
Alt  vorliegen,  so  kann  man  auch,  anstatt  eines  davon  in  der  au- 
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ipegebenen  Weise  zu  benutzen,  Ton  den  beiden  Fornieo  gleich- 
zeitig  Gebrauch  machen.  IVlan  bereeboe  dmiui  die  beiden  Werth« 
ly  und  is,  und  die  Bestimmung  des  zweiten  Integrals  ist  dann 
zurückgeführt  aof  die  io^gratbn  der  Tollständigen  Differeatial- 
gleicbung:  ^ 

dz  =  Zijihj  +  Zxdx. 

Es  ist  schon  vorhin  ermähnt  worden,  das:s  die  Rechnung,  wo« 
durch  man  zu  den  beiden  ersten  Iiites?ralformen  gelangt,  insofern 
solche  überbau jit  bestehen,  sich  zueifach  gestaltet.  Wenn  man 
den  letzteren  Weg  einzuschlagen  hat,  wo  es  drei  verschiedene 
Fönktionen  giebt,  welche  einer  und  derselben  Form  der  beiden 
Dififerentialgleichungen  (a)  und  (b)  Gemii^e  leisten,  so  stellen  die 
beiden  ersten  IntegraKuriuen  ein  und  diesellie  Funktion  von 
und  Zs  vor,  da  diese  jedesmal  aus  derselben  Gleichuni^  (a)  gewon- 
nen wird.  In  diesem  Falle  erhält  man  das  zweite  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch  die  Elimi- 
nation  eben  dieser  Funktion  swiscbeu  den  beiden  ersten  integral- 
formen. 

1.  Es  sei  DUD  J^^^^^^^ 

(a)  dx,  ±««^»»  =  0,  : 

wo  jedes  der  beiden  VoneicfaeD  benutzt  werden  darf.  Das  eine 
Mal  entsteht  z^^nz^^o^.  Blai^  findet  dynn  wdtev: 

^  dt     dt  .    dv  ^ 

(b)  (««  +  ««!f)^  +  5i+«^=0. 

Da  nun  x  eine  Function  von  cci  z  y  x  sein  soIl,>  so  erhalt  man, 
wenn     an  die  Stelle  von  zx  gebracht  wird,  die  neue  Gleicbung: 

\    ^dt  '    dx  ^    d  t  ^ 

Man  genügt  dorcli  tf^«|  nnd  f^y^ax.  Das  erste  Integral 
zeigt  sich  demnach  in  der  Form : 

zs  —  flzy  =  <p{y — ax). 

Das  andere  Mal  findet  man  das  ernte  Integral : 

tx'\-azyz=z'tl){y  ^ajo).  - 
Dnreb  die  zweite  Integration  entsteht  jedesmal  die  endliche  Gleiebsng,; 

SL.  Ffir  die  Gleichnng  -*^£-2t^*;S:y  +^*^^a  =  0  bat 


(a)  xydzx  —  txdz^  —  0. 
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ümxm  folgt  0^  ;=       Man  Bat  wislter: 
c»cler  aoch,  weDD  man  u  miftola  o|  efimioirt» 

dl.  „ 

Daraas  erhSIt  man  «  =  ,  =  j  and  ys^-l-a;«^.  Man  hat 
also  die  beiden  ersten  Integrale; 

=        und  y+dF«tss^(«)^ 

Düfipb  du  Elininatlon  ^on  a,  gelaugt  man  m  den  sweiten  Integf^; 

^  ,    <Z*2       iPz  4zx 

2^-"^  + jTj::^=0'  MaDÖndeUieüIeichnngj 

(a)  dxx  ±dzy  z=iO, 

Doch  nur  das  untere  Vorzeichen  föhrt  hier  zum  Ziel.  Man  hat 
,Zs — zy=^ai,  uod  jnan  erh&lt  dann  weiter: 

(b)  +  JE-»- 

Da  %  al«  Fanktion  ▼on  «i,  jr  ond  «  afeb  benuiMtellt»  so  geht 
diese  Gleicbong,  «renn  man  aogleicb  ^  mittels  «,  ellroiDirt;  Aber  in: 

^  dt    dt     4ix  dt     _  ^ 

Diese  zerföUt  nun  aber  in  die  beiden: 

/   .  x*^*    £1        /V      .      <fo    dt  dt 
(*+3f)^-25;^  =  0  und 


Die  erstere  liefert  |S  =  (a:+y)ai +23;  und  die  andere  wird  dadorcli 
umgewandelt  in  die  einfachere: 

dt      dt  ^ 
d^'^Ty'^^ 

Man  genügt  hier  durch  a=za:~i/  und  =  A  =  (jr-f-^)«! -|>2|. 
Das  erste  Integral  hat  demnach  die  Form:  ■  . 

hier  die  beiden  Gleichungen:  ^ 
(a)  xydzM  —  ttätif^iO   und  icft«— c^=0.  - 
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Die  letztere  giebt  si,  —  iy==a|.   Man  bat  weitet: 

d%  dz 

Daraus  folgt  aber  uiwl  ^=-i;  un/i  «Jas  erste  Integral: 

■ 

Man  findet  bier  die  beiden  Glei^Kngen: 

I 

Die  Integratloii  der  er^teren  giehjt :'  ; 


NiiD  hat  man  aber  weiter  die  Gleichung:  ' 

dt      dt   .  dv  . 

Man  genügt  dieser  Gleichung  diireh  «««^  ond  |}  =  a?  — jr;  und 
daa  eiate.  Integral  aelgt  aleli  (Im  in  der.  F^ni 

6.  Es  sei  noch  '  * 

Man  bat  hier  die  Werthct 
und  dies  führt  auf  die  beiden  Gleichungen :  ' 
Aus  der  eröteren  findet  man  dofch  d1tf'Ihte|ration: 

Man  Undet  weiter  die  Gleichung: 

dt      dt     ''t  n 
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Man  ijenügt  dieser  durch  assui  mid  — und  man  hat  das 

aiigeiiieioe  Integral : 

Aach  die  allgemeinere  partielle  Differentialgleichaof^  • 

filbrt  auf  ein  eratea  Integral  |J  =  9)(«),  «rorin  a  und  ^  eben  ao 
nrle  die  Coellizienten  der  Diferentiaig(eicbiin|(  bestimmte  Fanktio- 
nen  der  diei  Veriaderllcbeii  x$äf  and  der  DtfferaatialquotieiilNi 
«od  2«  sind.  Denn  vrenn  man  ans  den  beiden  Gleichungen 

*    dt  d^z  dt  dt 

'  dSidü^^diMdxdy^  dx^^^  dy-^* 

dx  d^z  ^  dt  dh  .  dt      dt  ^ 

vrerin  abkilrsend  t^ß — ^(or)  gesetxt  worden,  die  willkübrtiche 
FunlEtion  9»  etiminlrt»  so  findet  man  eine  partielle  Differential- 
gleichvng  der  sweiten  Ordnung  von  der  vorliegenden  Form. 

üm  diejenipiCTi  (<;iricbnngen  zu  erhalten,  mit  deren  Hilfe  dl© 
FuiiktHnitii  a  uiul  ^  hier  »\c\%  bentimmen  lassen»  voraosgesetst, 
dass  ein  erstes  Integral  mciglich  ist,  so  eliminire  man  wieder  die 

heldeu  l>tfferentialquotieoten  ^9        ^        den  Gleichungen 

].  niul  2.  und  aus  der  partleHen  OllEeeenÜalglelahong.  Man  gelaiigt 

80  zü  der  Gleichung:  » 

,,/dt      dt\dt  .  ^ydt      dt\di!  vf^^Y^^tv^'^ 

^KdxJ^dMdy 
-Jdx    ,  dt\/dt      dt\       /rff  dt\dt 


f/rN  (1%     ^dr  dx 
*  ^  dy)  dzg  ~    diM  diy"^ 


Nun  muaa  aber  der  gemeinsame  Faktor  von  y-r-  nnd  «lann  aiicft 
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der  Rest  der  Gleichung  fdr  sich  verschfrinden.  Man  erhält  dess- 
halb  zur  Bestimmung  von  r  zwei  partielle  Differentlalgleichungeo 
der  ersteo  Ordnung,  welche  leicht  wieder  in  solche  des  ersten 
Grades  unigevcaedeit  werden  können.  Denn  abreibt  man  diesel- 
ben in  der  Fern: 

ee  eigiebt  eich  durch  die  Elimtnation  von  ^(^^^^  "^ä^^  *~ 
lunSebst: 

■ 

Durch  die  AaflOeang  dieser  quadratiecben  Gleichung  epfstebt 
die  partielle  Diierentialgleicbung  des  ersten  Grades: 

'ilfidem  man  diese  mit  def  swelteo  der  uMpvSoglielien  verhindel^ 
ee  erbftk  man  noch  eine  andere  partielle  Oifferentiaigleicbang  des 
eisten  Grades «  nirolicb: 

Es  kommt  also  daraef  an,  awei  verschiedene  Funktionen  et  and 
ß  anzugeben,  von  denen  jede  die  beiden  Differentialgleiefauogea 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  t  erffitll,  nachdem  man  der  darin 
vorkommenden  Woraelgrusse  entweder  das  obere  oder  dae  miteie 
Voraeicheo  gegeben  hat 

Wenn  zwei  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  der 
ersten  Ordnung  mit  den  drei  Veränderlichen  zy:z:  aus  ein  und 
derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Urspruni?  nehmen,  und  zuerst 
nach  z  und  $fp  sodann  nach  z  und  x  difiereatiirt  werden,  so  erge- 
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,      V .  .  ' .  tr$ur  und  twiier  ürdmMff, 

t»9n.  «M^  .vier .  f erächia^ene  fMirlklfo  DUfereötlalgleiebiiiig^B  der 
gtveiteii 'Ordnung »  «rorans  eine  dritte  parfidle  piffereatiiiglticiHmf 
der  ereten. Ordnung  abgeleitet  wird,  indem  man  die  drei  Diffe- 

d^x      dfx  (l*z 

rentialquotienten  der  e weiten , Ordnung  ^— ^,  eliroinirt. 

Da  auch  diese  auf  jene  endliche  Gleichung  liindeotet,  ao  aetae 
nate  die  Differentialqnotienten  der  ersten  Oidnong  und  Zx,  wie 
aie  ana  den  beiden  iirspränglichen  Gieichttngen  als  Funktionen 
Ten  zyxr  sich  entwickeln,  hier  ein,  und  man  wird  ao  entweder 
der  neoen  Gleichung  identisch  genügen  oder  jene  endliche  Glei- 
chung selbst  erhalten.  Wenn  der  Coeffixient  ü  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

▼erschwindet,  so  ist,  wie  man  oben  gesehen  bat,  durch  die  bei* 
den  Grossen  a  und  ß  des  ersten  Integrals  ß  =  g){a)  nur  eine  ein* 
zlge  Funktion  von  Zy  und  zx  gegeben,  da  dann  die  Verschieden* 
heit  der  beiden  Grossen     und  ß  immer  nur  in  dem  Vorkommen 

der  drei  übrigen  Veränderlichen  2  J/ ihren  Grund  hat  Wenn 
aber  V  nicht  vorsehe  indcf ,  so  «;tnd  die  beiden  Grossen  a  und  ß 
des  ersten  Integrals  ß=^rp(a)  jedesmal  durch  verschiedene  Funk- 
tionen von  Zy  und  :j  ausgedrückt.  Man  hat  es  diesem  Umstände 
zu  verdanken,  dass  für  den  zuletzt  envähnten  Fall,  wo  17  nicht 
verschwindet,  aus  den  beiden  ersten  IntegraÜormen 

.  1«  ßssq>(iit)  und  ds^(y) 

der  Torliegendea  parMlen  Diferentialgleielning  der  zweiten  Ord« 
nnngy  deren  swdHsea  Integral  jedeamal  durek  die  ao  eben  ange- 
dentete  Rechnung  (]aigeatellt  wird. 

Diese  Rechnung  gestattet  aber  ganz  benierkenswerthe  Ver- 
einfachungen. Gebraucht  man  nämlich  anstatt  des  ersten  Integrals 
ß die  einfachere  Gleichung  ß:=z(p(ä),  wo  a  eine  willkfihr- 
licUe  Beständige  ist,  um  aus  den  beiden  Gleichungen 

2.  ß  =  9iß)  und  d=:^y) 

di«  DÜerentialquotienten  1^  und  s«  ala  f^mfcÜoaiMi  von  ay «  dar- 
aoatellen»  ao  iat  elnleochtend,  daaa  die  Integration  der  vollatin* 
digen  Differentialgleichung 

dz  z=izydy  +  zxdx 

auf  eine  Integitlform  /(zydra)  =  0  föhrt,  welelie  nveh  durch  die, 
Eiimin»tiott  Too  Zy  und  z«  aua  den  drei  Gleicliangen 
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mielt  n'trd.  Durch  die  üifferentifttimi  von  f(^fxu)=0  eihtä 
man  «wieder  dKe  Gleieheiife«  2.»  welcbe  deali  aber  In  der  Fem 

sich  zeigen.  Setzt  raan  in  der  Gleichung  f{xyxa)^iS  an  dit 
iStelle  von  a  dio  \  rräi)ilerlicfie  a  ein,  so  ergeben  sich  durch  die 
Piffereiitiation  die  heiden  Gieicbuogeii : 

JS. 

df       df     df  (da    c/«i      rftt  d'^z    da  da\_^ 

Da  nun  aber  die  (Ticichuugeu  4.,  nachdem  man  an  die  Stelle  von 
a  die  Veränderliche  ck  eingesetzt  bat,  mit  den  beiden  ersten  Inte- 
gral formen  L  gleichbedeutend  sind,  so  bat  man  anstatt  der  bcideu 

df  \ 

Gleiebongeii  5.  die  ehnige  ^ssU,  worin  die  UUIereotlaiquotieo- 

ten  der  zweiten  Ordnung  oiebl  roehr  vorlconomen,  und  wel<A6 
desshalb  nichts  anderes  eein  kann,  als  jene  dritte  paftieUe  Oiie* 
reotialglelelHing  der  ersten  Ordnung»  welche  in  Verbindniig  mit 
den  beiden  .ersten  IntegraUbrmen  l.  durch  die  Elimination  tos  % 
nnd  %t  das  sweite  .Inte^cral  liefert  Die  Gleiebung  /'(zyaro)s=Ö 
ist  übrigens  durch  die  Elimination  von  2«  ans  den  Gleichungen  1. 
abgeleitet,  nachdem  dort  die  Grilsse-^  an  die  Stelle  des  andets 
DifiNf0lialq«otieateo  %  eingcAhtt  »ocilea. .  DMnnaeh  etgisbt  sieb 
denn  das  aweiie  Inte^al  aneb  dnreh  die  EilmiaalMo  von  u  aas  den 
beiden  Gleichungen: 


7.  -  Es  sei 


f{%yxe£i^^  wid  ^=0» 


Blan  hat  die  beiden  Gleichnn^Mr 

rfr       dx  %  dt     .  d%  _ 

nnd  man  genügt  denselben  durch  jede  Fudifien  sr,  worin  nur  ly 
und  tx  vorkommen.  Mail  kenn  desebalb'-«^2|  nnd  i^sss«  setsen.' 
Man  genügt  ab#r  ancll  dtarch  y  s  z-^  ^Zj,  —  Bs  bMeheu  dem- 
nach die  beiden  «i^riipa  JbtesBalet , . 
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-Mau  setze  nun  ZyZ=a  und  eliniiniie  z«.  Man  erhält  so  da«  zweite 
Integral  durch  die  beiden  Gleichungen: 

8.  Es  sei 

a  rfyä  -  \^t/:i:e/^  ^  </j:c/y~ ''(/j^«— 

i"  ' 

Mau  hat  hier  F+  V  V^—ÄY-VZ  =  il-ri^y)  Wenn 
man  das  untere  Vorzeichen  gebraucht«  so  eotsteheu  die  beiden 
Gleichungen: 

jr+t/A/r       (ft\       /dt     dx\  ^ 

Durch  die  Elimination  von  ^  entsteht  die  einfachere: 

dx  d% 

der  mau  genügt,  ivenn  r  irgend  eine  Funktion  von  «,  =yry  +  j:2T, 
ix  und      ist.    Die  (Gleichungen  (a)  und  (b)  zeigen  sich  dann 
aber  in  der  Form:  * 

x\y  /dt 


fdt    ^  dx\  ^  dx  ,  dx  - 


Man  findet  die  beiden  Kiinktionen  a=  (a -|  1):  —  «,  und  ß—Zx—typ 
und  das  erste  Intei^ral  zeigt  sich  dcntnach  in  der  Form: 

Wenn  man  das  obere  Zeichen  yov  der  WovtelfrlkMKi  *  -  - 

gebrancbt,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

/tlx       dx\        dt  A 

\ 

\ 

fd%     .  dx\        dx        dt     ^  ' 
riieil  XLXXllI.  90 
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Dorcfa  die  8ttU<»k4ioii  etWX  man  db  «inlMbAM : 

dz    dt  dt 

Man  genutzt  durch  ein«  beliebige  Funktion  von  of,=ar+y,  Xs  und 
zg.  Die  (ileicbungen  (a)  und  (b)  geben  dadurcb  äber  in: 

a  dal  '^^dzy^ ^'^dzaT"  * 

Daraus  folgt  aber  a  =  ~  und  /?  =— ,  ufld  das  erste  Integral  i» 
der  Form : 


Man  setse  nun  2;^— 2^  =  0,  und  die  b^den  ersten  Integrale  geben, 
wenn  2«  ellminirt  wird»  fiber  ia: 

I 

Man  eebreibe  dieselben  ein£M;her: 

Endlich  vertausche  mau  noch  a  gegen   ,  und  die  Elimination 

.▼on  Zy  ffibrf  auf  die  Citeicbung: 

i»  =  a?  +  (a;  +  ly)         +  3^)«)  + 

Um  das  zweite  Integral  211  erhalten,  wird  man  a  eiirainireo  mit- 
tels der  Gleichung  « «(a?+y)«+*.^'(a(j:-|-y)o) 

9.  Es  sei  lisch 

X      —       +       ^%  -u. 

« 

Man  hat  hier  F«- A'F—  C7Z=0  und  die  beiden  Gleicbangen: 
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Mi»  miiltipii^re  Mm  «nim  mit  t^,  «e  ander«  Gleichung  mit  tx, 
ttnil  man  erhält  doreh  die  Additioo ; 

Daraus  folgt  «1  =  ^-,  und  die  Gleichung  ^eht,  wen»  2^  elimijiirt 
/  wird*  über  in: 

♦  » 

Man  genügt  derseU»efi  darch  die  drei  eiaTachereii  Gleicbungea : 

,  fidzx  

Die  IntegratioD  liefert  die  drei  Fanktionen : 

Man  genügt  dadurch  aber  auch  den  l)eiden  Gleichungen  (a)  und 
(b)t  und  man  bat  aoutit  die  beiden  ersten  Integraiiormen : 

I 

 /  J  «  »  ■ 

a 

Man  «etoe  nun      ^ .  - == «.  Die  ElimioatioD  ven  &  und 

3x  führt  dann  auf  die  Gleichung: 

•  r 
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fJm  das  zweite  Integral  iu  erhalten,  vrird  man  a  eUminiren  mit 
Hilfe  der  Gleichung 

«—«-I-  (y— +  («-i|;(«))i<;'(a)>0. 

Das  obige  Verfahren,  wodurch  man  das  erste  Integral  einer 
partiellen  Differf iitialiileichuiii;  der  zweiten  Ordnung  niit  drei  Ver- 
änderlichen dartitellt  .  lässl  sich  <A\ur  Weiteres  auf  partielle  Dif- 
ferentialgleichungeii  mit  mehr  als  drei  Veiänderliclien  übertragen. 
Wenn  z.  B.  die  vier  Veränderlichen  r,  ^  ^  vorkommen, 
schreibt  man  das  erste  Integral  in  der  Form  y  =  (p{uß),  wo  a, 
ß  und  -/  bestimiiitc  l  unklionen  dieser  Veränderlichen  und  der  drei 
Differentialquotienten  erster  Ordnung  z,j,  Zj  und  bezeichnen* 
Denn  wenn  man  die  Form  y  =■  <p(€cß)  nach  einander  In  Beaug  auf 
z  und  y,  z  und  Xt  i  niid  w  differentiirt»  so  entstehen  drei  Diffe* 
rentialgleicbungen,  welche  doreh  die  Elimination  der  beiden  will- 

kuhrlicheo  Funictionen  ^  nnd  eine  bestimmte  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  Kweiten  Ordnung  herbeifiShren. 

Um  nun  das  erste  Integral  für  die  Gleichung 

ZU  bes(in)nien,  worin  WS...,/j  Funktionen  voii  ZyZxZwzyxw 
sind,  Schreibe  man  dasselbe  vorerst  wieder  abkürzend  in  der 
Form  T  =3  0.  Die  drei  Differentialgleichungen,  w eiche  durch  die 
Elimination  des  Willkfibrlichen  die  vorliegende  partielle  Differen- 
tialgleichung herbeiführen,  zeigen  sich  dann  in  der  Form: 

<Zt  rfr    d^z       dr_   d^z      dv  dt  

d^Zy  dy"^    dzx  cLrdy    dz»  dwdy    dz^^    dy  * 

dr    d^z       rfi  «Pz      dx_   d^z__     dt  dt  

dx^  dxdy    dz«  äp*    dzw  ^dx  ^  ^^'^  ' 

flft   d^z       dt   (Pz       dx   dt      dx        dx  - 
dx^dwdy    dz» dwd^  *  dzw dw^  ^  dz*^*^^ dw^  * 

Wenn  man  damit  von  den  sechs  Differentialquotienten  der  zwei- 
ten Or<lnn»):^  irfrerid  drei  aus  der  vorliegenden  partiellen  l)iffe- 
rentialgleicbung  eiiminirt,  so  gelangt  man   zu  einer  identischen 

tl^z    d^z  d^' 

Gleichung.  Durch  die  Elimination  von  und  ^^.^  entsteht: 
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^  ^^^dzjc)         dzjt  äzw  ^  ^  (^diw)  ^  dzjf  dwdx 

"^^^  (dzy)      ^'^  thy  dz*"*"  ^  (^dzw)  ^  dxx  dwdy 

^  ~      Uzy  dzx  ^  ^^dix)  ^  dzm  dxdif 

.  w^dt  dr  Alz       dx\     ^dx  dt /(h  ,dT\ 

rfir      \<i»    ^  dw)       diw  dzx  dxy  " 

Doch  kann  man  dieser  Gleichung  nur  dadurch  geDögen«  das^  man 

(Pz         d^z  fl^z 

die  Faktoren  von    ,    .  »    i  -  y-  und   t  ,  '  ^^'^  R^t 

'  äiciLr     dwdy  a.vat/ 

der  Gleicliting  einzeln  genommen  verschwinden  lässt.  Man  hat 
demnach  -/.ur  üestiromung  von  z  die  vier  Gleichungen: 


4. 


j.rdr  ih/dt     ,  dr\  .  ^dv  dt /dt 

^,  //t  dt  /dt    ,      \   Q 

^    dl»  dzs\dz ^    dzw  dz:t  dzjf 

l)ar;ni9  erueben  sich  aber  vier  andere  Gleichungen,  welche  in 
Bezui;  an!"  die  Differenlialquolienten  von  t  vom  erjsteri  Grade  sind. 
Denn  aus  den  Gleichunge  n  I  ,  2.  und      bestimmen  sieb  zunächst 

die  beiden  Quotienten.       :  und  ^'--y^zst  Mau  liat; 

dzjt  dzw     ,^       ilzy  dz» 

1.  m«— 26s-^J!l  =0, 

3.  ^l«-2F<*+r*«=ü. 
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NachdoiTi  man  einen  vnn  den  beiden  Quotienten  5  und  t  ans  den 
quadratisrhon  (Jlcichuiiiren  1.  und  'i.  Itestinimt  hat,  hat  man 
zur  Berechnung  des  andern  eine  GU  icfujog  des  er$$ten  Grades. 
Dann  ninltiplizirt  man  die  (ilcichung  l.  mit  die  Gleichung  'i, 
mit  s^,  und  zieht  daoa  von  deren  Summe  die  Gieicbuug  3.  ab^ 
so  entsteht: 

Damit  die  so  berechneten  Werth«  Ws  =  Si  und  Wi=s  die 
Gleichungen  1.,  2.,  3.  gleichzeitig  erfüllen,  muss  zwischen  den 
Coefflzienten  dieser  Gleichungen  eine  Bedingungsgleichung  bestehen. 
Müll  schreibe  dieselben  in  der  Form: 

1.  (IFf-Ä)»^^»-!^^, 

Dmns  folgt  daan  auf  der  Stelle  die  Bediognngsgleiehaog: 
oder  auch  die  mebr  symmetrisdie: 

Wenn  diese  Bedinj»ung.s<»Ieichunij  erfüllt  ist»  bat  man  lur  Be- 
stimmung voo  X  die  drei  Gleichungen: 

1 

^  /dx        dt\      -  /dx       €lx\     _  /dt       dt\  dz 

worin  abkurseiid  -^=1^  und  —jt-^T^  gesefst  werden  ist. 

Wenn  es  drei  verschiedene  Funktionen  ß,  p  und  y  giebt,  von  denen 
jede  gleichzeitig  diese  drei  partiellen  Differentialgleichungen  au 
der  Stelle  von  x  erfüllt,  so  besteht  auch  ein  erstes  Integral,  und 
dieses  hat  dann  die  Form  y  =  fp{ti  ß). 
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10.    Et»  sei  iiiiü  .       .  • 

i    Man  bat  hier  die  Gleichungen: 
|&)  wdtm  +  xdxm  =  0 , 

Dt«  iNTfllerto  giebt  tos^-f-^sssiiri;  idle  «ndei«  ab«r  geht»  wenn  lun 
2»  mittels  tf|  dimiiiirt»  über  iit  <2«r|  -f-yd-^ssO«  Daraua  folgt  ab«r 
.  €ti-{^ yz,j  zrzte^>\' scts^^^''^ «%\  iid4  das  erste  latagral  ist  demnach 
eine  Fiiiktion  von  t»  ^,  jr  uhd  Nnn  hat  imun  weiler  dia 
CrleidlUDg: 

*      .       k     N     .    dt  ,   dt  ^  dt  ^ 
(c)        (»»•4-*«»+if»y)^+«'5^+^^+2?5^=«.  ' 

Mao  eliminlra  einen  der  Differential<|aotienten  miltcSa  «^t  mrd 
es  ist: 


rfr  .     dt      dt      dt  ^ 


Man  genügt  duieh  as3~->,  ^s^,  «ssa^;  und  das  erste  Integral 
zeigt  sich  desshalb  In  der  Form: 


Wenn  die  Anzahl  der  Veränderlichen  sanimmt,  so  mehren  sich 
rasch  auch  diejenigen  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  nnd  des  ersten  Grades,  welche  alle  durch  das  erate  In* 
tcgral  der  partiellen  Differentialgleichnttg  der  swelten  Ordnung 
befriedigt  werden.  Wenn  n*f  1  Veränderliche  vorkommen,  so 
ichrelbt  sich  das  erst«  Integral  In  iler  Ferm:  9(ttj3y....)»0, 
was  eine  willkflbriiche  Funktion  von  fi  bestimmten  verSnderlicben 
Grossen  ist  Durch  die  Dilbrentialleo  «rgeben  sich  daraus  it 
verschiedene  Differentialgleicbungen  der  a<veitett  Ordnung,  mit  deren 

d!H  d^ 

HUfe  man  die  n  Differentialquotifeaten         -g^p  Xö*'"" 
miniren  kann.   Nach  vollzogeaer  Elimination  bleiben  noch  — 
Differentlalquottentee  der  sweiten  Ordnung  in  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung zurück.     Diese  fällt  de^t^halb  in  -^j-g—^  +  l 
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verschiedene  Gleichungen  aus  einander,  vrelehe  wieder  alle  aU  par« 
tielle  Diflferentialgleichungcn  der  ersten  Ordnung  und  de»  erateo 
Grades  dargestellt  werden  könneo.  Jede  von  den  n  vencbiede- 
nen  Funktioneo  aber,,  welche  io  dem  allgemeinen  Integral 
9>(aj?y....)  =0  PUts  nehmen,  mnss  allen  dieeen  Differentialglei* 
chongen  Genüge  lebten. 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  partielle  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  zu  bestinunen,  von  der  man 
weiss,  dass  sie  mehreren  partiellen  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung  ^leieh/eitig  Genüge  leistet.  Ts  komnil  lianii 
nur  (laraul  an,  die  allgemeinste  Funktion  zwischen  deii  \»(rkoni- 
lueiiden  Verf^nderlichen  und  den  Üifferentialquotienten  der  ersten 
Ordnung  anzugeben,  welche  gleichzeitig  alle  diejenigen  partiellen 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Gra- 
des erfüllt,  welche  jede  der  voili Agenden  partiellen  Differential- 
gleichungen  der  zweiten  Ordnung  nach  den  jetzt  bekannten  Re- 
geln lür  sich  zur  Toige  hat. 

Hat  man  z.B.  die  beiden  Gleichungen: 

und 

wo   F  bestimmta  Funktionen  der  drei  Veränderiicheik 

asya;  und  der  Differentblquotienten  erster  Ordnung  «.undsy  sind» 
so  kommt  es  auf  die  Bestlmminig  derjenigen  Fonktion  x  an» 
welche  gleichseitig  den  folgende»  vier  Gleichungen  Genfige  leistet: 


dx      y  dr 
~  dzg 

'dt     .  dt\  „dt 


Die  Gleichungen  (a)  und  (a')  verlangen  die  Bedingung  FF|  =  A,  F, 
und  8111  (iy  wenn  diese  Bedingung  crffiUt  Ist,  identisch. 

Man  darf  nicht  glauben,  daes  die  partielle  Differentialgleichung 


Digitized  by  Google 


mrgier  und  weiier  Ordnnng^  305 

der'  zweiten  Ordnung  mit  drei  VeräiHlerlichen  inuiHT  mir  dpn  vor- 
hin betrachteten  Formen  angeliöre,  wenn  sie  ein  er>l<  s  Integral 
besitzt.  Man  bat  dort  das  erste  Integral  jedesmal  durch  die  (ülci- 
chung  ß  =  q>(a)  auKtredrückt,  worin  «und  ß  bestiiuinte  Funkiiufien 
der  drei  Verimderli»  hen  zi/a;und  der  üiflferentialquotrenten  erster 
Ordnung  Zy  und  zx  sind.  Es  lässt  sich  aber  eine  viel  allgemei- 
nere partielle  Differentialgleichmig  der  ersten  Ordnung  anseht  ei - 
ben,  woraus  durch  die  Elimination  einer  willkiilirlichen  Funktion 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  hervor- 
geht.   INiniQit  man  nämlich  die  Gleichung: 

jS  =  9>(a), 

wo  nun  ß  eine  bestimmte  Funktion  von  Zy,  ix,  z,  ^,  x  und  a  ist, 
a  aber  eine  veränderliche  Grosse,  su  deren  Bestimmung  die  Glei- 
chung: 

gegelien  ist,  so  entstehen  durcb  die  Differentiation  die  beiden 
Gleichungen:  \ 

(Iß  dß^  jlh^     äß  dß 

äzy  dy^  ^  dl,  dxdy  +  dz     +  dy 

o  rf^   dh,      dß  dH    dß  dß 

und  die  Elimination  von  a  liefert  eine  partielle  DilTei  entialgleichung 
der  zweiten  Ordnung,  worin  nichts  Willkuhrlichcs  mehr  vorkommt, 
welche  aber  nicht  immer  den  pchon  oben  angegebenen  Formen 
angehört,  sondern  eine  viel  allgemeinere  l  nuktion  der  Differential- 
quoticuten  der  zweiten  Ordnung  darstellt. 

Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung ip  =  0  integrirt  werden  soll,  welche  auf  die  soeben  ange- 
gebene Weise  entstanden  ist,  so  wird  man  sanächst  jene  beiden 
Gleichungen  1.  und  2.  herstellen,  deren  gemeinsames  Integral 
die  Gleichung  ß=:(p(a)  ist.  Es  versteht  sich,  dass  man,  nachdem 
•  die  eine  von  dies<en  beiden  Gleichungen  aufgefunden  worden,  mit 
Hilfe  der  vorliegenden  Differentialgleichung  a/;==0  dann  leicht 
auch  die  andere  erhält.    Denn  wenn  z,  B.  die  Gleichung  1.  he- 

d^z 

kannt  ist,  so  hat  man  den  Differentialquotienten  ^  daraus  zu 

eT>tw'u  !;e!fi ,  und  in  die  Gliiichung  i/;  =  0  einzusetzen,  um  die  Glei- 
(li  ii  g  2.  darzustellen.  ü«i  nun  aber  die  eiiip  dieser  beiden  Gloi- 
chungea,  oder  auch  irgend  eine  andere  daraus  abgeleitete  Glei« 


Digitized  by  Google 

II  I        !  ! 


305  Weiler:  hUegraUm  der  imräeHem  Differenaotslekkungen^ 

chnn£»  zo  erhalten  ,  schreibe  man  dieseibe  abkürzend  in  der  Fcrin 

T  =  0.    DiiTerefitiirt  man  die  beiden  GieichungeD  rrrO  und  -»fj— 0 

nach  X  und  dann  auch  nach  y,  so  ergeben  8irh  vier  I)iff(  reiUial- 

s^leichungen  der  dritten  Ordnung.    Mati  mu^s  aber  beaciiteti,  dass 

dadurch  nur  drei  wesentlich  Tersdiiedenc  Gleichungen  gegeben 

sind,  da  jene  vier  (ileii  bunten  alle  durch  zweimaliges  Differen- 

tiiren  ans  einer  einzigen  DiÖ'erentialgleichung  der  ersten  Ordnnng 

ent«ipringen.    Man  eliminire  irgend  drei  von  den  vier  Differtiotial* 

dH      4^        dH  dh 
quotienteh  der  dritten  Ordnung         ^^a»  vaA 

man  erhftlt  dann  jedenfalls  eine  identische  Gleicliang«  tio  dm 
«lao  der  Fal^tor  dce  luruck^ebliebenen  Differentialqnotienten  d« 
dritten  Ordnung  und  auch  der  Real  dieser  Glclclmag  filr  sich 
veracWindet  Auf  diesem  Wege  gelangt  man  aa  swel  Tersdu«- 
denen  pattiellen  Differentialgleichungen  der.  ersten  Ordnung  and 
des  ersten  Grades,  woraus  diese  Unbelcannte  t  als  Funlction  der 
drei  Veränderlichen  t,  y,  und  der  Differentialquotienten  enter 
und  sweiter  Ordnung  hervorgeht 

Um  diese  h%  (  linung  möglichst  zu  vereinfachen,  nehme  man 
an»  dass  die  Gleichung  t=0  von  den  Differcntiatquotienteo  der 

sweiten  Ordnung  nur  die  beiden       und  etnschliestfe,  to 

dass  also  durch  die  Differentiation  von  r  —  0  die  beiden  Gleicbongea: 

dt  ^     dx^   dH      fdx  \  _  « 
dy»  +  di^  dxd^'^  +  Kds)  -  " ' 


dx^  djf*    dxgg  dxd^ 


fj  L    c€.-*       /dx  \    _  ^ 


d^t  d^x 
entstehen»  worin  abkürzend  ^^sasyy  und  gesetzt  wor* 

den  isf»  und  ausserdem  die  AhkOnrnngen: 

dt  dH     dt^    dH      dt  dt  

dÄgdy^^  dz»  dxdif  +  dj^Kd^J  * 

,  dt   dh      dx^  tbß    dt       dx^  ^  /dx  \ 

^       +    33  +      + d«  — 

aufgenommen  sind.  Um  von  den  vier  Differentialqootienteo  der 
dritten  Ordnung  drei  zu  eliminires«  bedarf  man  hier  nur  noch 
der  GleichuAg: 

d^    dH       4^    dH       tili'  dH  _  ^ 

dsxx  dx'^djf  ^  dxry  dädy^  +  d^  dp  ^  \dj/)  ~ 
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dh  in  den  drei  onn  vorliegenden  ülffereiilidgleiehaogen  der 
ferentialquotient        nicht  vorkommt.  Wenn  man  nun  die  beiiten 

Oiierentialqaotieiiteii  ^  und  ^2^7^  eliminirt,.  und  i&ugleich  die 

'  »  d^x 

mit  den  Differentialquotienten  ^^^^^^^g  verbundenen  Glieder  sueam« 

menfasst,  eo  entsteht  ciie  Gleichung: 

Vfl^itjr  \dzyyj      dixy  dxyy  d^ xy    dzy^f  \dzxy/  )  dxd'^ 
dx_rdt\      dtp  dx  dx  dt 

Diese  zerfallt  aber  in  die  beiden  folgenden: 

d^  r  <^^y_  d^i)  dr^  dx_    dtp  _Q 

dtp   dx  ^dx\     dtp   dt  (dx\     /dtp\  dx    dt  ^ 

fvcirfie  leicht  in  zwei  andere  umgewandelt  werden»  worin  die 
Differentialquotieoten  der  uubelcannten  Funktion  *  nur'  avf  dem 
ersten  Grade  vorkommen.  Denn  die  erstera  eebraibt  «ich  aneh 
in  der  Form: 


dtp_   dx  _,/dtp       tfZ^^Y  W\  dx 


und  die  andere  Gleichung  4;eht«  Kreon       eliminirt  whpd^  flhtt  b: 

(b) 

— Y+ ' - \f 7^^^yZiWl¥\ dx 

dzxs\da:J^\dzxy     J  \dxxyj       dz^x  dzj^J Kd^/  \d^ Jd^ 


=  0. 


Wenn  man  nun  2«  mittels  t|;=0  eliminirt,  so  hat  man  in  der 
That  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und 
des  ersten  Grades,  woraus  die  Unbekannte  t  aie  Fmiktfon  der 
beiden  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  hervorgeht. 
Wenn  die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  ^»a 


« » 
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ein  erstes  lnteiijrai  besitzt,  so  wird  sich  eine  Caleicbuog  «~«  ütjcleu, 
worin  a  eine  Funktion  der  \  eriinderlichen  tyx  und  der  Uiffereu- 
t';al(jn otienten  erster  und  zweiter  Ordnung,  a  aber  eine  willkühr- 
licijo  Liestandige  ist,  und  u  eiche  die  beiden  l}ifferentialglcicliuii|z;en 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  x  gleichzeitig  befriedigt.  iMit  tJiife 
der  Gleichungen  a=a  und  —  stelle  man  jene  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen 1.  und  !i.  her.  Diese  besitzen  ein  gemeinsame*» 
erstes  Integral.  Durch  die  Integration  gelangt  man  zu  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  wo  6  eine 
zweite  tvilllLQhrliclie  Beständige  beseiiAnet,  Die  erstete  a  vet- 
taiiscbe  man  gegen  die  VerSnderlielie  o,  die  letatere  b  aber  gegen 
die  willkOilrIicbß  Fanktton  (f  {u) ;  und  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Diffcirentialgleicbung  ^ssO  ist  dann  avagedracfct  durcb 
die  beiden  Gleichungen: 

/!r=y(a)  und  ^=9*(«). 

▼II.  Intesrnti«!!  der  partiellen  SUnerentlalipleteliaiijr 
der  Bwettea  Ordpiuiip  und  der  Bwelten  fltofe. 

In  dem  vorigen  Abscbnitte  ist  gezeigt  worden,  dass  eine  par- 
tielle bifferentialgleicbung  der  awetten  Ordnung  jedesmal  ein 
erstes  Integral  besitzt ,  wenn  das  streite  Integral  eine  solche  Be- 
scbaffenbeit'hat,  dass  scbon  nach  den  ersten  Differentiatleiien 
die  eine  der  beiden  willkühriicben  Funktionen  sieb  elirainiren  iSsst, 
so  dass  also  eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung hergestellt  werden  kann,  worin  ilur  noch  die  eine  von  den 
beiden  willkühriicben  Funktionen  Platz  nimmt.  Diese  partielle 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  ist  dann  zugleich  das 
erste  Int^ral.  Wenn  nun  aber  das  zweite  Integral  von  der  Art 
ist,  dass  man  auf  keine  Welse  eine  partielle  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  daraus  ableiten  kann,  worin  nur  noch  die 
eine  der  beiden  willkiilirlichcn  Funktinnen  vorkommt,  so  versteht 
es  sich,  dass  die  zugeh«lrir:e  partiolle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  kein  erstes  Integral  Ijo'-it/t.  Dfun  es  ist  un- 
m<ji^lich,  aus  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nana, \vi»lrhe7wpi  verschiedene  wilikubrliche Funktionen  einscldie/ssf, 
eine  partielle  Differmtialslelchung  der  zweiten  Ordnung  abzulei- 
ten, worin  nichts  Willknlirliebes  mehr  vorkommt.  Wenn  die  drei 
Veränderlichen  x  vorkonunen,  so  xsi  indem  zidetzt  genannten 
Falle  die  Elimination  der  beiden  willkühriicben  Funktionen ,  u  eiche 
einen  nothwendigen  Bestandtheil  des  ersten  Integrals  tzr,0  aus- 
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machen,  nur  dadurch  za  bewerkstelligen,  dass  man  gtelcbaeitig 
die'  föof  Differentialgleichungen: 

0=«.  (Ö=»- 

vertrendet.  Die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung soll  hier;  wenn  sie  kein  erstes  Integral  besitat,  eine  der 
zweiten  Stufe  heissen. 

Die  Integpaäen  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  swei* 
ten  Stufe-hat  gnlaaere  Schwierigkeiten;  and  diene  Scbwierigkei- 
ten  haben  gerade  darin  ihren  Grund,  daaa  man  genSthigt  iat^  sogleicb 
das  siveite  Integral  t  s  0  aufsnancbeu.  Beschrilnkl  man  sich  su* 
nftchst  auf  die  partielle  Differentialgleichung  mit  drei  Teränder- 
Üchen,  so  bat  man  als  aweites  Integral  «ine  endliche  Gleichung 
anzugeben,  worin  zwei  willkührliGbe  Funktionen  q>(a)  und'  ^^ß) 
vorkommen,  und  a  und  ß  seihst  ¥on  den  Veränderlichen  ahhSngtg 
sind.  Es  ist  aber  onmuglich,  das  Vorkommen  dieser  beiden  wUl- 
kObrIichen  Funktionen  in  der  VVeisie  festxu^teilen,  dass  das  zweite 
Integral  allgemein  für  jede  partielle  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  Geltung  erhielte.  Jede  Form,  welche  man  auch  dem 
znriten  Integral  in  Bezug  auf  das  V^orkommen  der  beiden  will- 
kühllichen  Funktionen  geben  mag,  gilt  immer  nur  fSr  eine  be- 
stimmte Klasse  von  partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung.   Für  die  lineare  Differentialgleichung 

worin  XV.,..  Z  bestimmte  Funktionen  der  beiden  unabhängigen 
\'eränd«'licben  sind,  bat  man  das  zweite  Integral  in  der  Form: 

z=s^y^  *  ßt<iMdu-\-J*  *  ßt'ilf{a)d«, 

worin  ßi  und  bestimmte  Funktionen  von  y  und  x  und  einer 
i^illkührlichen  Beständigen  «  sind,  welche  beide  der  vorliegenden 
Differentialgleichung  an  der  Stelle  von  x  Genüge  leisten,  wo  fer- 
ner tti  und  o^  bestimmte  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  y 
und  X  sind,  während  die  andern  Integrationsgrensen  und 
von  den  Veränderlichen  unabhängig  gedacht  werden. 

Ks  Hoheint  aber  nicht,  dass  nmn  mit  ähnlichem  Erfolge  noch 
andere  klassen  partieller  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ord- 
nung bezeichnen  kann,  deren  zweites  fnto!Tra!  in  Bezug  auf  die 
wtllkübrlichcn  Funktionen  feststeht.   Desshaib  werden  wir  uns  in 
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deu  folgenden  Untersuchungen  darauf  beschränken,  das  zweite 
Integral  in  der  allgemeinen  Form  «=:0  vorauszusetzen,  wo  a 
eben  eino  noch  unbekannte  Furiktiorj  der  Veränderlichen  ist,  so 
dass  also  ilu»  Vorkommen  der  betrlen  willkubriichen  Funktionell 
vorerst  »enii^stens  ausser  Acht  bleibt.  Die  Bestimmung  von  « 
iSsst  sich  dann,  wie  sich  bald  zeigen  wird,  auf  die  Integratioo 
einer  anderen  nach  bestimmten  Regelu  aus  der  vorliegeinleri  ab- 
zuleitenden partiellen  DiflFerentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
zurückführen,  so  dass  also  der  Erfolg  der  Rechnung  jedesmal 
davon  abhängt,  ob  es  gelingt,  die  neoe  partielle  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  durch  die  schon  bekannten  Hiiismittel  za 
integriren. 

Wenn  die  Werthe  der  beiden  Differentialquodeoleii  etftttt 
Ordming  Zy  und  ix  so  gegeben  sind,  wie  sie  auch  aus  dem  all- 
genieineD  lotegiul  darch  Differentiation  abgeleitet  werden  konnten, 
80  findet  man  das  allgemeine  lolegral  dureh  die  lotegratioo  4er 
vollstiMidigeii  Uifferentialgleidiuiig : 

dz  =z  z^d^  zsd^x. 

Es  soll  zunächst  gezeigt  werden,  wie  die  Bestimmung  der 
Differentiulquotienten  zy  und  zx,  welciie  der  partiellen  Ui^eiential- 
gl^cdupg  der  zweiten  Stufe: 

'(<Pj!_cPz   (dH  V\,  v«P»  lar      I  r*^'  g 

*^\dje^  dy*~\dxds)  J*^dx^*"^ dxdg'*'  dy^~^ 

M 

ent8{)recben,  wenn  17,  A....  Z  bestimmte  Funktionen  von  ZyZxzyx 
sind,  auf  die  Integration  einer  anderen  partiellen  Differentialgl«- 
chung  der  zweiten  Ordonng  sarficklcommt.  Daließ  wird  sich  dati» 
,auch  herausstellen,  das«  die  neue  Düferentialgleichung  oftmal« 
die  bisherigen  Integrationsmethoden  sniaast,  wShrend  doch  die 
ursprüngtiebe  Differentialgleichung  füx  dieselben  unzugänglich  ist 

Man  bezeichne  zwei  purtielle  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung,  welche  aus  dem  uligemeinen  Integral  a=0  entspringen, 
durch  die  Gleichungen  a  =  0  und  «»0.  Durch  Differentiiren  bil* 
det  man  daraus  t  • 

dz  d^z    dt    dH  .fdt\  dx  d^z   ,  dt  d^z  ,  /fh\ 

^'  dpgiV^^dmd^^Kä^J'--^'  *  di^dsdy^dx^d^^KdiJ'^ 
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worin  abklrvnrf  ^23,  +  ^=^^^  u.«.  w.  .gcsetet  wordeo.  Da 

die  beiden  Gieichungen  0=0  und  t=0  auf  ein  und  dieselbe  end- 
liche Gleichung  a  =  0  hindeuten,  da  auch  die  jiartielle  Differen- 
tialgleichung mit  diesen  einerlei  Ursprung  hat,  so  ei^ebeo  »jch 
auü  den  vorliegenden  lüui  Gleir.hungeo  duicli  die  Eliroinatiou  der 
dcei  Differeiitialquutienten  zweiter  Ordnung  zwei  putielle  Dife- 
rentiaigleichungco  der  ersten  Ordnung,  woraus  die  GrüMon  9  und 
X  als  Funktionen  von  tyZxzyx  hervorgehen»  Um  diese  Ellnilna- 
tioii  auemfilliFen,  bilde  man  aanftcliet  ans  den  Gleiciittog^n  ^* 
3.,  4.  die  folgenden: 

\d%^l^%    ifa«  ^/ •  V^/Si    dx»\difj  ' 

^        /da  dx     da  €lt\  d^z     /da\dx     da/dx\  ^ 
•  *        \dzs  dzg~  dtg  dzx/dxdif    \djfjdzg    dig\d^/~~  * 

/da  dt     da  dx\  dh    fda\dx  ^{^^\äx 
^        /da^  dt     da  dt  \  d^x     /da \  dr     da^/dx \___^ 


d^z 

Dufoli  die  £ltroinatioB  von  -r—r-  entsteht: 

dxdy 

I  ^      (A^        d0/dt\     /da\  dx  ^<ffäx\ 
W  \dxJU^'^dzx\diJ'^\^Jdz^~dzX^J'^' 

und  dies  ist  die  eine  von  den  beiden  Gleichungen»  woraus  die 
Unbelcannten  tf  und  t  an  bestimmen  sind.  Ujn  aneh  die  andere 
Gldehung  au  erhalten,  aetie  man  die  Warthe  der  Diierential- 
qnotienten  sweiter  Ordnung  ans  den  Gleij^hungen  6.,  6.,  7*,  8.  in 
die  vorliegende  partielle  DiHerontialglelchong  ein.  Die  hierzu  er* 
forderliche  Rechnung  erfahrt  eine  ganz  besondere  Erleichterung* 
wenn  man  den  Coeffizienten  2  V  gegen  Fj  -1-  vertauscht,  wo 
Vi  und       die  Wurzeln  Vi  der  quadratischen  Gleichung: 

Fi«-2rFi  +  Ar  +  C/Z=:0 

bezeichnen,  um  dann  den  einen  oder  den  andern  der  beiden  Wertbe 
d^z 

zu  gebrauchen.  Je  nachdem  dieser  Differentlalqttotient  mit 

Fl  oder  m\t  mu|tiplizirt  ist.  Wenn  man  daon  zugleich  be- 
merkt, dass 
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'      /d6  fh  _  dQ  d^y  /dh.  /  dyh, 

\di»  dty    dzy  dz^J  dff^    \dxdy/  ) 

^KXdxJdt^    dz\iTrJJ\\di/Jdz,j  dz,j\dyj) 

\\ddj  dzy  ~  diy  KdxJJ  \\dyj  dzx    dxz  \djfJJ 

'   "^vWvUi/y  \d]j)\dx))\dz:cd^  tEidxJ 

ist,  80  erh&ll  man  die  sweite  der  verlangten  Gleichungen  in  der 
Form: 

^((äi)  (4)""  (rfy)  (^))  ""^ 

+     V,W>/  cfs,    dzXdxj)  +  ^*  Vd^  U^/  ~  \dy)dZff 

\dxg\difj~'\d$jdzg/^  ,  vS^5«~rfi«Äi/7 

Darin  siod  aber  benierkens\v(>r^he  Vereiofachungen  zuläseig.  Biaa 
ordne  nach  den  üiIfcrentialquoHenten  von  t,  und  es  entsteht: 

Gebraucht  man  die  abkürzendeo  Bezeichnungen: 
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«0  bat  man.,  w«U  V^V^^XY-^VZ  ist,  die  beiden  bexu-bungeu: 

10.  Ü54=  FÄi. 

Man  sette  diese  Wertbe  und  5«  in  die  ebige  Gleiehung  ein. 
Dadnreb  gebt'  dieeelbe  Ober  in : 

eder  aacb»  mit  Rflclcsiebt  auf  die  obigen  V^ertbe  '8%  und  ;S^,  in: 

Die  Gleicbungen  (a)  und  (b)  dienen  snr  Beetimiirang  der  Funk 
tionen'  tf  und  «.    Gans  ebenso  wie  man  die  Gletcbnng  (b)  ent- 
wiciceit  bat,  gelangt  man  so  einer  anderen  Gieiehang,  «reiche  auch 
ans  der  Gleicbnng  (b)  abgeleitet  werden  kann,  indem  man  darin 
die  Grössen  Fj  und  V%  gegen  einander  vertauscht  Man  hat  nSmIieh 

(e) 

und  man  könnte  also  auch  diese  Gleichung  (c)  gebrauchen  anstatt 
der  Gleichung  (a).  Pü/den  Fall  Fi=F,  sind  flbrigens  die  hei- 
den  Gleichungen  (b)  und  (c)  unter  sich  identisch«  und  es  versteht 
sieb,  dass  man  dann  die  Gleichnng  (a)  beibehalten  muss. 

Die  obige  Elimination  von  und  S/^  ist  unausführbar,  wenn 
17  =  0,  und  desshalb  sind  denn  auch  für  diesen  Fall  die  beiden 
Gleicbungen  (b)  und  (c)  in  der  vorhin  angegebenen  Form  unbrauch> 
bar.  Diesellien  lassen  sldi  aber  durch  andere  Formen  ersetzen, 
welche  fOr  (7s=0  Ihre  Brauchbarkeit  nicht  verlieren,  und  wosa 
man  gelangt,  indem  man  mit  Hilfe  der  beiden  Besiehungen: 

10.  FiS,+  YSx  . 

ebenso  wie  vorhin  1S3  und       von  den  vier  Grössen  5,,  S^,  ^3, 
aus  der  ursprünglichen  Gleichung  irgend  zwei  andere  elimtnirt. 
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Es  erhellet,  dass  sich  im  Ganzen  so  sechs  verschiedene  Formen 
ergeben.  Bezeicbnel  man  abkürzend  durch  T^,  7'^,  l\t  diejeni- 
gen Ausdrücke,  u eiche  aus  deri  obigen  Si,  S^,  S^,  S^,  durch  die 
Verfauschung  von  6  gegen  r  entstehen,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung (b)  in  den  ßeqba  verschiedenen  Foriuen; 


«3 

«4_ 

»4 

St 

> 

von  denen  irgend  eine  lilnteidrabil  isrt»  um  die  (iBnf  fibrigen  nU 
Hilfe  der  Gleichnngen  9.  und  10.  nnd  der  weiteren  Gleiehnngen: 

IL  ÜT^^XT^^  V^T^, 

12.  ür4=  r,T^^  YT^ 

.dltrane  abraleUen.   Man  vertausche  die  Grössen  F2  und  Fj  gegen 
einander,  und  es  ergeben  sich  ebenso  viele  Formen  für  die  Glei- 
chung (c).    Man  übersieht  bald,  dass  von  den  sechs  Coeffixienten  | 
C7,  Xy  F|,  Fj,  Y,  Z  immrr  um  ein  einziger  sowohl  in  dem  Zähler, 
als  auch  in  dem  Nenner  dieser  Gleichungen  vorkommt,  und,  wenn  ! 
irgend  einer  von   diesen  Coeffizienten   verschwindet,    dass  dann  ! 
jedesmal  diejenige  Form  der  Gleictningen  (b)  und  (r)   aus  dem 
sphon  oben  angegebenen  Grunde  unbrauchbar  ist,  in  deren  Zäh«  j 
1er  und  jNenner  jeuer  Coedfizient  gleichzeitig  vorkommt. 

Ee  kommt  nun  darauf  an,  die  eine  Unbekannte     zu  eUmbi- 
reo,  um  die  andere  Unbekannte  %  beatinunen  zu  können.  Oedi 
galangt  man  dazu  nicbt  immer  dnreb  die  Integration  einer  partiel- 
Itn  J^ifferentiaigleichung  der  zweiten  Ordnung.  Denn  die  Elini- 
nation  von  4$  Ist  nldit  immer  schon  nach  der  einmaligen  Differen- 
tiation der  vorliegenden  partielle«  Differentialgleichungen  der  erstes  1 
Ordnung  ausführbar.   Man  musste,  um  diese  Elimination  allge-  | 
mdn  durch  zufuhren,  zu  noch  weiteren  Differentiationen  der  Glei- 
chungen (a)  und  (b)  schreiten.  Uebrigens  lassen  sich  leicht  diejenigen 
Fälle  übersehen,  in  wel<;hen  sich  t  aus  einer  partiellen  Diffji-  1 
rentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  bestimmt.   Dies  ist  immer 
dann  der  Fall,  wenn  die  CoeflSzienten  der  Gleichung  (b)  von  des 
üBnf  Veränderlichen  Zy  ix  z  y  x  nur  irgend  drei  einschliessen.  Denn 
nimmt  man  dann  zwei  von  diesen  drei  Veränderlichen  als  die  ao- 
abhängigen,  die  dritte  aber,  und  ausserdem  noch  eine  von  d«i 
beiden  in  den  CoefOzienten  fehlenden  Veränderlichen  als  zwei 
abhängige,  so  lässt  sieb  eine  partielle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  bersteilen»  worin  nur  noch  die  erätere  von  des 
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arWSbnteo  abhängigen  Vericfderlfclien  voiiunDiikt  Mim  dÜBrefi* 
ttlre  die  beideo  Gleichüngen  (a)  und  (b)  nach  der  Wnen  und  nach 
der  anderen  unabhängigen  Veränderlichen ,  und  man  hat  dann  im 
Ganzen  sechs  verschiedene  Glelfihdngen.  Die  Elimination  der 
fünf  Diflferentialquotienten  erstet  und  zweiter  Ordnung  der  anletzl 
erwähnten  abhängigen  Veränderlichen  liefert  eioe  Gleichung  von 
der  genannten  Eigenschaft*  •  da  die  zu  eliminirende  Veränderliche 
nach  der  Voraussetzung  in  den  Coeffizienten  der  vorliegenden 
sechs  Gleichungen  keine  Stelle  findet. 

Wenn  man  durch  die  Elimination  der  Funktion  e  auch  in 
seichen  Fällen  au  einer  partiellen  DilforeaÜalgleiehnng  der  awd« 
ten  Ordnung  gelangt,  wo  die  Coeffixienten  der  Glelehung  (b)  mehr 
ate  drei  von  den  fünf  Veränderlichen  tytxtyx  einechli essen ,  so 
kommt  dies  doch  immer  nur  dadurch  zu  Stande,  dass  es  gelingt,  an 
die  Stelle  jener  fünf  Veränderlichen  vier  neue  Veränderliche  von 
solcher  Beschaffenheit  in  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  einzuilihren, 
dass  die  Coeffizienten  der  transformirten  Gleichungen  von  den 
vier  neuen  Veränderlichen  wieder  nur  irgend  drei  einsciiiieeBen.  , 

Wenn  es  auch  vielleicht  achurer  ist»  naehauweisen,  daas  man 
aus  einer  endliehen  Gleichung«  welche  durch  die  Elimination  zweier 
willkahrlieben  Funktiooen  In  eine  partielle  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnang  mit  dr^i  yeränderiichen  umgei^andelt  wird, 
nach  den  früher  gegebenen  Vorachriden  alles  da^enlge  ahznlel- 
ten  im  Stande  ist>  waa  dieser  Differentialgleichung  überhaupf 
'Genüge  leistet,  so  lässt  sich  doch  leicht  Übersehen ,  dass  alle 
endlichen  Gleichungen,  welche  Irgend  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung der  zweiten  Ordnung  und  der  zueiten  Stufe  genff* 
gen,  angleich  jene  nette  partwlle  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung  befriedigen  werden ,  wozu  man  durch  die  vorhin  ange- 
deuteten Rechnungen  gelangt.  Wenn  nämlich  das  zweite  Integral 
«ssO  der  ursprünglichen  Differentiaigleicbui^  vorläge,  so  würde 
man  dasselbe  vorerst  nach  z  und  y,  sodanp  nach  i  und  x  diffe- 
rentiiren,  um  drei  verschiedene  Gleichungen  zwischen  den  drei 
Veränderlichen  zyx  und  den  üifferentialquotienten  erster  Ord- 
nung Zy  und  Xi  zu  erhalten.  Wenn  es  nun  darauf  anlcommt,  irgend 
eine  Gleichung  r=0  zMi<:clu'n  den  lünl  Veränderlichen  zyxzyXx 
awrzu?tel!pn ,  so  kann  mau  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
verlangen  ,  da«s  darin  von  diesen  fünf  Veränderlichen  nur  irgend 
drei  eine  iStelle  linden,  da  man  dann  gerade  diejenige  Gleichung 
erhält,  welche  durch  die  Flimination  der  beiden  andern  Verän- 
derlichen aus  den  vorhin  erwähnten  drei  Gleichungen  or=0, 
0^=0,  aj  =  0  sich  crgiebt.  Es  ist  also  jedealalls  ausreichend» 
das  allgemeine  Integral  derjenigen  Differentialgleichungen  aufzu- 

2t* 
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wlMm,  wdclie  gwisohen  irgmul  iir«ieii  .von  «leq  ftof  V«tSndcr- 
Vukum  tffoex^Xg  bestebeo. 

1.   £s  sei  DUO 

Betrachtet  man  hier  Xy  und  Zx  als  die  unabhängigen^  y  und  o:  al« 
die  abhlingigen  Veränderlichen,  nimmt  man  ferner  an,  dass  die 
Funktion  a  von  den  beiden  abhängigen  Veränderlichen  nur  y  und 
die  Funktion  r  nur  a:  enthalte,  »o  hat  man  die  Gleichungeo : 

Zar  BettimtDang  foh  Ft  Qnd      hat  mm  «lie  GJeidKiiig: 

Fl*  +  2?,2y  r,  +  (l  +  Zy«)  (1  +  0, 

und  daraus  folgt: 

Fi  ==  -       +  V— 1— ly«). 

Um  die  Gleichungen  (b)  und  (c)  zu  vereinfachen,  gebrauc/ie 
man  anstatt  der  unabhängigen  Veränderlichen  Zy  und  Zt  diejeni- 
gen Funktionen,  weiche  sich  durch  die  Ititegratiuii  der  beiden 
Gleichungen : 

ergeben.  Dae  aHgemeiiie  Integral  dieaer  OleiebeugeD  zeigt  eieh 
in  der  Formt 

wo  c  die  ivillkührliche  Beständige  ist.  Bezeichnet  man  non  die 
beiden  Funktionen  von  Zy  und  Zx,  welche  hierdurch  ausgedruckt 
sind,  dfjich  a  und  ß,  indem  mPLU  das  eine  Mal  e  =  a,  daa  andere 
Mal  c  =  ^  setatj  so  findet  man: 

;(«-^=-^  und  . 

and  die  beiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  werden  desshaib  durch  die 
Elimination  Ten  Xy  und  Xx  umgewandelt  in  die  einfacheren : 

W        -    2a    du'  dß  —  Tiß' 
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Hau  «HnitDirft  niiii      nnd  es  entotekt        ss  0.    Um  lat^Rra- 

tioo  giebt:  - 

wo  9>  ond  ^  wlllitflhrlicbe  Fmiktioiien  siaä»  Di^  also  iaC  die 
GJoichniig  tsO.  Um  aoch  di«  Glekbmig  tf=0  darsoAtellen» 
bilde  mao  ans  den  GieiehuDgeo  (b)  ued  (c)  die  voHstSndige  Dif" 
fefentiaigleicbung : 

Mit  Utfelrsicbt.  «nf  die  Glelcbung  1.  erbSit  mao  darcb  die  lote- . 
gntion: 

Nun  ist  ee  zwar  eoiBuglich ,  noch  vor  der  Beetimmung  der  Funk* 
tionen  9  und  1^  aus  den  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  die  Wertbe 
%  and  tg  an  entifickeln^  um  dann  durch  die  Integration  von 

dt^Zydif  -|-  z^dx 

das  allgemeine  Integral  der  vorliegenden  partiellen  Dtfereotial- 
gleicfaung  als  Punktion  der  drei  Verfinderücben  z,  y  und  x  dar- 
zustellen.    Allein  die  lntei;ratioti  der  vollständigen  Differential* 

gleichung  kann  auch  schon  vor  der  erwähnten  Elimination 
vorgenommen  u  erden ,  indem  mao  z  als  Funktion  vou  a  und  ß  bfh 
stimmt.  Man  bat  dann: 

oder  mit  Berücksicbtiguog  der  Gleichungen  1.  und  2.: 

Wenn  man  2^  und  z«  mittels  a  und  ß  eliminirt  und  daiui  integrirt» 
•0  erhält  mau : 

Vjiw  das  allgemeine  Integral  als  Funktion  der  drol  V eräraierlichen 
%,  y  und  .r  darzustellen,  mfl^ste  man  also  die  Grössen  a  und  ß 
auH  den  Gleichungen  1.,  '2.,  ^.  eliiirmiren.  Man  kann  sich  übri- 
gens auch  der  tolgenden  drei  Gleichungen  bedienen: 
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Die  Aufgabe,  dereo  LOsung  die  Integration  der  DlfferentiaK 
gleicfinngeii  besweckt»  verlangt  nicht  allein  das  allgemeine  Inte- 
gral einer  beliebigen  partiellen  DifferentialgieichaDg,  aoodern  hat 
auch  die  Bea.timmang  derjenigen  Funktion  tum  Gegenstand  der 
Untersncbung,  welche  gleicbaeitig.  verschiedenen  partiellen  Diffe- 
rentialgletchongen  Genfige  leistet.  Dm  das  letstere  Ziel  xu  errei- 
chen, hat  man  In  dem  Bisherigen  vor  Allem  jedesmal  das  allge- 
meine Integral  irgend  einer  der  partiellen  Differentlalgleicbungen 
hergestellt.  Alsdann  aber  mnssten  die  darin  vorkommenden  will- 
kübrlichen  Grossen  nach  und  nach  so  bestimmt  werden«  dass 
dadurch  auch  allen  übrigen  partiellen  Differentialgleichongen  Ge* 
nfige  geschah.  Jetzt  aber,  wo  partielle  Diflferentiali^leicbnngen 
der  zweiten  Ordnung  vorliegen,  welche  kein  erstes  Integral  be- 
sitzen, wird  man  «inen  andern  Weg  einschlagen.  Denn  die  eigen- 
thümlichen  Schwierigkeiten,  welche  bei  der  Integration  einer  solchen 
partiellen  Differentialgleichung  entstehen,  haben  darin  ihren  Grund, 
dass  diese  Anfiral>p  nicht  mehr  unmittelbar  auf  din  Integration 
einer  partiellen  1  )i Ö'erentialgleichunij  der  ersten  Ordnung  zun'ick- 
getührt  werden  kann.  Wenn  rnin  alter  diejenige  Funktion  gesucht 
wird,  welche  ijleichzpilig  mehreren  solcher  partiellen  Differen- 
tialeleichuiigen  der  zweiten  Ordnung  Genüge  leistet,  so  lassen 
sich  diese  Schwierigkeiten  dddurch  beseitigen,  dass  man  nicht 
mehr  eine  dieser  Gleichungen  nn abhängig  von  den  fihrigen  inte- 
grirt,  sondern  bei  der  JBestin  mnjng  der  gesuchten  Funktion  so- 
gleich auf  die  verschiedenen  Ditferentialgieichungen  Rücksicht 
nimmt,  welche  gleichzeitig  bestehen  sollen.  Es  wird  sich  zeigen, 
dass  man  so  die  vorliegende  Aulgabe  wieder  an!  die  Integration 
einer  partiellen  Dilferentiatgleiehuiig  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades  zurOekföbrt 

Wem)  zwei  verschiedene  partielle  niffereiiffalgleichnngen  der 
ersten  Ordniirii:;  \  uriiegen ,  »velche  beide  einer  und  derselben  end- 
lichen Gleichung  zwischen  den  drei  Veränderlichen  2,  y  und  x 
entsprechen,  von  denen  :  die  abhängige  sein  ma2,  so  bildet  man 
daraus  drei  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  der  zwei- 
ten Ordnung«  wodurch  die  drei  Differentialqnotienten  ^ ,  f^^^ 

und        einzeln  genommen  als  Funktionen  der  Verinderlicben 
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und  der  Differentialqnotieiiten  %y  und  Sx  Bich  bestiromen.  Maa 

sieht  ein,  wenn  gewisse  Grossen  tn  diesen  Funktionen  fehlen, 
welche  in  den  Difforentlal^Ipichungen  der  ersten  Ordnung  eine 
Stelle  finden,  dass  dies  nur  zwei  wiükrihrltrhc  Beständige  sein 
können,  die  man  übrigens  jederzeit  mit  Hilfe  der  beiden  Üiffe- 
renlialgleichungen  der  ersten  Ordnung  eiiniiniren  kann.  Wenn 
nun  verlangt  wird,  dass  man  die  eiidüehe  Gltiehuiii»  zwischen  den 
drei  Veränderlichen  aufstelle,  welche  gleicbzejtig  den  drei  Diffe- 
rentialgleichungen: 

d^_y      <P«  _  p  _  r 

entspricht,  worin  K,  V,  X  bestimmte  Funktionen  von  »x» », y,  x 
sind,  so  suche  man  vor  Allem  jene  beiden  Uifferentialgleichun* 
gen  der  ersten  Ordnung  auf,  woraus  die  vorliegenden  Differen- 
tialgleichungen der  zweiten  Ordnung  sich  ableiten  lassen.  iStetlt 
man  dieselben  durch  a=a  und  Tor,  wo  «  und  ß  bestimmte 

Funktionen  toq  ^y,  ^x,  ^,  x;  a  und  6  aber  willkuhrliche  Bestän* 
dig«  sinil»  so  ergeben  sich  ans  der  ersteren  die  beiden  Differeo- 
HalgletcbiingeD  der  zweiieo  Ordnung : 

da  dH     da    dH   .da  ,da^^ 


d»^  dy*  '  d%»  dicdy  ^  d»  ^ 
da   dH      rf«  dH     da     ,  rf«  ^ 

dH      «Ps  (l^z 
Mao  setze  die  VV  erthe  SxiSg  ein,  und  man  erhält: 

Man  sieht  ein,  dass  es  zwei  verschiedene  Funktionen  geben 
muss,  welche  diese  beiden  DMereotiatgleichungen  gleichzeitig  be-* 
iiriedigen,  da  dieselben  gans  ebenso  für  die  Funktion  ß  gelten. 
Nor  unter  dieser  Bedingung  besteht  eine  endliche  Gleicha^g- 
swischen  den  Veränderlichen  »,  y  und  ar,  woraus  die  vorliegen- 
den drei  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  gleichzeitig 
sich  ableiten  lassen.  Nachdem  man  aber  die  beiden  Gleichungen 
a=«  und  ß  =  b  hcrcjostcllt  hat,  c^ltT^iekle  man  daraus  die  VVerthe 
^■y  nnd  «j.  Diese  zei2;en  sicli  als  runktioneTi  der  Veränderlichen 
y,  X  und  der  beiden  wiUkübriicheu  Beständigen  a  und  6.  Die 


gesuchte  endl'Mibe' Gleicbuog  aber;  w«lth«  4iirob  die  IntegnUtoD 
der  ToUeläofligen  Differeotialgleicbang 

getfonnen  wird,  scbliesst  drei  wilHiObrliche  Beetändige  ein.  Nun 
ist  es  aber  einleucbtend,  dass  maii  ans  dieser  endlichen  Gleicbuog 
und  den  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  a=a 
UD<|  ß  =  b  von  den  drei  willkQhrlichcn  Beständigen  je  zwei  elimi- 
niren  Icann,  so  dass  man  zu  drei  versehiecIeneT)  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  Ordnunu:  gelanj^t,  in  denen  jedesmal 
nur  eine  einzii^e  vvrllkuhrlir^ip  Rosfhndige  auftritt.  Darnijs  scidiesst 
man,  dass  die  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b),  woraus  die  Glei- 
chungen a=za  und  ß  —  f>  hervorgehen,  noch  eine  dritte  Gleichung 
y  =  c  liefern  werden;  uiul  da^s  man  die  endliche  Gleichung  mit 
ihren  drei  vt-ülkührllt  heu  Beständigen,  welche  aus  der  oben  an- 
gegebenen vollstäiHÜgen  UifferentiaJgieichung  gewonnen  wird^  auch 
aus  dienten  drei  Gleichungen: 

ableitet,  iodem  man  die  beiden  DifferentiaiquotienCen  uod  %r 
eibainirt. 

Wenn  diejenige  Funittion  zu  bestimmen  ist,  welche  den  drei 
Differentialgleicbuogen 

gleichzeitig  genügt,  so  tindet  diese  Aufgabe  ihren  aoalytiscbeB 
Ausdruck  auch  in  der  einsigen  Diffiereotialgieichung : 

Denn  nenn  man  die  vollständige  Differentialgleichung  der  erstes 
Ordnung 

worin  man  eich  an  der  Stelle  m  vnd  v  m  <l«n  bddea 
Gleiebnogen  a»a  und  jSsft  berecbneten  Wertbe  so  denken  bat, 
gleichaeitig  naeb  den  drei.  Verfinderlicban  y,  x  differentiirt,  so 
entatebt  die  veHatSttdige  UifferentiAlgleiebungder  iweilen  Ordnnag: 

Wenn  man  aber  die  fiir  die  DifferentialqnoCienten  der  aireitea 
Ordnung  gegebenen  Wertbe  einaetst,  so  hat  man  in  der  Tbat 
die  GJeiebnng: 
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2.  Es  sei  nun  '  ^ 

Dies  führt  auf  die  drei  Gleichungen: 

'  ♦ 

Zur  Bestimmung  der  dr<ei  FuiUitioaea  o«      )^  ab«r  bat  mau: 

,  .  ,        da  ^        da     .       ^  /da     .  da\  ^ 

Man  genügt  der  erfrieren  darcb  die  beiden  Gletehangen; 

Daraus  tudet  bmb  durch  .die  Integration : 

(s— e)x,=:«^  ond  («^c)»(l+a^*)=A. 

Man  eliroinire  damit  die  Veränderlichen  x  und  z^,  und  die  Glei« 
chung  (a)  geht  über  in  die  einfachere: 

Db  iDtogtatien  liefeft ;  . 

Da  nun  «  Fnokfioii  rou  A>  und  «  Ist,  eo  geht  die  tflei- 
chung  (h)  flher  In: 

da  da     da   > 

da^^^dfi^dx—^' 

Daraus  folgt  aber,  dasa  man  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  ge- 
^nfigt  durch: 

oder  auch  durch  die  drei  Gleichungen : 


^  Weiier:  J/UefiruHm  dir  pmNMtm  IfiffmrmüaigiHeAtmgen 


IMe  filiminatloo  voa     und  h  aber  lieicrt  die  endiicbe  Gleicbiiog: 

Es  hat  keinen  AnäUnd»  duq  auch  die  vpiUtändige  Differen- 
tialgleicbung  ' 

roit  «  ^- 1  Veräniierlichen  zu  integriren.  Denn  nenn  diese  in  der 
That  auf  eine  endliche  Gleichung  zwischen  n  +  1  Veränderlichen 
hinweist,  so  lassen  sich  n  partielle  Differeritiaii^ieiehunc^en  der 
ersten  Urdmin£j  und  des  ersten  Grades  aiischreilieii ,  tieaca  man 
gleichzeitig  «lurcU  ein  und  iiie->elbc  Funktion  getiüitt.  Es  vveideu 
sich  aber  n-\-l  solcher  FuiikUoDen  voründen,  und  mau  erhält  da- 
durch  eben  so  viele  partielle  Uifferentialgleichungeo  der  ersten 
Ordnung : 

4 

Irgend  eine  davon  ist  entbehrlich,  da  man  mit  Hilfe  der  it  fibri* 
gen  die  vollstlliidige  Differentialgleieliang  der  eratea  Ordonogt 

dt  =  Zydy  -f  Zxdx  -J-  Ztpdw  -f . . . . 

zu  bestimmen  im  Stande  ist,  woraus  die  gesuchte  endliche  Glei- 
chung mit  ihren  \  willki'ihrlichen  Bestandiijen  durch  die  Inte- 
gration erzielt  wird.    Doch  gelangt  man  dazu  vortPieitbafter,  iudeui 

man  die  n  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  Zy  Zx   

aus  jenen  n  \  I  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord- 
nung eliminirt. 

Weno  nur  swei  partielle  Differentialgleicbiiogeo  der  sweiten 
Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  gegeben  sind,  so  fuhren  diesel- 
ben mSglicber  Welse  auf  eine  eiosige  Differentialgleichang  der 
ersten  Ordnung.  Wie  man  dazu  gelangt,  dies  ist  eben  gezeigt 
worden*  Diejenige  Grösse,  welche  in  dieser  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  eine  Stelle  findet,  während  sie  den  beiden 
Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  fehlt,  kann  nichts  an- 
ders  sein  als  eine  willkührlicbe  Beständige.  Indem -man  das  erste 
Integral  der  Integration  unterwirft,  getaugt  man  zu  der  allge- 
meinsten eiulüehen  Gleichung,  welche  den  beiden  Torliegenden 
Differentialgleichungen  (•(  nüge  leistet  ;  und  es  ist  offenbar, 
dass  dieselbe  ausser  jener  willkübrlichen  Beständigen  noch  eine 
willkührlicbe  Funktion  einschliesst.  Anders  beschaffen  ist  die 
endliche  Gleichung,  welche  den  partiellen  Differentialgleichun- 
gen der  zweiten  Ordnung  entspricht,  wenn  diese  nicht  mehr 
%'on  einer  einzigen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  ihren 
Ura{urung  ableiten.    Wie  man  in  diesem  Falle  die  endliche  Giei- 
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chun«]^  zu  bestuuDeo  hat,  die«  sei  der  Gegenstand  der  folgenden 
ÜDtersuGbuog. 

Wir  nebmeD»  um  diese  Aufgabe  sogleich  in  ihrer  Ailgemeio- 
heit  aufzofassen«  die  beiden  Gleichungen  9=0  und  ^=0  an, 
wo  ^nnd^  bestimmte  Funktionen  von  zyy  zxgZgxZyZsxyse  sind; 
und  gelangen  dann  zu  deren  LOsnng,  indem  wir  eine  dritte  Glei* 
ebnng  t=0  aufstellen  zwischen  den  genannten  acht  Terfinderli- 
eben  Grossen.  Denn  wenn  drei  Gleichungen  bekannt  sind,  vt-oraus 
die  Werthe  der  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  als  Funk- 
tionen von  Xyixtya  sich  entwickeln  lassen,  so  ist  die  Aufgabe 
auf  die  vorhin  gelöste  zurück^efOhrt.  Um  aber  die  Gleichung^ 
'  v  =s  0  au  erhalten«  so  bilde  man  die  beiden  Differentialgleichungen ; 

-        dV^  dh     dif_    tPz_     d^    dH  a 
dz^  rf^»    d%t^  dxd^^  ^  ditx  da^dy  ^  V  rf^/  ' 

d^p  d^    dh       dtjf^  /rft^\  _ 

^      ibyy  cfa%*    dz^  da^d^  +  ifer*  ifar»  +         "  ' ' 

indem  mao  die  Abkürzungen: 

(l-tlf         (lilJ       ^  d-ip     .  d^  /d'tb\ 

gebraucht.  Zw«i  andere  Differentiaigieicbungen  3.  und  4.  ergeben 
sich  ebenso  aus  der  Gleichung  ^  =  0.  Geht  roan  nun  von  der 
Voraussetzung  aus,  dass  in  der  fraglichen  Gleichung  r  =  0  von 
den  drei  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  nur  einer 
vorkomme,  so  hat  man,  wenn  dieser  mit  s  bezeichnet  wird,  ausser 
den  obigen  vier  Differentialgleichungen  uuch  die  beiden: 

dt  ds     dt         dt        dt  dt 

...  dx  ds  .  dt       ^  dt         dx       dt  _ 

Da  diese  sechs  Differentiaigleichiingen  der  dritten  Ordnung  mm 
einer  einzigen  endlichen  Gleichung  entspringen,  so  kSnnen  dies 
im  Ganzen  nnr  vier  unter  ach  verschiedene  Gleichungen  sein,  und 
die  Elimination  der  vier  Differentialquotienten  dritter  Ordnung 
wird  de^shalb  auf  awei  identische  Gleichungen  führen.  Aus  den 
Gleichungen  J.,  2.,  3  ,  4.  berechnet  man  diese  vier  Differential« 
quotienten  als  bestimmte  Funktionen  von  Xfgtgyimjtx^tx  ty  se, 

ds  ds 

Man  setze  die  Werthe  ^-  und  ^  in  die  Gleichungen  (a)  und 
(b)  ein,  und  man  bat  dann  zwei  partielle  Differentialgleicbangeo 
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der  ersten  Ordniini;  und  des  ersten  Grades,  worays  die  Grilsse 
T  als  Funktion  von  szyZxiyx  hervorgeht,  nachdem  man  die  bei- 
den .indem  Differentialquotienteo  zweiter  Ordnung  mittels  9>=:0 
uud  Ii)  —  i}  eiimioirt  bat.  '  . 

Nachdem  man  eine  Fanktion  et  aufgefunden  hat»  worin  die 
Cvrosse  s  vorkommt,  und  weiche  zugleich  die  beiden  Gleichungen 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  x  befriedigt,  ersetze  nuin  die 
Grosse  f  durch  die  neue  Veränderliclfe  a,  und  mW  behält  di« 
einfachereD  Gleichungen: 

^^'^  +  ^/-  +  ^''  +  rfi  =  ^' 

deren  CocfBiienten  al«  Fenlelioiieii  von  zyZxzifOf  and  der  Bentfn- 
digen  «  so  betrachten  sind.  Wenn  9  eine  wUlkQbrIiche  Fonkfion 
aller  übrigen  GrOnen  heneiehnet»  welche  einxeln  .an  der  Stelle 
von  V  die  Gleiclrangen  (a)'  und  (b)'  befriedigen,  so  zeigt  sieh  die 
allgemeine  Gleichung  nnr  Bestimmung  von  <  in  der  Form  0=9. 
Nun  muss  man  sich  aber  erinnern,  dass  jene  beiden  partieHet 
Differentialgleichungen  f  woraus  man  die  endliche  Gleichung  ahsdei- 
ten  hat,  welche  den  vorliegenden  Werthen  tg^  und  zx*  entspricht, 
nur  dadurch  von  den  Gleichungen  (a)'  und  (b)'  sich  unterscheiden, 
dass  fiherall  9  die  Stelle  von  «  ehinimmt.  Man  weiss  auch,  dass 
sich  aus  Jenen  Diterentialgleichungen  jedesmal  drei  vevsehiedeoe 
Funktionen  y,  S  ergeben,  und  dass  die  endliche  GleicboDK 
durch  die  Elimination  von  Xy  und  zx  aus  den  drei  Gleichungen 
ß  =  b,  y  ==e  und  i  =  d  erzielt  wird,  worin  b,  e  und  d  wiHkffbr- 
liehe  Beständige  sind.  Da  nun  9)  =  «  gesetzt  werden  darf,  so 
folgt  hieraus  zunächst,  dass  die  Grössen  ß,  y  und  6  identisch  sind 
mit  denjenigen,  welche  auch  in  der  willkährlichen  Funktion  <p  vor- 
kommen. Man  schliesst  aber  weiter,  dass  die  Gleichung  a=zip{ßfi) 
auch  durch  die  einfachere  az=n  ersetzt  werden  kann,  worin« 
eine  vierte  willkührliche  Beständige  ist.  Es  unterliegt  demnach 
keinem  Zweifel»  dass  man  zu  der  gesuchten  endlichen  Gleicfaang 
gelangt,  indem  man  die  Diierentialq|uotientea  «,  %  und  Xg  ans 
den  vier  Gleichungen: 

a^a,   /5  =  6,   y  =  c,  d=rf 

eliroinirt.  Wenn  also  die  partiellen  Differentialgleichungen  ^sO 
und  ^=0  zwar  kein  gemeinsames  erstes  Integral  besitzen,  aber 
doch  von  derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Ursprang  ableiten, 
so  ist  diese  .endliche  Gleichung. nichts  anders  eis  eine  bestimmto 
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hfsier  und  Gelier  Ordnung*  '  3^ 

Funktioo  d^r  drei  VeränderKcben  s,  y  und  x  mit  Tier  ifrUlköbr* 
licbeti  Beständigen. 

a.   Es  sei  ZzZjr •  2^  =  (1  +  ^y^Hn  unti        . a^*  =  (1  -f 2jr*)Zij,. 


Mali  beetiroiM  hier- den  Differeiiliattj^iitieiiten  sx^  als  Fonktien 
TO«  s^z«syjp»  da  man  dann  sur  Dtrat^lmig;  der  Gleiebmigen  (a) 
and  (b)  nur  zwei  von  den  Gleicbnngen  l.>  2.,  4  bedarf.  Diese 
aetgen  sieb  In  der  Form: 

Man  beredinft  daraus  die  beiden  Weitbe : 

-j-^  =  ^Xxu^,    und    -}-^  =  i-i«»*. 

and  SQ  gelangt  man  an  den  Gieicbungen: 

Man  genflgt  durch  t^—-\-t,  und  behält,  nachdem  man  fiber- 

mm  * 

all 

'^y^iTZr«  gesetzt  hat,  die  eiuiacheren  Gleichungen: 

* 

Daraus  ergeben  sieb  die  drei  Gieicbungen : 

und  durch  die  biimination  von  2y  und  Zs  entsteht  das  allgemeine 
Integral:  , 


396  Weiter:  iMiefrüOM  äer  ^atUeUem  W^emtatgieUkungen 

Sc]ilicsslich  soll  noch  gezeigt  iferdelii  vvle  man' die  allgemeine 
partielle  Differentialgleicbung  der  avreiten  Ordnung  mit  drei  Ver- 
änderlichen •i\>{zyyZxytyx  iyZxzy  x)^Q  iiitegrireD  kaoiTy  wenn  dle^ 
aellie  l^ein  erstes  Integral  feiesitat« 

Man  bestimme  hier  necb  swei  andere  partielle  üttfcrentlai* 

gleichongen  der  sweiten  Ordoong  0  =  0  und  tssO«  welche  einer^ 
lei  Ursprung  haben  mit  der  Torllegendeo  Gleichung  ^^0.  Denn 
wenn  drei  derartige  Gleichungen  vorliegen,  so  Icann  man  die  drei 
Dillerentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  einzeln  als  Funktionen 
von  ZyZx'Zyx  daraus  entwickeln,  und  die  weitere  Losung  der^ 
Aufgabe  hängt  ab  von  der  Integration  der  voUst&ndigen  Differen- 
tialgieicbuRg : 

Man  darf  annehmen,  dass  die  Gleichungen  a  =  0  und  t  =  0 
von  den  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  nur  die  bei- 
den z,jy  und  zxy  einschliesi^eu,  und  man  erhält  so  durch  Differeo- 
tiaiioü :  ' 
da  da_    dh  fda\_^^ 

ä^y  dy^  +  dz^j,  dxdf-  +  U^/"'  ' 

dtf    d^z       da    dh  fda\_g. 
^  dtjf^dxdy^^dzsyd^dy^Kfix)'^^* 

4 

dx  d^z       dt     dH       f^^\  ii 

'  (Ir     dH         dt     dh     •  /^^^  q 

dzyy  dxdy^  '  dzg^  d^djf  ^  \dxj  ' 

indem  man  abkürzend: 

dfi        da        da    ,da^  fda\ 

schreibt,  Aue  der  partiellen  Uifferentialgleicbuog  ^  =  0  erhält 
man  noch : 

rfif;    dH       d^    (Pz       dUf  d^z     /rfif V « 
^'       STx  dx^dy  +  diM^  dxd^  +  dt^^,  dy*  +  \dy)^^' 

Wenn  man  zwischen  den  vorliegenden  lünf  Gleichungen  die  drei 

d^z  (Pi 

Differentialquotienten  der  dritten  Ordnung        ^^/Tä  dj:^fu 

eliniinirt,  so  ergeben  sich  zwei  partielle  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  zur  Bestimmung  der  Funktionen  a  und  r.  Aus 
den  Gleichungen  1.  und  3.,  2.  und  4.  bilde  man  zunäclist  die  fol- 
genden :  ' 
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g  /  rfr  rfö  f/r  \  iPi  /(Ig \  »/r  q 
9    / ^  dt      da   dt\  dh    tff^^\  ^"^  _      (^^\  0 

♦ 

Durch  die  Additioo  der  Gleichungen  7.  und  8.  entsteht: 

(d(S\  dt      da  fdv\     /ds\  dt  da  /(/t\  ^ 

und  (lies  ist  die  eine  von  ilni  Ix^iden  Gleichuni»en ,  welche  zur 
BesliniMuiiiL;  der  Funktionen  a  und  r  dienen.  Um  die  andere 
Gleichung  zu  erhalten,  setze  man  die  aus  den  Gleichungen  0.,  7., 
8.,  9.  sich  ergehenden  Werthe  an  die  Stelle  der  Differentialquo- 
tienten dritter  Ordnung  in  die  Gleichung  5.  ein.    Dabei  wird  man 

mit  VortbeU  deo  Coeffisienten         dnrcli  die  -SaiDine  F«  4*  V%  er- 

azxy 

setzen  y  wo  Vi  und      die  Wurzeln  F|  der  quadratischen  Gleichung: 

* 

♦  ' 

d^z 

vorstellen,  um  dann  bei  der  Elimination  von  entweder  die 

Gleichung  7.  oder  die  Gleichung  8.  zu  gehrauchen ,  je  oaehdeni 
dieser  Differentialquotient  mit  dem  Faktor  F|  oder  F^  Terbonden 
ist.  Man  gelangt  so  zo  der  Gleichung:  x 

dzms\\dx/dxn    dxj,y\dxJJ      ^\\dxJdtMy  dzgy\dxJJ 

^Kdzy^dy)    \dyjdzyyj   dzyy\dzxy\difj  \dyjdziyj 
g  /^d^\ /' d6_  da    dt  '\  

Mau  ordne  nach  Differentialquotienten  von  x,  and  man  hat: 
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dimS  dZyy  *  dZsyJ  \4xJ  +  ^     •  dl^       dZyy  dZgy^  \ W 

.     /d^  fda\         /da\  ^\  dv 


Setzt  man  abkürzend: 


dzjts 


SO  findet  mao«  weil      '^a  =       •  die  ßeziehungeo: 

Mit  deren  Hilfe  verwandelt  man  die  obige  Gleichung  in: 
^rd^fdt\         /dx\     /d^\  dt  \         /dr}^  dt  dt\ 

ikan  8«ts6  die  Wertbe      und      wieder  ein,  nnd  man  hat  du» 


die  aweite  von  den  veriangten  Gieichiingen  In  der  Formi 

(b) 

d^  A/g 
dxs»\d^j 


rr^'KdyJ  \dyjdx^y^dzsx\da:r^\dyj  UyJdt^ 
d%)   da      y  dg  diif  dt      y  dx 

ihi^i^m^Sn^  dzssdtgg"  *d90g 

Nachdem  man  fiberati  die  GrSsae  2««  itfittele  ^=0  «IIinlfM 
bat,  genOgt  man  den  Gleiehnngen  (a)  und  (h)  in  der  That  darcH 
.solche  Funl^tlonen    und  t,  worin  von  den  Dlff»rentialquotifDln 
der  iweiten  Ordnung  nur  die  iieiden  Zyy  und  z«y  voricommeo. 

Wenn  nicht  gerade  F|  =  ist,  so  läset  sich  die  Gleichung 
(a)  durch  eine  andere,  der  Gleichung  (h)  mehr  symmetrisch  ge- 
formte ersetzen.   Alan  bat  nämlich  auch  die  Gleichung: 

(c) 

«I*  /''eN  .  p  /d<!\    /d^^da    d^/dr\  /''fl\_/<ll'\ilM 


di^   d9      „  do^  .     d'\\>   dt      y  dt 


y  ,     '       ~   ^  y 
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Diejenigen  Fülle,  in  welchen  die  Enminatlon  Ton  (T  zur  BestliA« 
mnng  der  andern  Funktion  r  auf  eine  partielle  Differentialgleichung 

der  zweiten  Ordnung  fuhrt,  brauchen  hier  nicht  besonders  her- 
vorgehoben zu  werden.  Diese  Fräste  hat  4Giu>o  bei  einer  audenü 
Gelegenheit  ihre  Erledigung,  gefunden. 


Heber  den  Kreis,  der  durch  die  Aehnlichkeitopiuikte 

iweier  Kreimi  keetinuDt  itt 

Von 

Herru  Eduard  JS oe^^eralh ^ 

ordeollichtm  Lehrer  für  mathcmatiscTie  Wlssenscliaften  an  dw.KpaigU 
ProvinKial- Gewerbeschule  su  Saarbrücken* 


j.  1. 

Wenn  tnan  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  einen 
Kreis  legt,, dessen  Mittelpunkt  auf  der  Centrale  jener  Kreise  liegt, 
so  ist  dieser  Kreis  vollkommen  bestimmt  und  sein  Durchmesser 
gleich  dem  Abstände  jener  Aehnliciikeitspuokte  von  einander. 
Die  Abstände  eines  Punktes  x  der  Peripherie  dieses  Kreises 
(Taf.  I.  Fig.  11.)  von  den  Mitten  M  und  in  jener  Kreise  verhalten 
sich  wie  die  zu  denselben  gehürigen  Uadien  Ii  und  r  und  der 
von  denselben  eingeschlossene  Winkel  Mxm  wird  durch  die  Ge- 
rade nach  dem  innern  Aehnlichkeitspunkt  J  halbirt. 

Denn  die  Aehnliebkeitspunkte  A  und  und  die  Mittelpunkte 
m  und  M  sind  harmonische  Punkte  und  deshalb  die  Linien  xÄ 
und  xJf  sowie  xm  und  xM  harmonische  Strahlen,  von  denen  die 
beiden  einander  zugeordneten  Strahlen  crJ  und  a:A  normal  auf 
•Inaodef  eteheo.  Daher  halbirt  der  fitrafai  xJ  den  von  den  bei« 

Thtunxin.  » 


den  a(i4erii  Strahlen  arm  und  xM  gebildeten  WioJol  m^M.  und 

Es  ifti  aber  auch  R  ;  r  ^MJimJ,    *  - 

'  .  I '  ao4  daher  xMtxm^  H  s  r. 


Verhalten  sich  die  Abstände  irgend  eines  Punktes  von  den 
Mittelpunkten  zweier  Kreise  wie  deren  Radien,  so  liegt  dieser 
Punkt  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  der  durch  die  Aehnlldi- 
keitspunkte  jener  Kreise  bestimmt  ist. 

Ist  X  (Taf.  L  Fig.  11.)  der  Punkt »  welcher  der  Proportioo 
'genfigt: 

xMxxm^Ritt 

«o  ist,  wenn  xJ  die  Hatbirun^slime  des  Winkels  iüvIUm  und  xA 
die  seines  Nebenwinkels  bezeichnen: 

MJ  tmJ =xMixm^B:r 

IfiAtmAs=:a:Mia:m=R:r 
mitbio   MJimJ  ssMAimAsssRtr*  - 

Deshalb  sind  /  und  4  die  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise  und 
xM,  xm,  xJ  und  xA  barmenische  Strehlen,  veu  denen  die  letz- 
teren normal  auf  einander  stehen,  weil»  wie  leicht  erhellt,  jeder 
derselben  den  einen  der  Winkel  halbirf,  den  die  beiden  andern 
mit  einander  einsebliessen.  Und  weil  xJ  und  xA  normal  auf  ein- 
aiideir  stehen,  liegt  jr  auf  dem  Kreise,  der  durch  die  Punkte  J 
und  'J  bestimmt  ist, 

a)  Legt  man  jreA  irgend  -einem  Punkte  der  Peripherie  des 
Kreises,  jder  durch  die  Aehntichkeitspunkte  aweier  anderer  Kneise 
bestimmt,  ist^  1iu4  JÜcht  innerhalb  def selben  lifgt«  Tauigen  tea 
an  diese  Kreise,  sind  dia  Winkel  gleich» ,  weiche  ja  «wM  an? 
sammengehOrige  Tangenten  mit  einander  einschliessen. 

Bezeiclinet  (Taf.  I.  Fig.  I2.)\a?  .den  Punkt,  von  deni  ans  die 
Tangenten  xt,  xt,  und  xT,  xT,  an  die  Rrelee  gelegt  irerdea, 
/deren  Mitten  m  pnd  M  sind,  so  ist 
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»mI  4ieMllnii  recbtwiiik%  siiui  onil  «ach  {.  1.  Propoitioii 

stattfindet.    Deshalb  ist  ^Lnixi^^MxT  uod  also  auch  ^ixi^ 

ß)  Scfiliessen  die  Tangenten,  vrelche  von  einem  Punkte  an 
zwei  Kreise  £je!eirt  werden,  der  ausserhalb  dieser  Kreise  liegt, 
beziehlich  gleiche  Winkel  mit  einander  ein,  so  lieG;t  dieser  Punkt 
anf  dem  Kreise»  der  durch  die  AehnUdikeitspuiikte  jener  Kreise 
b^tiramt  ist. 

Bezeichnet  (Taf.  L  Fig.  12.)  «  diesen  Paukt»  so  ist 

weil,  wie  sogleich  erhellt,  beide  zwei  Winkel  beziehlich  g;leich 
haben.   Hieraus  folgt: 

=  riB, 

■nd  deshalb  liegt  nach  §.%  a:  auf  dem  durch  die  Aebnllchkeits- 
yunkle  li^timintei|  .  Kreise. 


a)  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Peripherie  des 
Kreises»  der  dvreb  die  Aehnlichkeitspnnkte  xweier  anderer  Kreise 
bestimmt  ist  und  innerliaib  dieser  letztern  liegt,  die  kleinsten 
Sehnen  dieser  Kreise»  so  sind  die  Mittelpunktswinkel  gleich» 
weicht  SU  diesen  Sebneo  geboren. 

Ist  (Taf.  I.  Fig.  13.)  X  der  Punkt»  durch  den  die  kleinsten 
Sehnen  u,  und  SS,  der  Kreise  m  und  üf  gesogen  sind«  so  ist 

weil  dieselben  recbttrinklig  sind  und  nach    1.  die  Proportion 
.   .  smixM^miiMS 

stattUndet.    Deshalb  ist  ^sitix=^^iSMx  and  daher  auch  ^snis, 

ß)  Sind  die  Mittelpunktswinkel  der  kleinsten  Sehnen  zweier 
sich  schneidender  Kreise  für  einen  Punkt,  welcher  innerhalb  bei- 
der liegt,  einander  gleich,  so  liegt  dieser  Punkt  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises ,  der  durch  die  Aebnlichkeitspunkte  jener 
Kreise  bestimmt  ist 

Bezeichnet  (Taf.  I.  Fig.  13.)  x  den  Punkt,  durch  welchen  die  klein- 
eten  Sehnen    und  SS,  für  die  Kreise  m  vnd  M  gesogen  sind»  so  ist 


4 

da  dieselbon  reebtivNikUg  sind.  «Nl-^tmdr » g^SMs  \at  Alf» 
dann  folgt 

SS  T  i  R 

,  .      ,  » 

Dud  es  liegt  deshajb  nach  §,%.x  auf  der  Peripherie  des  Kreiies, 
welcher, dwck  die "AehnUebkeitif punkte  der  Kreise  m  mid  Mk^ 
sthnintt  i«t 

Der  durch  die*  Aehnlichkeitspunkte  zneier  Kreise  bestiromfci 
Kreis  werde  nunpielir  der  iB-|«'3«  uod<{.4.  oachgewleseoen  Eigen* 
scbaften  wegen,  und  der  kürzeren  BesdcbuoDg  halber»  der  Iso- 
gonalkreis jener  Kreise  genannt 

'      §.  6. 

■  •         »  •  ■ . 

a)  Hat  der  Isogooelfcreis  zweier  Kreise,  mit  eitfem  derselbio 
eineii  Pqnkt  gemein,  so  hai  er  .-denselbeo  Punkt  auch  mit  d«B 
andern  gemein. 

Denn  ist  x  der  Punkt,  den  der  Isogonaikreis  mit  dem  Kreise 
vom  Mittelpunkt  JIJ  gemein  hat,  so  ist,  «renn  man  den  Mittelpunkt 
tn  des  andern  Kreises  mit     verbindet,  - 

und  da  xM  =  Rt  so  muss  auch  xm~r  sein,  d.h.  der  Punlct  jr 
niuss  auch  auf  der  Peripherie  des  Kreise«  vom  Mittelpunkt  m 
liegen. 

ß)  Haben  zveei  Kreise  keinen  Punkt  gemein,  so  hat  aneh 
ihr  liogoualkreis  mit  keinem  derselben' einen  Punkt  gemein. 

y)  Schneiden  sieh  awei  Kreise,  so  sehneidet  ihr  Isogonalkreis 
beide  in  den  gemeinsamen  Durebschnittspunkten. 

(3)   lierühren  sicii  zwei  Kreise,  so  beröhrt  ihr  Isogonaiiireis 
beide  in  dem  gemeinsamen  Berührungspunkt. 

§.7. 

ci)  Der  Radius  des  Isoj^oiiatkrciscs  zweier  Kreise  ist  die  mitt- 
lere Proportionale  des  Abstandes  seiner  Mitte  yoo  der  Mitte  jener 
Kreise« 
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Ist  (Taf.  I.  Fig.  II.)  O  di#  Hütte  de»  Uogomüfcreises  zweier 
Kreise  voo  den  Mittelpunlcten  m  und  M$  ie  sind  diese  ein  Paar 
nod  die  AebnlichkeitspaiiiKte  A  und  J  das  andere  Paar  zogeerd- 

AJ 

neter  harmonisclier  Punkte.  Deshalb  ist»  wenn  q=z-^  den  Ra- 
dius dea  Isogonaikreises  bezeichnet. 


ß)  Die  Abstände  der  Sfitielpunkte  zweier  Kreise  von  dem 
MUletpnnkte  ihres  Isogonalfcteiset  veiWlefe  wie  die  Quadrate 
der  Ra^on  Jener  KrüsAi  £•  ist  nach  verigem  Saiie: 


oder 


OmiAOsszAOtOM. 


Hieraus  folgt: 


Om-^AO 
Um 


AO 


mA 
On 


AO^ 


MA 


daher 


Om^AO, 


MA* 


md,  weil 


mA  r 


anöh. 


I.  Om^AO*g> 


Ferner  folgt  aus  jener  Proportion: 


mA  _  MA 
AO^  OM' 


äah«r 


OM  i=  AO. 


MA 
mA* 


d94  IfO9i00ratA:  CeUrtUmtrHi, 

oder  ■  * 

IL    OiV  =  ^0.*. 

Durch  OivisioD  von  L  uod  IL  ergibt  sich  dauu: 

y)  Bezeichnet  a  die  Centrale  der  Kreise  von  den  Hadien  r 
uud  H  und  ()  den  Radius  ihres  [sogonalkreUei^ ,  tu»  ist 

Es  i«t  (Tatl.  Fig.  U.)  AOs:^,  Mtm=a  nntl  daher 

> 


als» 


urH 


«)  Die  Mittelpunkte  sweier  Kreide  sind  Pole  ibree  Isogonal- 
irreisea»  (§.  7;»  er).) 

ß)  Der  Isof^onalkreis  schneidet  jeden  Kreis,  der  durch  die 
Mitten  seiner  Kreise  gebt,  rechtwioklig. .  (§.7*»  «)•) 


§.  9. 


er)  Hat  die  Cbordale  vweier  Kreise  eioen  Peokt  mit  dem  Is •- 
gooalkreise  denelbeo  geneio»  po.bat  sie  denselben  Ponkt  mit 
deren  Kreisen  gemein« 

Ist  X  der  Funkt,  den  die  Chordale  und  der  isogODalkreif  ger 
meio  haben,  so  ist,  weii  derselbe  auf  der  ChordaJe  liegl^ 

i 

Jlfe*  "-»Hl«*  SS ' JP  ^  f*,  ^ 


L>iyuu-uü  Ly  (fcOOgle 


der  durch  die  AelmMckkeiüfiutUUe  %mier  ilrßiu  öetWnmt  i$t.  33C^ 

* 

und  woil  dorseibe  auf  d^m  kogonaikreise  liegt: '     '  ': 
and  liieraos;  > 

Desbidb  iat  md;s=r  und  der  Punkt,  liegt  auf  dem  Kreise  yoo^  . 
Radius  r.  Deraelb«  liegt  aucli  auf  dem  Kreise  vota  TUdTos  y 
weit  er  auf  der  Cliordale  beider  Kreise  und  einem  derselben  Ueg^\ 

ß)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  keinen  Punkt  mit  densel- 
hen  gemein,  so  hat  sie  auch  keinen  Punkt  mit  dem  Isogonalkreise 
dieser  Kreise  gemein.  (Aus  «).) 

y)  Hat  die  Gbordale  «freier  Krei«e  keine» -Punkt  mi<fd«lk 
gonalkreise  dieser  Kreise  gemein,  so  haben  die  Kreise  keinen 
Punkt  mit  einander  gemein.  (Ans  «).> 

u\  Drei  Kreigie  haben  drei  kogonalkreise. 

ß)  Haben  zwei  der  drei  Isogonalkreise  drder  Kreise  einen ' 
Pankt  gemein ,  so  hat  der  dritte  denselbeti  Pndkt       Unten  ^ 

mein. 

Die  drei  Kreise  seien  durch  ihre  Mitten  M,  M',  3]",  ihre  Ra- 
dien beziehlich  durch  r,  r,,  r„  bezeichnet.  Der  Isogonalkreis  für 
M  und  M'  sei  MM' ,  der  für  31  und  M"  sei  MM"  und  der  für 
AT'  und  M**  sei  31' 31".  Haben  die  Iso^ronalkreise  il/iü'  und  Af if'* 
emen  Punkt  «  gemein,  so  finden  die  Proportionen  statt:  , 

Mx   ',M'x:=r  :r,  . 

und  daher-  M^^s  iM'w^Tff  »r,. 

Wegen  der  letztem  Proportion  liegt  aUdana  nach  {.  2.  der 
Punkt  s  anf  deai  Isogönalkreise  M*M"* 

y)  Die  Isogonalkreise  dreier  Kreise  kiWinen  nicht  zusammen* 
fallen.  ' 

Fielen  zwei  der' Isogonalkreise  zusammen,  so  mtlsste  wegen 
den  vitflgett  Sittiei  auch  det  dritte  mit  ihnen  zusaAimenfallen. 
Dnnft  fitlen-  «her  die  drei  ättesevn  Aebnlichkalta|ittnkte  in  etenn  r 
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885)  >      .        Haegucraik:  Mcr  den  äreis^ 

Punkt  und  die  drei  innern  Aebntichkeitspunkte  in  einen  andern 
Punkt.  Die  drpl  Kreise  hätten  aUdann  nur  zwei  AehiilichkeitH- 
pnnkte  und  es  laüähten  deshalb  zwei  der^elhca  zusaramenfalleii. 
Dann  vrfirdeo  aber  nicht  drei,  sondern  zwei  Kreise  vorliegeit.  • 

«.11. 

Die  Isogonalkreise  dreier  Kreide  schneiden  sich  entweder  \i\ 
zwei  Punkten  oder  berühren  sich  in  einem  Puaf^t«  oder  haben 
keinen  Punkt  gemein. 

Sofatteiden  sicli  zwei  der  kogonalkretee«  so  bat  der  dritte  di.e 
SeliDittpunkte  nach  {.  10.»  ß)  mit  ihnen  gemein  und  er  kann  niclit 
4  mit  einem  derselben  sneammcvlaUen,  da  sonst  alle  drei  «isam- 

men&llen  mfissten,  was  nicht  möglich  ist« 

Berühren  sich  zwei  der  Isogonalkretse,  so  hat  der  dritte  dien 
Berührungspunkt  mit  ilnien  !»eniein,  und  er  kann  keinen  dorselbeu 
schneiden,  oder  mit  einem  derselben  zasammentallen,  sonst 
die  ersten  sich  schneiden  oder  in  einander  fallen  müssteu»  was 
nicht  rauglich  ist. 

Haben  endlich  zwei  der  Isogonaikreise  keinen  Punkt  mit  ein 
ander  geroein,  so  kann  auch  der  dritte  mit  keinem  derselben  ei- 
nen  Punkt  geroein  haben.   Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  mtoten 
die  beiden  ersten  dieselben  Punkte  mit  dem  dritten»  also  anch 
mit  einander  gemein  haben. 

.  .  §.12. 

et)  Schneiden  sieb  drei  Kreise  in  zwei  Punkten,  so  sekneiden 
sieh  ihre  Isogonalkreise  in  denselben  Punkten.  ($.8.,  j^).) 

jS)  Beruhren  sich  drei  Kreise  ii)  einem  Punkte,  so  berühren 
•ich  ihre  Isogonalkreise  in  demselben  Punkte.    {§.  G.,  t5),) 

y)  Schneidet  von  drei  Kreisen  jeder  den  andern,  so  schnei* 
den  sich  ihre  Isogonalkreise. 

Denn  es  schneiden  sieb  alsdann  zwei  der  Isogonaikreise  und 
deshalb  nach     11.  alle  dr^ei. 

§.  13. 

«)  Werden  zu  den  drei  fsogonalkreisen  dreier  Kreise  die  Iso*> 
goniükreise  gedacht,    so  mögen  diese  die  isogonalkreise 
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d«r  äurck  dUf^MMMUsHi^uiUtU  ameitf  iCreiM  MImmi,  ist, 


zweiter  Ordnung  in  Bezus^  au(  die  ursprünsflich  angenommenen 
drei  Kreise  heissen.  Die  Isogonaikrei^e  dreier  iHognnalkreise 
zweiter  Ordnung  beisveo  alsdano  die  Uogonalkreise  dritter  Ord- 
nun^  II.  8.  f. 

p)  Schneiden  sich  die  drd  kogonalkreise  itgcnit  einet  Ord- 
Dting  in  zwei  Pnnkten»  oder  herdhreo  eich  dieselben  in  einem 
Pnnl^te,  so  schneiden  sieb  besieblich  die  IsogcNiaHveise  ntter 
folgenden  Ordnungen  In  denselben  Pnoicten  oder  berflfareo  sich 
In  demselbeii  Pnofcte  ({.  12.  et)  und  ß)). 

# 

•  •  j.  14. 

I 

0ie.llittel|pnnhte  der  boginiBlkfslse  dreier  Ktsise  Hegen  in 
Jserader  Linie. 

Die  Mittelpuoicte  der  Kreise  (Taf.  I.  Fig.  14.)  «eien  M,  Bt* 
und  M'*,  ihxe  Radien  bezieh  lieb  r,  r  f  und  Tffi  ferner  sei  P  der^ 
Mittelpunkt  des  Isogonalkreises  zu  M  und  M*,  P*  der  Mittelpunkt 
des  Isogonalkreises  zu  und  und  P"  der  Mittelpunkt  des 
Isogonalkreises  zu  und  Qi**.  Legt  man  durch  die  Mittelpunkte 
zweier  Isogoualkreise,  etwa  durch  P  und  P"  ^  eine  gerade  Linio 
und  zieht  von  den  Mittelpunkten  der  Kreise  drei  parallele  Linien 
Mm,  M'm*y  M'*m*\  deren  Schnittpunkte^ mit  dieser  ^eri|den  m, 
m*  und  m**  sind,  so  Ist,  vrie  leicht  erbellets 


PM  iPM* 

mitbin 

Mm  :JirW 

SSI*  J 

und 

M*mfiM**m," 

=  i 

also 

Mm  iM**m^' 

Es  ist  aber  auch 

mithin 

Mm  iM»m*\ 

^P*M\ 

P'M'*, 

woraus  folgt,  dass  P*  auf  der  Geraden  PP^^  li^gt. 


-  V  J 


XVI. 

Ueber  einige  goDiometriscbe  Formeln. 

Von 

Herrn  Doetor  fF<>4^er« 
.so  Berlin* 


I.     ■  . 

Mm  bat  •  , 

mn  («  +  + y)  =s  «in  «  CO«  (8  cos  y  +  cos  «  «in  ^  cos  y  +  co»  a  cos  sin  y 
'  — «inasin^s'ioy» 

(  '  ■ 

oder,  indein  inaii  zur  Abkürzung 

f in  «CO0  |S  cos  y     1, . 

/^'^  cos«  J*in  (3  cosy  =  Aj  , 

COS  a  cos  i3  sin  y  SB  A* » 
sin  «sin  /}  sio  y  ^  |i 

setzt: 

sin<a4^/J^^y)=:X  +  Ai;+^->.  V 
Daran«  folgt: 

sl»(a  +  jS— y)=:    A  +  Ai-A,  +  ^i, 
'    «in(«— /J+y)=   A-Ai  +  ia  +  ^i, 

«o  +y)  =;  -  A  +    +  + 

-  «in («  +  |S  +  y)  =  - A-Äi -Aa  +  *t ; 

mitbin : 
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(q) 

•In  («  +  # — y)  +  «i«  (b—^  +  y)  +  ri»  (_  ,  + /J + ,>  ^  ri,  (,+1^1^ . 

=5  4  sin  a  sin  ^  Sil)  , 


Setzt  ihan 


«0  «rbält  HMD: 


♦ 


''  ■  ■  .  .    ■       ^  •  ■ 

und  die  Gioichung  (q)  geht  fiber  io  die  folgende : 

oder,  wenn  man  p-f-^^rss    steixtr  mt 

(I)  «inj»  4- sin  ^4- sin  r 

=  48in  Q  ~  0  6iu  (I  —  Q  ei»  Q  -  f)  +  «in 


Es  ist: 


«  A        sin  o     sin  q 

•»f  ■    OT       cOSp       COS 9 


folglich:         '  ' 

sin  (p  -f-    cos  r  i  cos   cos  gsin  r 

tgjp -f  tgy tyrgg  ^  r^.  ;  ^  — ^  2  

f  ..       .  coepcos^cosr 


rill« 

(II)     t«P +*g^'+ tgir  =  tgptgy  tgr  +  ^peoaycosr; 


3. 

-  * 

Aus  (I)  folgt«  indem  idm  statt  r  setst  (SR-fr): 

(III)  sio  |i  -|:  «io  — »1  nr 

=  48io  (I  -  0  CO»  (I  - 1)  cos  f)  -  wo  , 

und,  indem  man  in  (1),  (II)  and  (III)  statt  der  Winl^el  9,  r 
Ihre  Compleme&te  einführt j  «rldlft  ma«.  der  Reihe  nach: 

(IV)  eoB|>-f  e6n^+«ö<<r' 

s 4«M  (I  -  J)  cos  (I  -  1)  eo«  (1  - 1)  -  eo.«» 

•  COS  J 

(V)  eotp + eot9  +  cotr =cot|» oot^eotr  -  ^— . 

(VI)  cos  p  +  cos  q — cos  r 

=  4«os(|-0  «ia  (|-|)  .to  (j-f)  +COS«. 


i 

IHjB  Gleichnngen  <l)  hie  (VI)  lassen  erkennen,  wann  ein  Aggre- 
gat Ton  drei  gleiehnrtigen  trigonometrischen  Functionen  aicfa  als 
ein  Prodnct  darsteilen  lisst.  E8  tiängt  dies  lediglich  von  der 
zweiten  CSrSsse  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ah«  welche  in  den 
GleicbuQgen  (l),  (II),  (III)  verschwindet,  wenn  cf  ein  gerades 
VieUaches  von  einem  R;  in  den  Gleichungen  (IV),  (V),  (VI)  da- 
jgngen,  wenn  tf  ein  ungerades  Vielfaches  von  einem  R  ist.  So 
«Igehen  «ich  s.  fi«  för  die  Annähme  «4^|)-f|fe2R  die  bekauiten 
[Wormeln: 
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W,iffi4/»;f  q^^iir  ei9igis  gmUmeirUcke  formet 

tg  «  +  tg /J  +  tg  y  =s  tg«lg/Jtgy, 

iS  y 

siD  « -f- 8tD — flin  5=;  4  sin  2"  sin   cos  ^ » 

cos|+cos|+w|=4  cos  (I  - 

0         ß  y  a       8  y 

cotg  <f  cot  ^  +  Cottas  cot  ^  cot  I  cot  ^  * 


5. 

Es  Ist      '  '■ 

s}iiir€O8|3co8yeos9~8inflrs!fi/}0m}'Cos^ 

-f-  cosafin^oosycofid  —  sinasiD/^cosrsill^' 

sin  (a-i-^  +  y  +  J)  =  <      *  ' 

cos  ueoaßsin  y  cos^  -^simrcos  /3sin  ^^sind 


cos  «cos cos  j^sio  ^ — cos  «sin ^ sin  }r  sind, 
oder,  indeiB  man  zur  Abkürzung: 
8inaco6/?co8}^cosd  =  i      sin  asio/Ssinj'COsd  fi. 


eosasin/Seosycosdss  Ai,  sin « sin cos f  sind 


sin  a  cos  ß  sm  yaiadzss  ^4, 
<;o8  «  sin /}  sin  y  sin  d  =  |is 


eos  «r  cos/}  COS  y  sind  = 
setst: 

sin  («  + /J + y  +  d)  Ä  A  +  Ä|  +    +    -  ,1  -    — ^«-H,. 
Damus  folgt: 

« 0  + y A + ii  +  a,  ^  + ^4  +  ^1, + II,. 
sin(«  +  /J— y  +  5)  =  A  +  Ai  — a,  +  a8+/t— fij-f  ^1^  +  ^, 

sin  y  +  d)  «  X-^t  +  i,+ +   + <h-f«»+ r%. 

sin(«— y-d)ÄÄ— a,— + 


• 
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mitbin: 

(q') 

«in  («+|J+y-<y)  +  8in(a+/J— y+d)  +  sin  («— /J+v+d) +8in  (a— /S— y— ^ 
=s  4^iiiaGo«^co8|'C08ä -l^^cosvsin^sinysind. '  * 


Es  sei  nun: 


«— y— «; 


so  findet  maiit, 


 4  ' 


nnd»  wenn  man  ,j«tzt  |i-|-9*f  *'4-<=^  '  setxt»  so  glebt  die  Glel- 
cbnng         .  , 

(VU)  siap'|-sin9Hh<>ii>>'  +  sinf 
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•     /        •  ■  .  ■ 

6. 

Au«  der  fsleidiiiDe 

sio  p  cos  ^  cos  r  cos  I  —  siapsin  g  sin  r  cos  ( 
•f  cocipaiB  ^cAsr  eosf'^tiBfisiii  ^  co«r  sin  ( 
cospcos^siiircost  —  siopcos^siorsib  I 


+  cpf  j(»  cof  y  co«r  «in  |— eos  p  uin  < 

folgt*  indem  mao  diee^lbe  durch  cospcos^reosreoel  dividirt: 

« ,  .  •  .  t 

+ tg  ^    + tg;?     tg  < + tg/»  tg »"  tg  <  +  tg  5r  tg  r  tg  ^ . 

Die  GieichuDg  (II)  giebt  nun: 

8ln(7>  +  o  +  r) 

sin  (;>  |-  o  -f /) 

^  .      sin  (p+r+O   .  ,    ,    ,  . 

sin  (*/  +  r +  0 
tg^+tgr  +  tgt=  — ^-^^^^  . 

nitiiiD  ist: 

3tgp  +  8tgy+3tgr+3tg< 

sin  (|i -|- 9 r)  cos  <  4- sio    -|- 9 -|-  cosr 

-|-  sin  (y  4-  r  +  0  ^^Q'**  y  +     (y  +  y + 0  cos  /? 
CMp  <;os  y  co«r  eos  ^ 

I 

Sofotrahirt  mafi  von  der  voretehenden  ^eidiuDg  die  Gl^icliung 
(q'O«      erhilt  mae:     •         :      ;  -  ,  ; 


-f  sio  (p  -f  r  -f  0  cos  ff  +  sin  {q  -f  r  4-  Qcosj» 
cosp  coä^  cosr  co8^ 

'  coa/»cos9co«rco8<' 

dder,  indem  man  wieder  p-\^q-{-T-{^t=^  e  setzt: 

2tg/?  +  2tgy+2tgr+2tg< 

6K1  (g  —  i)  coa         ((?— r)  cosr  -f  ain  (g--y)co<iy  -|-  •in(tf--jg)cogp 

cos /I  cos  9  cos  r  cos  t 


CO«  eoe  9  eos  r  cos  I 


ein  g  (cos  1^ + cosr^ + cos    4  cosy*) 
'  cos  p  cos  9  cosr  cos  ^ 

coe  tf  (ein  Ico»  <  -|-  gjp  r  cos  r  -f  wo  y  cos  y-j-^^"  P  cogp) 
cosp  cos  9  cosr  cos  (  * 

sin  <y 


I  cospcos^cosrcos/ 


,  sin  ff  (cos2<  +  cos2r  4  cosäy  -f  cos2p) 
2  cos  j»  cos  9  cos  r  cos  I 

 cos o (sin 2 ^  +  «in  2r  -f  8in2»/  -f  sin 2p) 

2cos  p  cos  y  cos  r  cos  ^ 

sin  (T 


cos|9  eos  ^.cos  r.cos  I 

sin  (ff— 20  4- sin  (tf  *-2r)  -f-  sin  (tf— 2y)    sin  (<? — 2y) 
.  2cos  p  ces  9*  cosr  cos  t 

.  sin  ff 


cospcos 9 cos r  cos  < ' 
oad  durch  Anwsodaiif  der  Fonnel  (VII): 


(VIII)  tgF-I^^V'f  tgr-ftgt- 

sin  ^  co»^|--H^f^  cos  cos  (c}— jH!^ 

cos /I  €0S  9  €MI»  cos  t 

=  <     CO«  I  sin  (I  -  VTt^  sin      -H^)  sin  0 — pT<^ 

eospcos  igr  cosrco«! 

» 


2  C09  j9  COS  ^  COS  r  cos  t 


7, 


Fahrt  mau  in  (VII)  und  (VIII)  statt  der  Winkel  p,  r,  t 
ihre  Complemeote  ein,  so  erl)ält  man: 

(IX)  cosp-f-cosjf-l-cosr-l-cosi 

(X)  cotp-l-cotf -l-cotr  «f  cotl 


sin  ^  cos 


■     *  j 

Q—rTi)  CO80  -  ^)  cos  (-^fft^ 


sin/isia^sinrsint 


€08f^6in(^-^t^  sin -  ^)  sin  Q -M^) 
■  8ia|i  siu  7  mr  sin  <      !    '■  ' 


sin  (T 


2sinj9sin9sinrsin^ ' 


iBdem  man  In  (TU)  «4  <i^  #talt  ^  ««M  (Hl^4».  Ibli^: 

Theil  XXXIII.  SS 


546         Witgers:  Veder  «Miß  gmUmiufHuhe  FermeiH, 
(XI)  8iDp4-M09-f«itt«'~a^< 

48iB  -j— CO«      j-  2"j      Vc~4         2  y 


XCOs(^-^i  jf) 


+  i  2~>*"V    4  T) 

Xsin^— j  

(XII)  C08J>-|-«087  +  C0gr— cos< 

4  cos  cos  ^—^^  ;  '^'^^  \,~4  "  "2"/ 

,  .  Ö+2R  .  /c-m    r+t\  .  /Ö--2R  o+A 
-  ^«n  -4—   2"j  sT )  ' 

:  x^^^C^i — V> 

Wonn  Aftp  anwenlem  statt  r  «etat  (2R<f  r)»  folgt: 
(2|IU)  rfn|?+«uig— ainr— sin* 

4coa  j«n(^y  2"  j  cos cos  (4 -'  ^  j 

+  4  siu  4  cos^j  sin  ^  _  _ j  sin  ^^j^ -  -g-/ 

(XIV)  eps/?+f08||--cosT — co«< 

r  *«-  4-  -  G  -  ^)  -  G  -  '-^) ««« G  -'-¥) 

c     /<r    r+A   .  /er    //+A  .  p+A 
+  cos  jcosj^^j  y)  ^'"U""  '^J  ^"U  2"/ 

« 

8. 

vor  dift  AMiabM  « *f  f-Ff  -ft    4R  gMl 
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Wiwgefs:'  Üeber  einiQt  potUemetrUche  Forme/n, 
dieGL(VU):  sinpfBmg^^mrfülU=^4an^^\D^^BW  <g) 

I 

«  „  (ViU),  tep+ tgg + tgr + tgt  (p+o, 

(IX):  cos}i-|-cos9-|-co8r-)-cos<=-4cps^eM2±.'co6^'> 

„  (X):  c«t,,+e»tv+«otH.oot<=S!»i^+'^i^^'^-^^ 

«D^sinysiorsint 

„  (XIII):  8inp+«iny-8inr-fiin«==4sm^*C08  2±^08£|^, 
(XIV):  eoi»|9-|.co09-eo0r-cw8<:;c-4co8^'8lir^ 


«        «       r       f  Sio-ö-sin-^sinSf- 
„    »  (VIII):  tg|+tg|+ts^  +  tg^=  ?  ^  ^, 

^       ^2  •  -«»2  €08p€089C08rC08< 


(X):     eotf+CO(,Hcr    + CO  I .   ^2 

.  *  ^      sinpsiagemraiüt  ' 


(XI);  sni|+»iii^+8m^-8in^Ä4cos~-'oos^-co8£j^  (g^') 
(XU):  cosf +co8|+co8|-  cos^ =48iii      8iD  SL+1  einfi+i. 


Aufgabe.  Der  Umfang  ti  und  die  Winkel  ß,  B 
eines  um  einen  Kreis  beschriebenen  Vierecks  «eien 
gesehen.  Man  sucht  den  Radius  q  des  Kreises,  den 
Inhalt  J  und  die  »Seiten  des'ViereeksL 

Der  eingesclirlebene  Kreis  besfisnint  dureh  seine  Berfibrongs- 
punkte  auf  je  zwei  ge^enfiberliegendeD  Seiten  des  Vierecks  vier 
Abschnitte  a,  b,  €9  dt  ^it^lie  besiebnngsweise  den  Winkeln 
ß»  f»  d  sDliegen»  Man  b«!  nun  s 

ea^    t^t^    cot|  cotj^ 

woraos  folgt: 

SS* 
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34Ö         ßiegers:  Veöer  ehUge  goniom^lrische  Formeln, 

— a  1  y  y* 

cot^  +  cot§-  +  cot|+ OOtj 

oder«  mit  Anwendang  der  Formei  (g')f  > 

ein  «ein /lein  ysind 

siii-j^sitt-g^Äio-^ 

sio-|^  sin -g*  elD -j- 

Zur  BesÜnmittiig  der  Seite  {a-\-b)  bat  nan  ans  (f): 

a  +  6 
—  ^=:^, 

cotj+cot|- 

mitbin 

.  •+*=•• . «  .  ^ 

Bing- sing 

.  «  +  ? 
sin 

— ü     efagehi|?eliiyain3  2 

em-y- «m-^sin-g-  sin^sm^ 

CM  ^  C08  ^  eio  y  sin  d 
Man  folgert  bieraos  sogleieb: 


•in  IT  eo8 1*  coa  ^  sin  d 

a  -{-  ß      ö  ~f"  y  * 
•io  — 2^  sin  — ^ 

y  d 
ninnrain  ß  cos  ^  cos  ^ 

d 

cos  2  sin /?  sin  y  cos  2 


.  ly ui^uo  Google 


Wieners:  Veöer  einige  gotmmetrncke  Formein,  ^0 


10. 

Aufgabe.  Für  ein  in  eiaen  Kreis  beschriebenes 
Viereck,  dessen  Seiten  a,  6,  c,  d  genannt  werden 
mögen,  ist  gegeben  «r>f  6+c — d=sm;  die  zu  den  Sehnen 

a,  b,  c,  d  gehörigen  bekannten  Centriwinkel  seien  der 
Reihe  nach  ß,  j5,  y,  5 :  man  sucht  den  Radius  r  des  Krei- 
ses, den  Inhalt  J  und  die  leiten  a,ö,c,d  des  Vierecks. 


Es  ist 


fltn^    8i)fi^    sing-  8ID2 

folglich 


2r= 


a  /5         y         S  * 

,  sin    -f  sin  2  ~l*  «»og — 


und  nach  Formel  (g^): 


•s 

(sin«  ^0iD/7  ^  mD]r4«iB4  > 
d.  Iim  wton  maii  die  CSeidmng  (g)  beaditet» 

J  « -j  tg-j- tg*^tg 

Eodllch-iat: 

«arsinj« — — ^^1:^1  ^> 

^  insin2' 

6=2rsln  j=  -   ^  gl' 

4  CO«  — r~  cos  ^-j—  cos  ^-jj— 
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SSa  VölUr:  Zu0äi%e  &udmi»  T/U,  31.  äfL    u.  m  liU,     Hfl-  2- 
«=2r.i«|=  — 


COS     j  COS' 


#  • 


XVII. 

Zusätze  zu  den  in  Theil  XXXI.  Heft  4.  und  in  Theil 
XXXII«  fleft  2.  gegebenen  iCrränzTerbältnissen  and  Ab- 
leitung  der  Formei  für  den  Krummungsradiits. 

H«rra  Doctor  f^dller» 

Lehrer  «n  der  KealeeliNiIe  *«  SttlfeM. 


Das  merkwürdige  Gränzverhältniss  Jiei  ebenen  Curven,  wei- 
ches — ■  wie  ia  Tht.  XXXI.  des  Archivs  beniesen  —  zwischen  dem 
von  der  Sehne  ab^ei»chnittenen  Flächensegment  und  dem  aus  der 
Sehne  und  den  Tangenten  gebildeten  Dreiork e  besteht,  ist  neuer- 
dings auch  von  Herrn  Professor  Dr.  Sch  löm  ilch  auf  so  einfache 
Weise  abgeleitet  worden,  dass  weder  analytische  Geometrie,  noch 
Diüerential-  und  Integralrechnung,  noch  .endKch  der  Taylor 'sehe 
Satz  dabei  ia  Anvvenduug  gekonuaefi. 


9€§eb,  GräHwerM/in,  u,  A&ieH,  der  Formel  für  d.  J^rämmmpsraä,  351 

M  glaubte  an  dle««iii  Orte  au«  awei  GHMeii  a«l  dl«  SofclH'* 
mlUb'acheD  Dedvctioaea  aarBekkommen  so  nrilaaen.  EiDetaeito 
findet  man  daaelbat  nathematiacbe-  Beireise^  IBr  einige  Ten  mir 
aar  a  priori  lilngesfellte  Behattptaagen«  und  andereraeite  lisat  atch 
auch  Bach  Scb|6iii|eb'^a  eigebem  Torgange,  mir  Bücfcaieht  uti 
die  veo  ibm  aelbat  geftindtoea  GMaafrertbe»  eiae  AbieHig'  de» 
Formel  für  den  KrümmuDgaradina  gewinneD,  die  jedeafalla  der  tod 
Hemi  Profeaaor  Soblomilcb  gegebeaea  In  l^einer  Welse  an  Ein* 
facbheit  naebstebt 

Was  zunäthst  den  ersten  Punkt  anbetrifft,  so  igt  es  nuthig, 
sich  zu  dessen  Erörterung  den  Gang  der  Schi  ümil  eh 'sehen 
Herleitung  *)  zu  vergegen wä  rtigen,  wobei  Taf.  II.  Fig.  1.  zu  vergleichen. 

Mit  Besttgoabme  auf  die  beiden  bekannten  Theoreme»  daaa 
nebmiich  —  wenn  q>(ai)  die  Fläche  zwischen  der  Abscissenacbaej 
der  Cur?e,  der  featen  Ordinate  AB  und  der  beweglichen,  zur 
Abscisse  OM^x  gebüreaden  Ordinate  MP  bedeutet**)  —  der 
Differeatialqootieat 

einerlei  lat  mit  der  Ordinate  .MP^y=if{x)»  and  daaa^feraer  det 
'  Differentialquotleat 

tlie  trigüaoliietrische  Tangente  des  Winkel«  MTPz=t  darstellt, 
welchen  die  Berührende  am  Punkte  P  mit  der  Abscissenaehse 
einscbliesst,  wird  nun  zuvorderst  der  Gränzwertii  des  von  der 
Sehne  abgetfchnittenen  Segments  bestimmt,  und  es  ergiebt  sich 
ana  der  Formel 

6=il/|;») A-M«+ *) 

lelelit: 

Hierauf  leitet  Herr  Profeaaer  Seblömilcb  —  um  den  Fläcken* 
iabait  dea  Ton  der  Sebne  und  den  lieiden  Tangenten  eiogeecbloa- 


*)  Zeitackrift  fftr  Mathematik  und  Physik.  4*  Jahrgang. 
«•>  Wir  Inbea  ab«i«bHldi  &h  Scbitallcll'MliM  IktaMieuigeii 
kelbchaltea« 
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aMien  Dr«ieebt  bfltlimm*».  s«  kUtaBtn  dfie  Musmrtlie  der 
Winkel 

ah,  tro  €  der  Winkel,  den  die  Sehne  und  r,  derjenige^  den 
dW  Tangente  am  Penkfe      m>t  der  X«  Aehae  UUet. 

£s  fiodet  sich,  dase 

lim.  ^— nnd  Hm.^  j- — =4.j-J^. 


oder 


Ebenae : 


oder; 


Ii«.  — j — ==iini.  — -j — £  •  r+T** 


tg(T,-T) 


iini*  — 


Die  vor&teheodeD  tirfinzwertbe  beweisen  dod,  da  eich  verhält 

djiaa  das  ^  PPiQ  bei  verschwindender  Sehne  wirklich  gleich- 
acfienklig  ist,  was  Ich  bei  Erörterung  des  GrSnsverhältnisses 
zwischen  den  beiden  Perpendikeln  QM  und  qm  wovon  dae  eine 
▼on  dem  Durchschnittspunkte  der  beiden  Tangenten,  das  andere 
von  dem  Berührungspunkt  der  zur  Sehne  PPi  parallel  gezogenen 
Tangente  auf  die  8ehne  gefällt  wurde Qur  a  priori  dargethan  habe* 

Ana  den  obigen  Formeln  fiir  die  betreffenden  GrSniwerthe 
leitet  nun  Herr  Prefeeaor  SeblSroilcb  mittelst  des  Sinvevnlaee 
aneh  die  Fo>mel  filr  den  KrOmmnngsradins  ab»  Indem  er  die 
Normalen  in  den  'Punkten  P  und  Pi ,  welebe  «enkreebt  auf  den 
Tangenten  PQ  und  PtQ  sieben,  sieh  bei  versebwlndender  Sehne 
einem  gemeiesebklllichen  Griniwerthe  ^  n&hem  läset 

Es  ergiebt  »ich  aber  auch  die  Formel  für  den  Krümmung«« 
radius  einfach  ans  nachstehender  identischer  («ieichung. 

Wenn  nehmlicb  p  die  Hübe  dea  von  der  Sehne  und  den  Nor- 
malen gebildeten  Dreiecks  bedeutet,  so  ist,  wie  leicht  erhellt. 
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<l«  i.  mit  Rücksicht  auf  die  Voraussetzungen : 

\f  JjL'^-^Jy^.p^  {Jx^ -t-  4iyg) coa P| . cos  PP^^ Q 
3  sini^Pi 

o4er  endlich : 

0 

LSsst  man  nun  die  Sehne  verschnrindend  klein  werden,  ee  wird 
sich  die  Huhe  des  Dreiecks  immer  melir  dem  Krtlromungeradlae 
nähern;  es  wird  also  '  •  ■ 

,  lini./;  =  ^ 

werden. 

Mitliin  «rgiebt.  sich  liei'm  Cebergange  zu  verechvrHidciiden 
Dimeneionen,  wo  4x^k  nnd  t  =  s  T|  wird : 

d.  i. 


(p*  =  — — • 


Es  ist  alterdiilgif  euf  diese  Weite  eine  AbieStnng  der  Formel 
für  den  Krflromungshalbmesser  gewonnen,  die  sich  bei'm  Unter- 
ridit,  de  sie  nur  die  einftiebeten  trigonometrischen  Relationen  in 
Ansprach  nimmt,  sehr  empfiehlt,  nnd  es  wSre  gewiss  wfinschens- 
werth,  dass  in  Shniicher  lyeise  auch  andere  Partien  der  Mathe- 
matik behandeil  werden  machten,  namentlich  solche,  die  sich 
dem  elementaren  Verfahren  nnr  noch  an  sehr  entfremden* 
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X¥III. 

8ar  la  traiisformatioii  d^a  foncÜoiis  eHiptiqües  de  la 

premiere  esp^ce« 

Par 

Monsieur  Dr.  O.  F.  ¥V.  Bmekr 

i  Grojiingiie. 


I.  Si  To»  fUt 

•t  qne  Ton  d^tenu|De  9^  d'aprto  T^quatioii 

Sin  (2y'  —     =  c  Sin  y , 

OD  ftora 

oä  F  d^igne,  suiv&nt  la  notation  deJLegeadre»  lafooetioii  eUip- 
tlq»a  de  la  premiere  esp^e. 

Par  ces  iMrmiiles  la  fonction  F(c,  9>),  c'eat-i-dire  celle  dont 
raiiiplitude  et  le  module  .sont  donn^,  eaf  rtfdoito  i  nne  antra  de 
la  ni^me  espöce,  de  aorte  qu'en  repetapt  aar  cette  deroiere  bd^ 
finintent  la  m^me  op^ratioD«  on  obtient  aoe  aalte  de  fonctiona  ^qui« 
valentes,  taodiaqae  Ton  forme  ea  mdme  tempa  uae  a^rie  asceo- 
dante  de  modales»  qui  00t  l'unit^  poar  limite;  cette  Bine,  a^ec 
son  prolongement  dans  le  aeoa  coatrairej  oüelle  sera  deacendante 
et  aura  aero  poar  limite,  est  FMeHe  des  modales  q^e  Lagraage 
a  d^coaverte  en  1784«  et  qne  Legeadre  appelle  raacieane  Schelle, 
pour  la  distingner  de  celle  qa'il!  d^oaTiit  plas  tard  ea  1835. 
Pen  de  tempa  aprto,  Jacob!  ä  fait  roir,'qa*on  peat  former  une 
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iofinit^  d'^cheÜM  de  modales,  et  que  par  consequent  on  peat  d'une 
infinitö  de  mani^res  diiE^ientes  transformer  ta  fonction  F(c,  fp)  en 
nne  aatre  de  la  nidme  esp^cOt  dont  le  module  et  t'amplitude  .se 
determhkent  par  des  Operations  alg^briques  du  modale  et  de  l^am» 
plitade  de  la  fonction  donn^e.   Dans  le  rapport  de  Poisson  sur 
l'ouvrage  on  Jacob!  a  ezpos^  ses  d^ouvertes  (M^moires  de 
rinstitut,  TomeX.  p.  79.)  on  lit:   ,,rechelle  des  modules  que 
Legen dre  a  trouv^e,  et  qui  n'^fait  pas  encore  connue  de  M.  Ja- 
cob i,  est  renferHiee  dans  la  äolution  generale  et  repond  au  nom* 
bre  trois.   Lancienne  echcüe  n'y  est  pas  coraprise  explicitement, 
niais  eile  a  avec  T^chelle  indeterrain^e  de  M.  Jacobi  une  tres- 
graude  analogie  et  peut  etre  censee  appartenir  au  nombre  deoz/' 
Dans  son  Traite  elementaire  des  fonctions  elliptiques, 
chap.  XII.,  coroll,  VII.,  p,  2^!^. ,    Verhulst  [ir()n\  f'  I  imjiossibilite 
de  deduire  Teclielle  de  modules  de  Lagra.iige  du  tbeoreme  de 
Jacobi,  et,  a|ires  avoir  reniarque  que  par  la  lormule  qui  se  rap- 
.  porte  ä  ce  tbeordme,  le  sinus  de  Tamptitude  cherchce  s  exprime 
toujours  dune  maniöre  rationnelle  en  fonction  du  sinus  de  lao»- 
plitude  donn^e,  c'est-ä-dire  que  I  on  deduit  rationnellement  Sini|; 
de  Sing),  il  ajoute:  „cette  propriete  a  son  analogtie  dans  Tecbelie 
de  La^rangfi,  mam  dan»  un  sens  inveri^e,  c'est-a* dire  que 
c'est  Sin<5P  qui  se  dednit  rafimiriellement  de  Sini|».    Gette  derniere 
remarque  se  trouve  aussi  dans  le  traite  de  Legendre,  I«*"  Sup- 
plement, §.  IV.,  Remarques  sur  Tancieone  ächelle  des 
modules^  D^r 45.,  p. 38.*' 

Une  traiiilDrmalitn  «Meä  ainiil«  de  rdqaalion  entre  9'  et  9 
falt  Yolt  la  raison  peBtqaoi  Fdclielle  de  Lagraogei  nVst  paaeom- 
priae  dana  la  aointion  gendrale  de  Jacobi,  et  mpntre  en  m^me 
tempa  qa'aoflsl  dans  J^mdenne  dehelle  le  aimia  de  l'amplitade 
eberehde  (Sia^)  ae  dddvil  rallo&ifellemeiit  da  aimia  de  l'aroplitade 
-  donnde  (SId^). 

A  cet  effet  00  poM  :  T  - 

ou  e'  et  tp*  aont  loa  mdmes  que  pidcddemmeDt  - . .  .    -    .  -  . , 
Alora  on  a,  par  les  formales  poar  la  dopficatfon, 

^         2  Sin  (p'  Coa  gi'J^'  •  

tandisque  des  relations  entre  q>'  etfp,  et  c'  et  c,  on  deduit  (Ver- 
hulst, Chap.  IX.):  .  .  '  • 
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l-.e'«SuiV  =  l— (TF^  =  

da  aeeoud  membre  de  la  derni^re  formule  od  elimine  tp'  au  moyen  de 

^i,  apr^s  qu'oo  a  pria  le  carrö  des  deux  mombres,  donne: 

et,  Diultipliant  lea  denx  meinbrea  par  c, 

00 j  en  mettant  pour  810^9'  sa  valeur  en  9» 

*4cSiD  V=^(H  c  Sln«9 — ^9Cos9) — e(cCea  9 -1-^9)*^  V« 
dönc  ' 

^  (]  _  c*Sin^)  4  e^Coa  V  +^      tp,^q>-^e{e  Co«  9    -^9)*  Si  d  V 

s=  (cCoB  9»  +  Jg»)«  (1  +  cSin  V)* 

et  par  auite,  en  sabstituant  ceci  dai^s  i  — c  '^Sin^g)', 

1— c'»SioV  SS  (i^e)i  

Portant  cea  valeurs  da^s  Sin^,  on  obtient: 

.  (H-g)Siny 

tandisqoe  de^  relations  entie        9)»  F(e^«  9')  et  F(e'«  ^)  od 
dddnit  eo  ^limiDaDt  ta  doDzi^me, 

jF(c'.i^;)  =  (Hc)i'(c,9)  («) 

on  la  r^IatioD  entre  1/  et  c  n'eat  paa  ehang^«  de  sorte  qne  T^heile 
des  modulea  teste  la  m^e. 

Ainsi  rnri  voit  preinierenient  que  Smi/;  s'exprime  rationiieüe- 
ment  en  Sin<p.  Posant  maintenaiit  SiD^  =  ^>  61119  =  0:,  l'equa- 
tioD  («)  donae  par  la  diff^rentiation : 

 dy   .'(l-fc>da? 
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et  Sin^  devieot 

_(l+£)£. 

dooc  la  transformation  de  Lagrange  appartient  cette dasse  qne 
Jacobi  (Fundanienta  Nova  theoriae  functionum  ellip- 
ticarum,  d<>.  10.^  pag.  17.)  a  appelee  paris  ordinls,  et  oü  le 
degr^  du  denominateor  de  la  fraction  rationnelle,  au  moyeii  de  la 
quelle  se  fait  la  transformation,  doU  sürpasser  d'une  unit^  celui 
du  numerateur.  Elle  en  eat  le  cas  le  plus  simple,  et  ne  peut  par 
consequent  etre  comprise  dans  la  fnrmule  cjenerale,  qu'il  dcrive 
de  la  seconde  classe  de  transformations,  appellee  par  lui  irapari.«; 
ordiois,  oü  c'est  le  luinicMateur  dont  le  degr^  surpaaae  d'une 
uoit^  celui  du  däoomioateur. 

On  obtieot  diroctement  la  ttanaformafion  pr^Mente  patp  lea 
foimiilea  A*  de  la  tabla  Fondameota  Nova,  pag.  1%  A  cet 
efet  OD  coDsiddre  la  diHArentlalle 

 1  ^  j-  .  .  .  . 

V(i/--,)(3f-l)(3f+l)(3^-f--,) 

de  äorte  que  1  oo  &,  eo  la  comparaut  a  celle  de  la  table^ 

'  ,  ... 

1  1 

^  =      )'  =  — 1, 

lesquellos  valeurs  satisfont  k  )a  condition  «^^^y^i»  c'  devant 
dtre  suppuse  s^l.   Aioäi  i'oii  trouve; 

>     Va-t-cQ  +  VCl-cQ  V(l-f  cQ-Vd-cQ 

WP  '  ~2vV  * 

N  _  l-v(l-cO 
2c'  • 

Les  limites  de  yr=zSmip  ctant  — 1  et  +1,  C*e8t-ä«dira  f  et  ß, 
on  devra  employer  la  fonnole  II.,  qut  donne:  * 


d'oü 
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et  cooB^queinineiit  par  la  sabstitotioii  de  cette  valeor  dans  i^) 
eile  deviendrar 

] 

flonc,  »i  i  on  niuUiplie  et  (Ö  par  ia  vaieur  de  y  satisfera 
aiiMi  k 

)Si  maiutenant  00  doit  arofr 

on  anra  poar  determlner  c*,  =Vc,  d'oü  c'=|-^ 

et  par  sulte: 

'aubatitaant  cee  valeiiTS  dana  $  et  (O  .on  obtiendra  les  meines  for 
malee  que  prdc^demment. 

Les  valeurs  de     et  Sib^  aa^islotii  identiquement  k  requalion 

donc  si  I  on  pose:  Sin^  =  V— 1  .TangT,  Sin^  =  V— -1 .  Tang  ff, 
on  trouve  qu« 

TaiigT~y:::^Y^^ga^ 

dolt  aailsfaire  identiqaement 


on,  sl  6  et  6'  aant  lea  öampldkiieDta  tdiba-  vlodaloa  e  et  c',  a 

 dt       '    ^_  (l-^e)äa 

e'aat-ä-dire»  parceque  Tangt  dodoe  vssO  pour  0s=O» 

F(6',T)=(l+c)F(6,tf);  (P) 

U  a'en  soit,  parceque  TangT  sdontre  que  Ton  &  T=n  pour  a=in, 
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ou 

2F(6%  i»)  =  (1  +c)        iTT) ;  (y) 

mala  («)  dpDDe,,y  et  «g»  prenant  simultan^roent  la  valeur 

F{c'A^)  =  {l-\'C)F{c,in),     '■  ' 

doncy  öcrivant  pot«  le«  foaefiona  compt^tea  F(e,  i«);...  «impici^ 
ment  F{ii},,*,x 

L'öquation  qui  doune  Tangt  en  Tangö  montre  encore  que  I  on  a 
.T  =  iff,  si     a  pris  la  Taleur  donnee  par  Ti^quation 

TaDg0i«i; 

aubatituant  ces  val^urs  dans  (ß)  on  &i    .  ' 

ce  qui«  combin«  avac  (y),  donoe: 

On  parvsent  ainsi,  independamment  du  theoreme  pour  J'flilditim^ 
a  la  bissection  de  la  fonction  complete ;  changeant  6  en  c,  et 
recijtroquement,  on  aura  poac  Tamplitude  de  ia  maitiä  «i«  la  fonction 
complete  F(jd), 


et  pitf  auite ;  • 

Si  dans  Täquation  (ß)  od  preod  b  pour  donn^»  et  remarquant 
que  l'on  a  ,  . 

*' = vd  -  c«)  =  va  -  ,^  i = 1=:^  -  r-  v(i~6«) 


eile  peut  s'^rire: 


et  Tang«  deTient:  .  •'  '     '  ,  *      »  . « 
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^        >  1 4  Tellig 

81  maintenaut  oii  prend  poor  6  la  valeur  c', 

ce  qui  donne«  en  vertu  des  deux  dernieres  equationa« 

F(c,t)  =  j~^F(c',a)  W 

et 

m  2  Tang  ö 

Ott  T  «t  <f  ne  8ont  pas  lea  aoipUtodes  qn«  daas  le«  pr^ 

cödeotea.  E&  prenaot  dana  (9)  « dana  (a),  le  prodoit  de  caa 
^ualioDS  donna:       -  ^  '       '  ■    *  -  < 

da  aorta  qa'en  niettant  dans  (e)  pour  a  la  valeur  de  donnäe 
par  Sini/;,  on  doit  obtaoir  la  formule  pour  la  dapUcatlou.  £o 
efEat  8m^  donna 

.       Cois y  V(  1  — <^Sia ^y)  ^  Cosy.^y 

at,(i)  poiivant  a*dcrire,  ni  Too  chaaga  c  en  ^9 

 aSla^Cost^  

(1 + e)  Coa»i^p— (l-  c)  Sin>  * 

on  troQve*  aprds  quelques  reductioos^ 

 2TaBgy»^y  

A  ang  «  - 1  _  Taog  V + <^  Sin  "9  Tftog  V 
(Voyez  VarbiiUt  etc.  pag.  42).  ' , 

2.  Seit  r^qoation  dai^raptieUa 

•  '  '  _   

et  proposoDS  nous  dy  sat'isfaire  par  la  transforniation  paris  or- 
dinis,  oü  le  d^nortiinaUuir  de  la  fraction  rationnelle  s  eUeve  au 
quatrieme  d^grö,  ce  qui  apres  la  prececlente  est  la  plus  simple. 
|4  et  c'  sont  des  inGonnues  ä  deterniiner,  avec  la  eaoditioo  c;'<L 
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Alors  on  iM>ii6ra  pour  y  ia  fractioo  irredii«tibie 

1 

Mals  «i  Ton  ^r!t  daos  r^qaatioD  dlff^rentielle  ~  a     pl^e  de 

eile  devtent 

_   ä^' 

donc  B\  une  fonction*  y  ss  f{s^  aatlsfait  k  Ia  preml&re»  la  fonction 

y=sf^^^~^j  QU  f  dösigne  la  m^me  composition  de  la  foQction> 

satisfera  ä  la  seconde ;  et,  comme  en  voit,  apres  la  räductioo,  qoe ' 
les  deax  ^oatioos  dÜ^ärestieRss  ne  dillftrent  pas«  il  fast  aussi 

que  les  deux  fonctions  f{x)  et  /^^^  soient  identiquement  öga- 

les»  s'ils  prennent  slrnuitaneinent  la  meme  valeur  ponr  ane  Tsleiir. 
de      qui  esl  ind^pesdaote  de  e.  Substitoant  dans  y  i  la  place 

1 


de  X  la  valeur  — ,  on  obtieot 


les  deus  fesetiens  f{pc)  et  f(^~^  s'^Tanoniasaat  pour  «ssO  Ii 
faul  qu'elles  soieut  identiquemeot  egales,  ce  qw  exig«  qne  Ton  ait; 

e*  €^ 

,doDc  ß=c,  />=e^  et  J  roate  indetarminä,  taodis  qoe  le  faeteur 
Ifneebange  pas,  ear  jj         Od  a  done 


eü  il  oe  reate  que  les  inconoaes  M  et  A,' 

Pour  quo  la  traaafoniiatioii  renssisse  H  hui  prsmi^remeiit  que 
leprodult  (l--y>)(l-VV)  ^•▼iciu>»  dWisible  par  (l'a^(l-c*«>), 
•i  an  y  parte  pour  y  sa  Taieur  es  a?.  Aiosl  an  de  ses  quatres 

1  heil  XXXIII,  M 
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facteurs  devra  «'(hraMMMr  |»Mir  jr=:l;  mais     ne  chungeaat  pas>  si 
1 

on  met  —  a  la  plaee  de      le  m^me  factenr  «'^vanonira  aassi 

ex 

pour  «s-^-  Stipposons  que  ce  8oif  le  factenr  I— y»  ators  oa 
aara  y  =      pour  a:=l,  ce  qui  donoe 

et  ainai 

A.vec  cette  valeur  od  trouve: 
et 

•~  (l  +  e)(l+iijf»+«aa:*} 

Secondeinent  il  faut  qiie  le  produit  des  fonctions  dans  le  produit 
(1— y*)(l — c'^^)  soit  un  carre ;  ce  qui  exigera  que  le  iiunicra- 
teur  de  chacune  des  fiacliuiiö  en  particui'ier  soit  un  carre,  car  on 
verra  lacilement  que,  y  etant  une  fraction  irreductible,  les  »ume- 
rateurs  des  fractions  qui  sont  dans  le  produit  (1 — 2^*)  (1  —  C^y^) 
11  aurout  päs  de  diviseur  commuti  oü  eiitre  .r. 

Pour  que  le  numeTateur  de  la  fraction  dans  aoit  an 

-caire,  ea  a  la  «eal^  eoDditioo 

on  voit  que  si  le  numerateur  de  ]  ^  c'y  est  un  carre,  ce  carr^  aera 
de  la  forme  {a^ acx^)%  ce  qui  doiine 

««=(l  +  c),  2a/J=:<j'(l  +  ««+J),  p*+2««c=il(l  +  <?); 

portant  la  raleur  de  et'  dans  ß'^»  on  obtient 

ce  qui  fait  voir  qne  Toii  doit  avoir 

^—2c= +  2(1-1  c)Vc  et  i4  =  2c  +  2(l +c)vc, 

♦ 

et  par  eeBetfqot at 
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ei^pUguet  de  Ic  premtmre  Hpeee,  M 

•nauite  ^  aefitat  ' 

2«iy=sü'(l  +  c)(l+Vc)«,- 
ei  eofio  IW  obtient,  par  relimination  de  a  et  ß: 
8(1  -f.  c)»  VC  ss:  €'•{1  +  c)  (1  +  VC)*, 

d'ou 

VC.    .       _2v2(l-f  c)vc 

•    .  > 

Oo  voit  aisömeot  «|q6  cettc  rdlw  de  e*  est  moinflre  que  riioitö« 
car  on  a 

.   ,  (1 4-  VC)* - 8(1  -t-  c)  VC  _  (1  -Vcf 

-         (l  +  Vc)*  .  ~(UVc)* 

doDc  c'^sl  ®* 

81  on  avait  snppos^  que  le  facteur  1— c'y  s'evimawaaak  pour 
«sl,  on  anrait  trouvo  de  la  meme  maniöre: 

^  -8(H.c)Vc- 
donc  c'  serait  plus  graud  que  l'unite;  et  la  diffdreotielte  trans- 
formee  ne  serait  paa  imm^iateinjent  reduolible  aux  fenctiena  eUip- 
tiqaes.  Enfitt  oo  verra  alaenieot  qa'il  est  lodifdrent  de  snpposer 
^  =  j- 1  poar  «  =  ] ,  car  si  l'uo  a  ttea  pour  certaine  nktwt  do^ 
Tautre  aara  Ileo  ponr  ooe  valeot  ^gale  mais  de  eigne  eontralre. 
AimA  on  aora 

«  T     +  «ca^^  =  (1 « f  c)  Vc  +  cx*)  V(l + c) 

et 

CO  qoi'donne: '  ' 

Va-irt(l-cV) 

(I  ^c:i;*) i  1    2:r^(e -  (H-  c)  Vc) -f  c«^^t  ^fi  _-swi_eV) 
=  (Ti-Ax^  +  c*^)«  —  V(l-*-Kl 

Maintenaot  '11  fant  ebeore  qne^  le  facteur  devant  ie  radical 
V(l — ^(I~c%")  dlsparaisse  par  la  substitoüon  de  dans  la 
dWrentblls  k  transfomef.  La  valeuf  9  donnes 

1  -t-  c«-»- 4  l -jA - 3c) +  c (/f  - 3c}a;^  -  c^^g* 
on  .  '  ' 
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^  _  ^-^c^-l-A  (1— car») (I- 4c)ar« -\- c*x*) 

Si  Vmk  Bolittltae  lel  Ift  ralftfr  de      on  traaTera  finalements 

dy  {}^Vc)^dx  .  1 

V(l -r)  (1  -  c V)    V(l        (1  -  c*««)'         ^    (1  +  Vc)« 
et  . 

_   jr(l-f  cj;*)  

l^-^i^-Vc;  •i4.2(c+(l  +  c)Vc)»»+<S*«** 

3.  Evidemment  on  obtiendra  la  dem  lere  e<jiiation  en  appli- 
qaant  deux  fois  de  suite  la  tränte formatioTi  la  plus  simple;  et,  en 
f^p^taot  ind^finimeDt  la  meine  Operation,  on  fbnnera  toutes  leg 
tnuisfefflDatioiis  paris  ordinis,  qui  nieueut  ä  la  Uivtüiuu  des 
foDcHons  F  per  nne  puissance  de  2. 

En  ^eneral  si  l'on  pose,  eo  dec^igoant  par  c^»  «k» 
ia  suite  des  modales  croisaaDts, 

on  «ura: 

fXc„,i/;„)=(Hc„_x)F(c«-i,t„-i)  et  = 
alnel  en  poeant: 

Sia^  donneiaS'- 

A  (l4-C„-l)Pn-iQn-l 

d*on»  en  rtfmarquant  qae  P»  et  0»  n*ODt  point  de  factenr  cemmaa, 

P«  =  ( i  +  C„_l)  Pn-l  Qn-l ,  (I) 

prenant  pQ•=S^v^1p^y,  Qq=zI,  ces  lormules  donneront  successive- 
aeut  Sßni//, ,  Sin  t/;2  ...  Sin^  en  fonction  de  Sint^^. 

Si  dans  requatlon  entre  7/;„  et  i^;n-i  on  fait  saccessiveiiiABt 
fi  =:  1,  2y  3*  •  —  »>  le  produit  de  ces  ^quations  particnli^es  donnern: 

F(€m^m)^(}  +c)(I  +  Ci)(l+Cj)....(l+C^_l).J5Xc,^o).  (ff) 
L*<$qaatiou  {ß)  et  celle  qui  donne  Tanc^^r  en  Tans'tf  donnent  gen^ 
raleraent,  si  Ton  designe  par  hm  le  coiQpi<§ment  d'an  modale  qod« 
conque  cm  de  la  suite  des  moduies. 
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•i  «o  piMd  wah<—i»t  du»  e«fc<yi>|faM:p»t  <^  l>  Tatet »  e„ 
e^^V^-i,^  derirndni  v(l-.«,^)=»V(l-7i^'='-V«)=l?'^='! 

et  g^n^raleiuent  ■  .  •  •  •  • 

substituant  donc  ces  valeurs  dans  les  deuz  derai^Ms  ^natioM, 
on  aura  les  suivanteg,  oü  les  amplitiidM  Xm  et  «b-a  M  sollt  pas 
les  m^mes  que  pröoädemment: 


Tanffrl—   2Tangr„.-i     

doDc  81  I  on  pose 

ou  troavera 

Rm^^Rm-lSm-i,  (2) 


etsiroDpreaa  l^-2Tang«e<  -Si>==(l+c«_i)~(l-c«_i)Tang2,^, 
OD  dotarmioBra  auceeaaiTemaat  Taiigr,,  Tangr, ....  TaDgr..  en 
fooetioii  cEo  Tangv 

Faiaant  dana  l'^quation  (^e)  succeaaivement  m=l,  2, ....  «,  le 
prodoit  dea  equations  particalidre«  donnara:. 

doae»  eo  pianaat  fbs^,  le  prodnit  de  (0)  et  (f*)  donnera 
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qai  «ontient  la  miiläpIieafioD  par  oae  pniaMiie*  guelcoDqoe  de  2. 
Eiant  dooniSe  rampKtade  ^q,  U  faadra  calcaler  ^  oo  par  les 
foiaioles  (I),  puia  r«»  ftni  «at  l'^mplitade  de  ^  fois  U  fonclion 
donode  par  lea  foramlea  OB). 

De  r^uation  (J)  U  8uit  encore  que  I  on  a  =  2jr,  pour 
Tm-i  ~  \n ,  doDc,  en  vertu  de  la  relation  entre  F(6m»  i^n)  et 

2F(M  =  (1  +  c«-i)  ; 

faiaaot  sncceaaiTeiiMtnt  m=],  3«  3....»,  le  prodait  des  idraMais 

paHicaKera doone:  2"FK6»)ss(l -|-Cq) <1-|-«j) (1  •H;s)....(]-Kii^)JFtU 

d'oik,  en  aappoaant  )i=s«o,  et  par  eonad^vent  c^^J» 

f(6H)=sfX0)  =  l«t  00  trouTO  poar  le  prodoif  d*oo  nombre  lofni 

^    ,  2       2        2  F{b) 

de  facteurs  r^'Y^^  - 

4.  On  obtiendra  les  traDsformatiotitj  iFordre  pair,  qu  m^nent 
ä  la  roultiplicatioD  de  la  fonctioo  F{c,  tp)  par  uii  nombre  pair  de 
la  forme  ^.p,  ou  p  est  impair,  en  combinant  la  transformatton 
pair  de  i  ordre  2"  avec  ceile  de  Tordre  p,  qui  doBU^e  par  b 
foimulc  g^n^rale  de  Jacobi. 

Pour  döinontrer  la  formule  de  Jacobi  daoa  le  cas  particulier 
de  ^  =  d>  qui  est  la  plua  aknple,    on  poae  gdoerakne&l 

y^M  \.  ^  Ob  est  condoit  ^  cette  suppositioa  parceqae 
rdquatioo  differeotielle  ne  cbaoge  pas  quaod  oo  ^  uet  simultaoe- 
neiit  ^  place  de  ^  et  ^  ä  la  place  de  faisaiit  eeti» 
subatitution  dans  la  valeur  supposee  pour  oa  retrouve 
y=  ~"Z+e^:c^  comme  cee  dem  valeur»  de  y  s'^wmowi- 
v^crit  avec  il  faut  qu'elles  soient  ideotiqueiueut  egales,  ce  qui 
aura  Uen  si  Tod  prend 

En  raiaonnant  comme  prdeddenraent,  on  trouvera  qnld  et- 
core  Ton  peut  supposer  que  le  facfeur  1     du  prodnit  | 
seit  divlalble  par  l^j;» aloca en a  9=] ,  pour  «ral,  ce  qal ( 

*='^3Hr^'  ^^^^  *"-TM  = 
Ainai  Ten  n 
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eiHpÜguet  de  ia  prämiert  tepeee,  Wkl 

eette  vahwr  et  celle  de  c'  doiHMBiitfi 

1 T*»'«     /l  x-.»^  (w<  -I-  c^)^  T  c(c'-^»)a:  H-  Ac^{\\A)x^ 

Oo  voit  «{n'ici  H  n'y  a  qa'nee  seole  condltioo  potir  lav  m%> 
n^raieiira  cles  fractioriK  qui  mulüplient  \l^x  et  l^cur  soieut  des 
cturrte,Bi^voir:  (€«-a*>»=4/<»(H-i<)(i< ee  q«i  serMoat 

3il«+4(I-|-c*)il»+6e«il*->e«s=a  .  .  .  (A) 

Determinaut  A  par  cette  ^qaation  on  aura: 

et  par  c^nsequent: 

La  valeur  de  y  doane:  ^=tj]|-  (Tf^i^S  » 

donc  on  «ora: 




—    A^  *(l+.4)(J'+c2)--(c«(l+J)H(.4+c«)«|a:Hc2(l+^)(.4Hc»)a;* 

on  le  second  factear  derant  1a  diHtoitielle  an  secpiid  memlire 
ee  rdduira  ä  une  coDatantej  car  en  poaant 

on  a   ^  =  l\\  'A){A  ^'i)"'*  «P'*«  «"^^^nc- 

tion  devient  la  meme  ^quation  que  celie  qui  d^termine  A,  La 

fBleur  dnr  faetenr  eem^done  C  m  (T+l^t^c*)'  ®*  dwniÄre 
dquation  difli^reniielle  devient 
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 _dy__  ^  -f  dx  

V(l  — (1  -  c  V) ^  (1 + ^)  V(l  -  Ä«)  (1  -  c»«*) ' 

Si douc  00 prend  ^»=db  ^^V,  ,  la  vaiear  ^« -|- ~  A-^dV 
on  il  e»t  d^termioe  par  (A),  safiafera  ^ 

c2^  -f  fwfa: 


V(l  -y*)  (I  -  V(l  — Ä«)  (l — c^Ä«)  • 

.et  Ton  aara  auivaat  qn'oo  prend.dans  |t  le  «igne  sape- 

rieur  on  inMeur.  Poov  fidre  voir  que  rtfeilenent  ces  famiilea 
a*aocordeot  avec  cellea  da  Jacobl,  noua  remarquerons  qu'en  posant 
fXc>9i)=3F(c^  (pi)  on  a,  par  lea  formnlea  pour  la  multiplication: 

doQc,  al  «1  et  «2  repr^aeataat  lea  aropUtodea  da  tiera  et  deox 
foia  le  tiera  de  la  foDCtion  cemptöte         c'eat-ä-dire:  si  Ton  a 

F(c,  «i)  =  \F{c) ,  F(c,  oJä 52F(c,  «,)  =  |F(c)  ==  iF(c,  ,  on  d^ 
tarnninera     en  faiaaat  dan«  la  fornrale  pr^*Mente  9^  ss  tt»  9^  =a£, 

ee  qai  donoe  0=| 3-4(1 Sin 2a2+6c>Sin44ii^-e«Sia%^lSi«%» 
ea  en  laiaaaut  de  eAtö  la  racloe  Sin  «2  =  0, 

8—4(1  +  c»)  Sin««» + öc^Sin*!^  -  c«Sm%^ = 0; 

cooiparaat  cette  ^quation  k  (A)  on  voit  que  Ton  a 

1       ^  .      ^  1  +  ^  Cos««« 

^«-öiii^i  coDsequent  ^^-^-^  =  ; 

niai«  si  i|;  et  9  aoat  lea  amplitudes  de  denx  fonetioDs  complemen- 
tairea  on  a  (Verbniat  pag.  40.)  Sin  V^r-^^^*  dfme,  en  ranar^ 

qnant  qua  «1  et  dana  ce  aaa»  on  anra  ^^^sssSin^, 

et  «so  anUes 


oü  dana  y  et  fi  U  fiint  prendrealmaltandment  lea  aignea  superienra 
oa  Infdrienra»  (Voyaa  le.Traltd  deLegendre»  I*  SappUment, 
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£ij^ge(i.  über  Ketienbrüdie« 
Herrn  Dr.  «T  F.  Eöniyj 

PrufeMor  Rtn  Kneiphörschen  G^tmiasio  ssu  Königsberg  i.  Pr* 


Die  folc;en(lei»  Blatter  enthalten  die  Ableitung  einiger  bekann- 
ten Sätze  auf  einem  andern  als  dem  cewohnlicheri  Wege,  8o  wie 
auch  einige  neue  Formein  und  Ivelationeii  zwischen  einer  Zahl 
und  den  Naherungswerthen  ihrer  Qiiadratu  urzel,  die  mir  der  Mit- 
tbeilung  nicht  unwerth  scheinen,  iier  Kürze  wegen  habe  ich  die 
erste  Periode  des  der  Quadratwurzel  einer  Zahl  entsprechenden 
Kettenbruchs  gewöhnlich  nicht  ausgeschrieben,  sondern,  nach  dem 
Vorgange  Degen 'a  in  seinem  Canon  Fellianus,  nur  die  TbeiU 
nenner  bi^  zur  Mitte  der  Periode  und  den  mittelsten  in  eine  Pa- 
renthese eingeschlossen,  so  dase  z.  B. 

V28  =  Ö  +  ?^1    I        '  ä5;3,(2). 

und 

gesetst.iet 

Die  Boehetaben  bedenteo»  wenn  nicht  da«  Gegenibeil  auc- 


drilddleb  bemerkt,  bt,  durebw^  gaaa»  Zabkn. 

-rkeu  xxxui. 


% 
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J.  1. 

Jeder  von^  AlAaig^'lo'  '^lettofefHsl^-'iii^^iitttl^i;!^ 
driickt  die  Qnadratwurtel  einer  ganzen,  oder  gebrochenen  Zahl  aoa. 

Heisst  die  ^rösste  in  dem  Bruche  enthaltene  Zahl  u  (welches 
m  auch  =ü  «ein  'kaiHi7^^*(»SNirtiehl«g«^ertb  biÄ^  ans  Eiide  der 

erstell  Periode  {^cii^Uj^l^i^t^l^  der  KettenbMicli 

aymmetrUch  Ut,  der  Nenner  des  vorhergpÄewdö»  »Byi  i»«d>  der 
NlheroogawertfF»5lbst  .  ^f,  l^^^^^^dem  Brucii^: 


woraus 


Da  die  eiste  Potenz  von  A  fortfallt,  so  4»a^  irtan^  *di«* J allge- 
meine I  orrii  dir  t^ati/en  oder  {gebrochenen  Zahlen,  deren  Quadrat- 
trimel  dem  gegei^enen  üetteubruche.  zugehuVtf 

Nimmt  man  noch  den  Theilneoner  n  hioau  nAwJsAt^iKn^fJä^ 

'  1 

ler  dieae»  Mbecuiigsvvettbek  HU  ^  — so  l£t:  (.Ul 

.'     S"-!;  a'ia^  Yoaiendglln  ai  aa^?'^' 

folgUcli' 

^  It»,.  :  .  ft-x'ftab  «ftöuA  oal£ 

Bereehoeng  der  Kettenbrficbe  der  Quadratwtirxeln 
ei«lg4A^«MhD  l^oi  ati^Meiem«  wFo^n. 

und  wenn  man  r  =  w*~^  set^t:  .    '  uani^li 
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Künig:  J^inigea  über  KetienbrkcAe,^  171 
3)  Vm-^+w»*  =  m*;  (2m*-«).  '  . 

9,  '   ^,  V^w^f  2  =  n;  («).  . 

7)  1^^!^CT>=w~ir^a^^^  '  • 

Ut       ls=ni%),  also  ft*— l  =  fl^m^-i^2)/ilaiif.irirdj^^^^^ 

--»alto«dllÄr«»i=fti»*B^:ji!.^'i-,  t •„  ,    .  - /.         9ib  »a 

d'c^a9tt®lMa$Au  üsnia  »  i9nn9fllf9iiT  flsb  doon  nfiin  ImmiTI  - 

Die  WuraelD  ans  »»5:1^3  laffse^/l,^  mehr  auf  Iballch« 
Wcjse  in  aligemeiner  l^oim  daufeneD* 

.  11)    .  yn?Ti-ni  (2), 

•  •  • 

also  aücli,  da     — R  s  (n (t-<-  ^ 
1»  Vl?^==fi-1;  (2),.  .  . 

14)  *  V«^i*«ttB»^*-lt  1,  (»#«|&-^^ 

Ist  hier  mÄl,  so  wird  =s i(- 1 ;  l,  (0).  <^ 

Dieser  Ketten bruch  jriefit '  aus'sor  den 'If^äfiei'uiigbWöribyö  des 
Nr.  T2)  immer  noch^^^rei;  Dämlrcli  der  Quotient  1  vor  der  ^11 
giebt  eines  so  grossen  und  dor  0  wieilerj^ait  den  vorbergebs^den 
zu  ideinen.  ti\J'>8  -  -^wr-^  nfiiu  b«;. 
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37St  König:  BMßii  Üiier  keiimM&ile: 

§.  3.  ' 

Der  Berechnung  der  allgemeinen  Formen  einiger  Zahlen, 
toefti^«rzeln  durch  ja%e»Pf»i\e,^F<f !?;^n ,XftHriK«tt?/l&5Hp*^ 

fedrflckt  wertten,  mH^^jfp^S^^^^  Betrachtung  vorausgehen. 

lodü  Iiis  idöiS  oni^^ia*»'!'  i>i'iJ  *»  iCT wfejffwlad  oa  «ld£^  sbnioj» 


bau  M  101  ac^^te.  /^  ö)d/id90i8d  .€     d9«a  o^^iaiJ 
also  Ut  n-^ü  .ij3&rti;edT  ndnsdo;}«.^ 

^  =  a;  6,  ....6,  <i;  (»)  -flsdösöa  .1 
folglich,  wenn  man  m^^p  BtHU  ^. 

Ebeo  «o  iat  p  s  bq-^r,  9  =:  er  -f  «         «  =s  A'i:^ *  Substitoirt 

man  Immer  di«  Wertbe  der  (blgend^  J^hftA{>^i9U/?)*'  m<»1^^t 

MD  gana  die  Bildang  der  NShernn^i^^r^rtV^^iiiitb^i' 
den  dilttleUteii.NSbertBgevferai  bedeutelj^/diril  letllts^O 

m«2»<dbC«. 

Dn  «tä^^  -f  9»  eo  wird  oacb  denyel^en  Bildongsgesetae  das 
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,n9\dßX   isgini^   ^errn«»^  »lani^mej^llß  i»h  ^änunrfosioä  iMl 

Aniahl  der  TbeitMiiiier  to»         ^«^1^^^  J« 

nachdem  di«  Periode  i  T   \  mmelste«  QIM  iMit.  Wird  y  elM 

gerade  Zahl,  so  halmdaSnbeiW  und:  i^/onr:  keine  Zahl  au  über- 
epringeo,  x  (ür  t  and  dann  für  t  Jede  gaose  Zahl.  BO  J^is^n; 

t  =  0  ist  nur  statthaft,  wenn  die  zweiten  Glieder  positi?  aiha  und 
ß^-i  ifiv«  oa  «n  .       U9vfia0  eib  aado  aad^md 

C*>2IK,  '^''S^    """^     pesitiT  werden. 

Einige  nach  {.3.  berechnete  Werthe  für  Nriviid  m  aue 

gegebenen  Tbeilnennero. 

l.  Gegeben:  («)  .  .,,4     =  ^ 

^,        ;}st9a      SS  IIS  oam  onew  «dailgfot 
Par  ein  ungerades  a  iet  g  fö?  (  in  aetsen. 

%  Gegeben:  {«».^   w 

0  da¥r«1a6  ki^irf^  (ffig^rade  Zahl  sein;  drend^fiM  Mir n^MMrar^llr 
a«aßß^tzt^-iSÄ,,5}„g^,wer^^^  /  r 

fdr  o  und  6  ungerade,  sonst  i«t  1  Ar  i  au  aetaen.    a  gera(6>7% 

ungerade  ist  uozuifissig. 


fi^h  »if^'#'*»<i^^-«i>if3  iT9(J!')8tii;ib  doßQ  bii^i  oa  .0  4- itn'rs: ic  aO 
4.   Gegeben:  a,  (0,  6)  ^  v 


eiste  > 
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fi==((aÄ-f  l)«  +  «»)f  K(a6  +  l)6  +  ci)^*  +-i"  ' 
Iis  darf  Dicht  sagieich  a  nogerade,  b  gerade  sein. 


1^;  b,  e  dMe^ym  zug\ä^üW'Üiigei^'\k\L  1iftff«ttr  ein  ^gerades 


c  i«t     (ui  t  zu,  setzen.  .  ,  . 

6»  Gegeäfen:  fl,  6,  (c,  c)  -»^  't'  -Uisgo« 

.V  =  t  («6  +  i;c  +  « )  H  (a6 + 1)«,  C  =    + (6c  + 1)«, 


Pte.Vivbjiidblig«!! .  >  ^1    -        4      I     n  ' 

ufigeraiM 
ungerade 
gerade 


gerade 
gerade'' 

ungerade 


le 

nngcrade 


gerade 


sind  unetatthafl.  . 

7.''  CMigebfettt  (rf) 


Cnr(6c  +  l^|26+^(6c+l)},  •  * 

5  ist  fär  t  zu  setzen,  wenn  1)  d  gerade«  o4er  2)  alund  c  un- 
gerade,  oder  3)  b  gerade,  o  und  e  ungerade. 


ft  wird  keine  ganze  Zahl  für    .  ^ 


a 

gerade 


e 


ungerade 
gerade 


gerad^ 

ungerade 


«mgmde 

ungerade  . 
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8.    (Je^ebeui  a.  b.  C^  ^,  d)       ^    ^  ^  ^  ^  ^.  , 


gerade 
ungerade 


—  0 

uegerade 

gerade 

gerade 

gerade 

1  ungerade 

gerade 

i  uiii^erade 

ungerade 

gerade 


'  ■  :  V  ■  i  ;- 


^  ist  fflr  i  XU  4^z|e«n>fF1i>o  : 


a 

gerade 


gerade 


bi> 


6 

gerade 

iinsecade 


jnge  


€ 

gerade 

ungerade 


gerade 
}e 

angerade 


trade 


riArfJMJeou  bei* 

Die  Bruche  ^»    —  ^es     3.  lassen  sich  au^iU^  idH  Be- 
is  y 

DQtzung  der  ersten  HäUte  der  Periode  finden,  Heisst  nämlich  der 
echte  Bruch  0;  «,  §\l.X{ii,  e)  und  der  letzte  Nähetnngsüerth 

der  ersten  ÖälHe  (bU  zum  ersten  -  fncl.)         di^  ^äfli^üd^ 


also  in  der  zweiten  Hälfte  der  Werth  ve»  -j  We  ^  Inek  — und 
der  ?eii  --^  bie  -  Miel.  ^„  ee  let: 


und 


iV'  •      -      ^  M 
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d76  WMg:  Ei00t9  0Hr  i(0ttmtMM^ 


Cm*  OT f  r/?*  * 


I 


V\r  i>f       •  P 


J#  nacbff^  ^fe  Anzahl  der  Quottefat^^  oboe  die  Gaiizeii, 


•Uo  von  o  biA  2k  incl.  j     [  ist.    l.  ^ 

Sfout  mau  0;«,         .s^^^,  jHeinen  Vorganger  2*':1fl4fl 
1  .  , 


1 

*  bl«  g  iucl.  =  ^  und  _  /^|.^  ,| 


,  0  bo  h  9 *f  n  ü  J « 1 ;»  n  b  ^  t  i ; .  <       .         <  b  n s }  x 1 9 1  e  1  ß  i  j  a  u  > 

^.  ö.  i  -    u  «  S  7  a  b  d   i  s  1  g  d  d  J 1 9  v 

H&t^Wi/  Rett^utfuch,  der  die  QuadlA^m]?7i^  ''&^^^ 
Zahl  A  ausdrückt,  in  delr  Mitte  der  Ver\ode  W''e\neii^i^^ 
Her  2%,  so  kaim  mtn  sidt-Miiie  ersteoi  QuoUenten  bis  zuri  ersten 
n  Ind.  nfcbt  lo  der  entballpn'^OTatclIeii  und  diese  mit 

dem  aweiten  »  beginneo  lassen.   Offenbar  Ist  von  hier  ab  der 
Kettenbrueh  dann  auch  periodisch -aymiiietriseh,  also  nach  §.  1. 
»einer  Qufidratiriirxel  gleich.  Helsa!. dj^ese  VB»  somnss  ])  i7>], 
allgemeitt  aber  <il  sein,  da     die  grOsste  gerade  Zahl  In  \/B, 

B  gleich  ^{^ner  ganzen  Zanl  nicht  der  Fall  sein  konnfe.  Es  ist 
also:      <j(||^7:5:a  iS«iuiN»tv>  »;»»fh  oi  K  mw  edti»'!/  isli  notluliSr 
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^  __*M*''^nfhm'vB  _  y-i-iirvir 

und  wenn  mao  B^-^  «eUt».  mit  dem  INeuner  miütiplicirt  ttud 
die  ratiitoalen  und  ebenso  die  Irrationalen  theile  einandet  sJeleh 

■9.  \ 
1)  A]S'=^M''x,     -  ^.  f  •^^»»«  §  »'^  * 

folglich  ^  i  *^  ^J"^ 

Betrachtet  kiin  äl«o  dien  hal beii  loitu  lston  1  A*Btt- 
neoner  als  letzten  der  ersten  Hälfte  der  ersten  Periode, 
dann  ist  das  Produkt  der  beiden  letzten  INäherungs* 
ivertbe  gleich  der  Zahl  Ä, 

..»'^•»  aiüs  aid  «9Jtt9^}.)pi^M«:iV''  iV^  '  isn 
..T  p/»?i!(»  hau  f%^\\^i'ß-'r^  M'  «l^»^'  * 

j'*;»  'Jju  ;.-id'Hov  itn  ii.tiv.  •»<  -  '  »tr>titu*^r»d  >t  if'^lia^s  «iah 
^i'p  »<»aii  o<ftiB  eTl>f*.w*jr  •  dauA  mißh  dcuidflüli^^^ 

,i<^Ä  U  »BUiii  t>}i  ..Vi  ^r  .^^  ^    .doidls  l^sinwJsih^up  iBni» 

/c\  >  rti  idöX  »l»6»*#ij  5ftis<^;jip  ethA!7  «.5  ,  ni^a  K>  led«  nisfifd^^^i^ 

'Ö^Semi'  i^fereljf  ^iS^finitiation  von  ^  tiui 'l)^lM"21rf^ 
ftöh  it  =  +(iV'«—^2V^,;ÄU<*  Weine  eau«e  Zahl,  ü^WauÄhyu 

«3    ."SlnoiM  iil^*»  JißT  löh  ld*»iii  5iT/i\  il.»Sius^  '"'^  ^•••Ä- 

stitutioD  der  Werthe  von  A  in  diese  Glelehung:  tP9,U 
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Da8s  X  eine  ganze  Zahl  werden  muas;   folgt  schon  aus 

A  =  2y''2v^'        nSmlicli  M'^wid  N'^  und  ebenso  M"  und  N" 

f^i^äVtl^ääilM'imJf^U  iHltt«4^"m '  'f^^'^an ttihlen 
werden.      'liitn  tliidi»      «iKißd  ui^gt  J      idaiu  u  buu  ,«tBUfu  iii-)« 

,1^  :-4>9^^iw]ukt  4er4>eideni^rfz^VKijileuii^^'^i^Ha]le  gau* 


Zahl  A  geNn,  d.li.  ^  ist  keine  PHawiahUtea.y  idfcnifc  ^»üisä^ 

kl^oere  «lieber  Faktoren  7»^,  =  ],  und  der  srössere  eine  Primzahl 

ist  Da  aber  ^  c«;  ci,  and  deaehalb  -^;=sk;  ojj^  ««^«.41, 

so  muss,  wenn  M' =  sein  soll,  x  =  1^  seiJd;  d.  h.  der  mittelste 
Quotient  gleich  dem  letzten,  also  auch  gleich  dem  ersten,  oder 
die  l^eriode  begitint  für  A  gleich  einer  Prii^z^^j^  jic^^e^^  ^^adra^- 
wur/.el  in  der  Mitte  einen  geraden  Quotienten  bat,  mit  deai  <^ao* 
tienteo  2n.   Dann  ist  .  ^     .  \. 

'«'  T^Wir  halrän  ^afäö  auFdi^«ein  We^e  den' bekHnriU^  OSal^  lif^ 
Aeiielt  dass'>die ^aaivativurkel  aus  einer  Prlmaabh  mitriß hlMailbiiit 
dekcp^onctdiur  li'orni^ik^  4"  ^  >  ^'6  s^leich  mit!  2n  be^erien^x^lyiiiitfi 

Slettenbrudv  mit  einem  geraden  .Tbeiliiepner  in  det  Mitte  sebeo 
ggiri  + «  »"»^  '■■  ■  *>t'n  *l«n  xS  lonnsnlittdl 

Iceine  IPrimzahl  *  sein  kann,^  folgt  ancSi^o^on .  a^  den 
Wertiiett  für  A  and  x  (§.  6.)  auf  folgeitdoJVPdMS  ;  ^^^^^^^ 

IM  nun, ! ^'i,t  wenntves  .nicht  ==1  »«t,  mit  M'  keinen  Faktor  »e- 
jp#}^lud^en^jifd9<l  laM^b^in  7lf'*—;iil^'*  nicht  auli^ebtn  katwi , 
mnss  es  ganz  in  %M'    M  enthalten  sein,  folglich  besteht  A  ans 
3iW«r'l^^aßlorert',^Ho'n  dfenen  keioe^' ^1 '  sein  kann.    Offenbar  ist 
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Kein  n)U68,  und  ^  nicht  =  1  seiu  kann,  sq  erhält  mm  igi:^)^'«* 


Iö££inn^  9019  e'fd^üis  xsüiü^'ui  >  v!<>l!c'1  Tjeaiii  aianbiJ 

f'       .        y»==.V  h  ••••«>  ,C^»)'  .... 

Yii.6=Y  T-  =  w;  C-sw),    ^  • 

Besteht  A  au«  mehr  als  awei  Faktoren,  so  er^t^jggpfi  fi^gp:^ 

71/'  "  - 

MB  {ft=z^,,  oder  all»        iÖelcbiiiagn^«— üeber- 

||eii1&dildiiriiiaeiMi4Mmifd  k^aa  beacH^SanräwA^ii^m.iüe^mkf  llä^ 
gillMg0<^«^e>'bn&bfaiQtider  Alille  4er '^«niodfe  «beacgeindsb 

TbeiToenoer  2x  hat,  und  ilass  V  ^   zwischen  x  nSSa 
Je  nac^d^]^  der  mittelste  Quolieut,  ohne  die  Ganze^'  ai'i 

I  ungerader  * 

,      V  4  Vs        r-  '       .         V       V  f  Hf.^      .  : 

§.  9.  A  --^^ 

Die  §.  f^.  gewonnenen  Formeln  (Ür  i4  f  B ,ttf^  Ue^kiüteu  auoh 
Hire  Otltigkeit,  wenn  die  Periode  in  der  > Mitte  tlitieiPl^ifgenideN 

ist  immer  «in  Bruch,  nHmlicb  ^     .  ^ ^ 


r 
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L»       £u  oeaGuten,  da««,  wenn  man  mit       ^jiik/V^ .iWAflP 

reebnet,  de«  nacb  der  Formel  ^^Jjr^i   erhaltene  Resultat 

darcii  4  zu  dividireii^t.«^^  tR-f^'^^ 

let  siT  A-^m  'Mf  *^^ptlHr#i#  li^  FaU  «ein  niiui. 
A  itae  MmsabD.  <o  iet:      .  ^ 


oder 

ITU  wenn        ohne  die  Ganzeo,  an  ]„^^ader{ 

#r  88kh'^miää'^JI''Wrr«  «^^      tiikaioik^^^!^  ^  ^' 

ibiginMift  mgn.ylBff  .l'im  -  ndlidw»  mos  aid  -  ditoT/agaowif 

.  J>er  4li»dr^iV(4^s<V^  •  ^(fr«m^<Wi|i  lu^b ableiten ofaie 
Eindabrnng  der  ( VA.^i)Bei  d^^b(|^  ^  Be^eiqbnung  deo  §.9.  ist 
oXmllch  in  der  swelten  H&Ule  der  Periode  der  Bruch  reo  —  %!• 

I  Ä  ..  ..  i 

jj-öj^,  ond  der  ihm  ▼oraDgebendn  fon  -  bis  ^  =  _  ^^.7. 
d.i.  gleich  dem  Quotienteq.  zwischen  de a^i^blBm. der  echteo 

.  1         '  I    * ^  ilSfD  (11191'' 

Brflcbe  in  der  ersten  flfilfle  von  -  bis  -  und  oemcm  VorgSncer. 
Dono  ist  der  Werth  vom  «Welten     an,  d*  i 

und  wenn  man  för  L  den  Werth  «u^i^uMltj  irp4si|it  dem  Nennet 
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« 

inuUtpliGirt,  so 'werden  die  irrationaleji  Theile  identisch,  die  ra- 
ti'i^ibale^^beilA  '^^  «s  »-.'*^  ^ee*b  ,ii»JayÄ»a  oi  is-  c.i  ■ 

ictIuseH  enetUdie         u  -^VV  buno'tt  teh  «um  «ab  »l»iitltt9r 

,aaom  oiee  Ue^  'tf  P>i6|^4a^NN^' "^^^ m 'VI»  Iii 

S     ^  :tei  4M  «(IdfisoiM  Mi» 


lebo 

'  1  * 

hemgawertli  -  bU  limi  twdton  -  ineL)rMgt.iCUWi  ilwiiigiil 

die  Theilneiiner  der  ersten  Hälfte  der  ersten  Periode,  iveoB  der 
luittelete  Quotient  wieder  x  ^^^^^ 

aid  -  aoT  dsuiS  lab  ^rf^  ^  oftlÄH  asJiews  leb  al  rfsiliniii 

*^VU-tll  "'^  •'«•»|^(**+*<'        •'<"  «•'Hi  19b  bau  n^»- 

tf^^nj^gioV  oidiiiea  boD  -  ^  H  ;*r<i«>i9  7db  ni  BddOifl 

wenn  man  fät  Nf  JH  nn^  NfP  ^ie^  ^e^^.  Werthf  M'N^l  unci 
M'Q  fl  «iitea^t/,-.       -  y, ...  v,        =  STÜ +^ 

Ffir  die  Gleichong  iat  alao,  waoa  ai«  ein«  Auf lOaang  in  gan- 
len  Zahlen  geatattets  '»'«^^ 
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..      I  filiere  I  „  ■ 

J  untere  V,^"*''^."'      «\a«l»|Jera  die  Anzahl  a.er  Quoti«fiteii, 

oliBe  die  Claiiin,  ^  wii'«*bji      I  ]'  j«^,  i 

t  nagende  ' 

^  ^  "^^^  Tfce1l»«»er'  «beil  m  gut  zu  der«*i,.en.  «i, 
«.  d«  ..dem  ittlfte  der  genommen  „erdeu  Can,..  so 

^1      eiwarten.  dM.  die  Fer>.l.  „ehr  an  Symn.etrie 

»  .^1:1  P  "V*^  "*  !"  1*  *«'^««      der  zw«»«. 

Hälfte  ^er  Periode  nimmt.  Nun  ief  f 

Setzt  mafi,  wenn  x  ungerade,  um  beuuemer''Äilt  ffanÄ^n  7^ 

^ibHoiltoDb  fbort  iJhJ  olM*?^{m  ^^'  .Irf^ßlnia  lab   ni  bsin - 
e^b  e)JiM       «id  eboii^f  lA^ffilglli^tOT«  oib  a&m  aa^  ir  .loi- 
ÄlJfrdP      HB«  IIII9W  .d  .b  (iondo^t  bifi  «i^.in^ndedT  ns)?,!»«!,; 

Die  Zeichen  wie  vorhin.     '  U  Mi  ^ 


D«  der  Brueh  'toii  «  M.  J  mit  J ,  .ein  Vorgänger,  mit  J 
i^et^t/JA  iee^r  von  ^ 


b^pittWet^'JA  Wr^w  von  1  «,«4  gleich        ^„d  der  m 


}  K»  aiai?  b.er  »  m  l>rnrf,ff^h|rr  erwälu.t  wer.len,  auf  den  ich  in  der 


Sur  HtlDdl«t,  gcstoasfn  hm.  Dort  Hvht  To.m- I.' T»Me  \  l,ei  .V=94 
«rsSMSW  ttitt  2143295- irid^uch  ^^er^etfa«l,  Fdiiwnrt  rkÄt%^J^ 
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o8  ^iraH«l9i»iv  ii«aifnoiM9  »l^oiY»«!  tob  otllSU  oiebn«  tab  «s 
"olitdinm^a  a»  H^m  ofoonol  »tb  aaßb  «ndiifivno  ns  .ltfsi* 

alMl'Jitffefftfnirii«^  ti)^»  Mutans  i^daslius  bau  08nfliw.9S 

aoHo^x  i»b  BS  Mim/sih  ,aMib  isb  us  ofllßH  sni^  eib  bao  Siid 

1    i       ,  :     ■  firnia  dboi-w^  wb  eJil^H 
D«r  Werth  von  n  bis  ^  ist  offenbar  i 


**^^^VSli^lii^lfo¥scl^!  fiDdet  man  gewöhnlich  Ii  als^^ä&lti^ias»^ 
der  ersten  Periode  beseichnet»  da  doch  passender  die.^ej^ 
wieder  mit  VA,  allto  mit  n  beginnt,  ae  dass  die  erste  von  n  nie 
n,  die  streite  wiedfiMrö^  it'  bis  n  geht  e'.  s.X  f:Die  beiden  Ans- 

drücke  —  und  -f,   g^ehen  die  erste  Periode  bis  -  und  bis  3- 
rttiX  a^iiü^  Jiiä  i9fli9iipüä  au  .iböi-^v»«  *  nn^^  Msah  IsJsB  ^ 
durcD  die  drei  letttenNäberungswerthe  der  ersten  Uälf^^^^^^^fr^^jei^ 

als  der  einfachere»  spricht  auch  Ittr  diese  Aesicbt.  Der  Unter- 
schied in  der  £in(acbheit)%QU||M^Ke  tritt  noch  deutlicher 
berror,  wenn  man  die  ers^eT^filflA^dfar 'frferiode  bb  snr  Mitte  des 
mittelsten  Tbeilnenners  inel.  rechnet,  d.  h.  wenn  man  P»  ^^fff^  ^ 
eliminirt  und  dafiSr  3^'  ujnd  ff'  eipfü^^^^Dann  entsteht: 

*  •  ■  livv  «»i/f  fiedoieS  eiU 


V'  „ .  ,       V.,  6.  13.    *  '  t  ä» 

J'Bt  ^•»«niiiJ'io/  nie**  ,  y   ?-       a       r     »«-»ih^'.  leb  sM 

relativ^  Primzahlen*  shid,  -ferner  M 4*  P=±  «(JV-f  Q)  -1- m  -f  p ,  wen» 
man  d^  iSlIhldrfder'^elifeih  Wlföh(^  mif  ^  ^lAs^dtedd'^iPWni^ 

Boebstaben  bezeichnet,  folglich        ^  =  n  -f^  ^X^^^^'"^ 
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3Ö4  AöHig:  Einiges  über  MeUenbräche, 

L       '  =  A  +  Q  =  ^Q^mN'  s=  itiV  -f  m'  =  uIS' + 22V, 

•«  kann  X  nur  =:n  oder  -  n^l  sein.  Wäre  nSnlicli  «fissw-f-^r, 
«o  inu88te  «iV'  +  i»'  =  »iV+«ZVHW  «ein,  warn  9^  M^'drsnQ 
Diuglich  ist,  da  schon  JV>  wi'.  Die  Substifvtio^.  m — ar  pir  n 
giebt  «iV'  f  m'  =  71  ZV  -  orA'  +  2iV,  oder  ariV»  w'  «  22V .  d.'  ^  is 
diesem  Falle  das  Maximimi'Vofl^drsf  1,  d»  ff^vfli  fiftpiiifeifE 
lllffl  ,4  ei^e  Prbumiil«.  decatt,  liH||^|i^f^^  i«^MillftMM|l««i 

Ttieilnenner  hat,  ^^o  also  /W'  är'jV'fQ  seVil  niose;^  MhM  «(«H^i^^l  > 

■.j  I  ungerade  /  ,  ^ 

j«  McM«m  n  j  g^^^j^  I  „t. 

Im  }*9  iet  gefunden: 
also  hier  *  ^  '^^^ 

,  :  \C    5=  V  *  »».r  :  '^ 

Da  Pf'  ungerade  ist,  wegen  %  —  —  -n,  so  muss  ^4^** 

gerade  sein,  d.  h.  für  <  if>  uegerades  A  kann  »  nur  iingmd« 
nein.   Ferner  i«t  J\^^Q^±l  eine  gerade  2^1,  6a  Jff-tQ»  warn 

^  =  - — -^T2  '  im^erade,  also  der  ^ne  der  Nennet  Bf  und  Q 

gerade,  der  andere  ungerade  sein  mnss,  folc^llch  muss  /#  -|-  <t>  f}w 
Vierfaches  sein»  und  da  von  der  Form  4ii- i,  «o  tmt  A  ?€• 
der  Form  4<-F3. 

Ffir  ein  gerade«  A  kOnnen  N  nod  Q  beide  gera<ie,  aiicb 
i^id«  ungerade  «ein.  Im  ersten  Falle  let  N*-^Q!^±l  tod  der 
Ferm  4<:tt»  ftlaomnee,  da  iV'*  dieselbe  Form  bat^  A^n^  von  der 
Fei»  8IJ:2  sein»  d.'b«  A  «aiJ:2  und  «  gei«de. 


» * 


im  stteHen  Falte  let  2V»+^?2j.i  p^,^  jlft?!. 

daber  ^  H-i^  vim  der  Form  {Jlal ,  d.  h.  A  und  x  wie  ^öRffii; 
Ie4  alao  bef  ^etVA^vr  mittelate  tb^itlnelinVt  iiietn. 
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.  i,r:  tag  tai  9  .j  Jt 
*  Da  6  Faktor  dea  eraton  Smumandeli  iat  and  in  L  nicht  eot- 
haJkm  4Mlla  aolh  deoo  aoaat  ginge  N.i-Q  m  Jü'  auf»  ao  kann  > 
nur  »2  aein,  und  dann  wird  M'*^ÄN**ss:fL,  ,  »^^^ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  L  nicht  =1  sein  kann;  es  ist 
aber   auch  Z/>2,  Ueiyi  für  L  c=2   wäre  iV-fr  Q  =  ül',  aiao 

Da  rnpn  iV^QssSa  iii|diMM'  9=  9<— 2V;  mrMateht:  '  nMlhn 

<  iiidlim 

ff 

jll.^  Geht  A'  Hh  Q  ^ia.^.*^^       dann  ist:         ..^^       •  ** 
1)11* iften  Fiito^^     also  4— »^i>oi*ijt»v^.  Wich    ^-^r^T bii 

.  *        9»»,.  .»  c  . 


•;  Ann  Ar'=iv.^:0.ä, la  I.)  d.i.  nki^^^iJS''^^/^i^i^ 

{a-«)iy'=22V-.m',  Iat  nun:  ^         <n.t  K      i  ;  -ur/^ 

•V..- 1  /  u  i 

'i)  f  =  «5  afso  2^=m',  so  nitisste.  Veno  der  dAa-^x^voran» 
gehende  Theilnepner  =1  sein  sollte,  iV' =  iV-f nndt^ida 
A'>/7»',  auch  iV  +  A«>m',  aiao  onL  «o  joehrJilUl^iif'i^^pVi^ltB 
gegen  2^=,«',,|^i|e^^^,^.,.^^  .  .-^.v 

Tkeil  XXXIII.  N  26 
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^  König:  Einige  über  XgUenMleMe, 

2)  Ffir  x^n-^lktglu^'k^W'^m^.  Wäre  nii«  der  dem  * 
vorangehender  TlieUoefip|e^»<lb  W  inuspteJV' 5s»^4rjBrr^a^--rW 

Wir  fcibin  also  folgönd^;»Ä%«e Wonnen:;?    j^J! ^7 

Der  dem  h  vorangeliende  (ehte^iB'lpdeiotMamiiHnMf i teli: 
CMde)  Tbeilnenner  kann  för  4==".  ntehi  =^1  sein,  für 

Bezeichnet ninii  in  dem  Kettenbruche:  VA^n;  c,  ....  (a,  (x,  x) 
die  drei  letzten  rSäherungswerthe  def  ersten  Uülfte  der  ersten  Pe- 

«iede  mit  ^»  «pd  beh&lt  aonst  die  BeeeidHrnns  dtee 

{w  C|./liei»ftiediM(iilM.*h  dem  dort  Bemerkten      K  ai 

folglleh  ' 

jftan  «aide  oJw;«».  '  LM^Jt^^^''^^  *«-K  .1  lal 

,5?  t  \i>  "'f^  *  i  ^^^^  '  elißiogno  o!n  ' 

Substituirt  man  für  L  den  Werth  und  raultipliclrf  mit  ^Miki^^iflAV. 

ner,  so  giebt  die  Gleichstellung  der  ratioaaleo  Theile: 

ebfiid}!  4>.      fJil'»*^  dji»ii  iHitA^i«    .  -  .  !.  u    o^'-iog  n  bna  K  (l 

leb  no*  «ji-  Iv  *>*»o  .i^^ijfi^.ife'  7: —  .immealenMerf  Idjc-*' 

Da  weder  die  Zfthler  noch  die  Nenner  von  zwei  a\iT  einander 
folgenden  Näherungs Werth en  einen  gemeinschaftlichen  jPaJ^or  ha- 
ben »'so^' können  weder  M  and  M',  noch  iVund  iV"«*u^>cn^  gerade 
eein;  aufcl|  können,  da  A  eine  ganze  2&afal  ist,  iY  und  nicht 
lugleich  ungerade  sein,  %venn  das  eine  31  gerade^  dns  andere  un- 
gerade ist.  Es  entsteht  also  nur  noch  die  Frage,  ob  zu^^^leich  beide 
jlT^Dd  beide  N  ungerade  sein  können.  In  diesem  Falle  kunnte 
X  nur  gerade  sein,  denn  ein  nnircrrjdes  nnlsste  Zhhier  und  Nenner 
dee  fioli^nflcn  Näheruogswerthes  i:<  rade  machen.  l>ae  gerade  x 
aller  gieht  Zähler  und  Nenner  des  folgenden  ürucbes- Ut^rade» 
end  ebenso  rnüsste,  wenn  jM,  M'  ,  iN'  ,  N'  ungerade  werden  soll- 
ten^  der  Vorhergebende  Theibienner  gerade,  und  JS^  aber 
ungerade,  u.  s.  f.,  alle  vorhergehenden  Quotienten  bis  tum  eisten 
^HHjdde»  fi^bler  und  Nenner  d^r  ,NSherun<^suerihe  ungerade  ieein. 
Der  erete  Quotient  a  inüsste  aUf  fi^  ^S^h4»f»i^  ff^j  V 
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KÜnig:  Einiges  über  Ketteikbfüche.  3Ö7 

SP  Ml^eMe  Wib.  Die  bekten  M  und  die  ^eid  en  N  können  also  aacb 
hkelil  irtigtoici  «ogerftde  sftto.  VÄ»  den  Nennern  N  und  iV»  ist 
also  flfete  der  «ine  gerade,  der  ahdei*©^  ühgeradc,  foli,'Hch  N^^N*^ 
immef  imgerade*  Tar^,<}jjJM^d^j^^..m^  iW^  +  iU/«  g^ade 
s^in»  d.  h«  beide  .Jir  uogerade^  &  ei«  nogeradeä  A  dain  «>ine  M 
gMd^dlbiftienideTObiibgerttMe)  ebn«d«9n>\^  '4  ♦  tneb  mU 

Daraus,  das«  das  «iflftÄ  f«ai^,^,|ii,d9j^ 
muss,  folgt  auch  der  schon  $.  4.  2)  angeifilbrte  Sates   Die  bei-  - 
den  mittelsten  Quotienten  kOnnon',  wenn  die  Perlede 
gleicb  uitiboea  begiiui4,  |^fir;cerade  sein. 

«jb  HQiNideleaeff  aib  lanon  v-  >  '»'>••    tö'r-  i««  »W» 

Setzt  man  in  A=  'ff^j^^ü  fOr  ilf  und Jflbdie  iaieetti«ie«rV4^' 
und  nN*-{-nifp  wo  erhäl|..jiiaBr  ( 

Ist  I.  i4-n»  geradeii^ef  ^1^^  m^-f  gerade  «ein»  and 
da  das  eine  N  gerade,  das  an|l^f\iingjre4le  is^  so  nUseen  m  und 
m*  beide  ungerade  sein,  oder  m^-f-fn^s  von  der  Form  4^  +  3; 

1)  ^  und  n  gerade,  s^^^uss,^^damit  ancb  liolu  eine  gerade 

Zabl  beranakommt^.^^=^im^r^e  %tln,  oder  il—ii»  von  der 

Form  4< +iJ .  d.  b.     =  4<+  2,.]i ä  24 

aläoMi4'Xnft,iH)|f  d«ir^>^^       d*.b.  ^  s»4<  +  l»'ii<a:äl-|llyr.  ^«i^^ 

M^^IV  if—»|f,  ungerade,  dann  nius«  vi'-^m'^  ungerade  sein, 
also  d^  ein>  m^erade,^^ das  andere  ungerade,  j/i^^ifi^^  f 
Form  und  mÄ*-!- m'iV' gerade.   Ist  nun:  '  ; 

1)  A  gerade,  «  ungerade,  so  muss  der  Z^l^r  ein' Vierfaches 
sein,  mitbin  voll  4^1"  Fonii  4^-f'l  ^  ifr=34e*fiii 


^2)  «»gerade,  «  gerade  ist,  mns^  ,\yie4€^,,^-:^,jff  v^g, 

B5«'S^de  W  Ü  >^8ö^^^^d  Imtrt^r  Vbtt '  4r'  P6rtt'*lfiP''^  <«i 


26» 
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^  KSnif:  EitUges  über  Ketlenbrüche, 


'  §.17.  ^  , 


?eis6t  der  vorktzte  Näberungswerth  d«r  ersten  Perlode,  ftleo 
ua  -  tacL.  -.  danft  »Ind  bekani^b  «  uod  y  die  kleinsten  V\ur- 
,.eln"<ier  Glihun«  *»_  «•"»toi*i?«Ätfrt/U«fa4'|a» 
der  vi  entsDtechende  KatteBbraeh  In  d|jrMltt«  xwei  gleidH> 
Theilaennsr       üE».»ßi  iit9Mmka^*^ltMamiiM 

und  für  in«  und       die  Werthe  /lf<— «|(^  «n^iV-^W  gesetet: 

»<*uii       ««'1         -  t  -/i-^-y^   J  .b  .Vi  dotl^ti*' 

.   •  .         •  ff 

6.  18.  '  ■ 

Da  «;  I«,  /3,...fi=  y   und  n;  o,  ««=      '     so  ist 

M  1 


0;  «,  1*....»  =  ^.  folglich  der  Näherungswerth  bis  -f 

also  X  =  j('  und  J  =  |'  (§•  1.  ""d  W.^; 
-    Der  NUi«ning»w«rlb  In«  si  >et;;  .       i  ,  -     ,. ,  ■ 

« 

^    1eJ  iBÖge^  noch  von  zwet  Mz^ftn  Ife)^*eifee'  forgfcnV  ' 
kürzer  vnd  «bcrelchöicher  scbeloeo,  als  die  gewütmltcheo^ 


d"'-  - 


d  by  GüOgI( 


Könil!  BiHiges  ül>er  Kelteniriick»:  389 


§..19. 

Die  Differenz  zwischen  dem  ganzen  Werthe  x  eines  K^tten- 
brychs  und  einem  seiner  Näberungswerthe       ist,  ohne  ^uck- 

also  y-  jyi.  =  i  ^ViV'  =  i     +  '^'^  *  ^ 

folglich  d,  d.i.  'y^^<JfrP'  iV<iY',  um  so  mehr: 

Hfl  ^  . 


X  eines 


Der  Näherungsuertb       kommt  dem  ganzen  Werth 
Kfjttenhröchj^,iyifh|rya{|p  Irge;!^  ,eb  andent  Btaeh      wenn  Ji^W. 

Nach  §.  W.'  ist  5 
,und  wenn  -  =  oder  sssdf^d:  -•'  '^  '  ^. 

oder   ■  ssTC--*)' 

.ü9daiindo/79g  dib        ,09ui9(k^         M"<:>i^-><tdii  hrni  t^siio* 
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^00      Plaifemannf  Sinig^t  u^merkung^n  i^ßr  die  von  äe» 


also  >  .2viV<  >  fr^^^jp''*         Röcksicht      ilaf  Vorzcl- 


eben,  ^f^S  «o  wie  d^Hcf^^rci^-^'»  d.  fa«j5>  d,  .odM 

.  _  aij  jui-i  dii>    3  •K'k^'bJ  t^ib  iü1  OSCH  iBii 


fi'^ijiftbiold  oib  nsm  t£d  obdidq^U  ffabi^d  «ib  10I  bop 


»3i 


i'lj  bnif  ("I)  as'fiuO  eib  doi? 


»  .  Vou 


SQ  Wi««i«r. 


A  *  i\ 

—  1^' 


Beschreibt  man  auf  einer  Ebeoe  um  di^esel^fi^sKeiden  Brenn- 
punkte eine  Ellipse  and  eine  Hyperbel,  so  schneiden  dieselben 
einander,  wie  bekannt,  unter  recbteri  Winkeifi,  luitl  e»  hat  daher 
das  krummlinige  Viereck,  welches  von  z^rei  solchen  Ellipsen  nnd 
zwei  solchen  Hyperbeln  bei^renzt  wir  l,  die  Eigenschaft,  das»  die 
Winkel  desselben  lechte  sind.  Ausser  dieser  Eigeiischaft  ist 
aber  noch  eine  zweite  zu  erwähnen,  weiche,  wie  sich  leicht  fei- 
gen lässt,  jenem  Vierecke  zukömmt,  uäralich  die,  dass  die  beiden 
Diagonale«  dtiselben  einander  glefch  sind.        \v^+f<^V*i-''.*f  • 

Nimmt  man  tdlmlich  die  durch  die  beiden  BrennfM«jiieb||9- 
sogane  Cirade  tut  Axe  der  x,  die  Senkrechte  auf  dieser  Linie 
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gp^mmungsHHim  auf  dem  iHUpsoUt  geöiiäeUn  VUfteke,  S^l 

ond  bezeichnet  man  <ile  halbe  Entfecpui^  der  beiden  BrebDpuolclft 
mit  e,  die  halben  grossen  Axen  der  Idelden  Ellipsen  mit  u«l 
a%,  die  halben  Hauptaxen  der  beid^i^^Hyperbeln^  mit  %IM|' 6^» 
Bo  bat  man  für  die  beiden  Ellipsen  die  Gleichungea: 

uDd  flr  da  jMdm  Hypwhd»  h«t  mm  die  Gleiekiiiigw: 
(1*) 

Bmlchnen  wir  die  Coordinaten  von  de#  Cclq)UDkte  unseres 
Viereck«»  in  welchem  sich  die  beiden  Curven  (1«)  und  (P)  schnei- 
den» durch  Si',  fft\  die  Coordioaten  des  Eckpunktes,  in  welchem 
flicli  iUe  Cnrven  (!<>)  und  (2^)  schneiden,  durch         yy"*;  ebenso 

dtfrchd:.',  vo'r  und  di^  Cpordinaten  von  dem  Durchschnitt^unkte 
derCa^&i^?uiid  ^^  dW  k^i'ya*;  80  erfcato  mmi 
CoofdiDAteo  vermittelet  der  vier  aufgestellten  Gleichnngen :  ^ 


.iitmefW  OS 

*i   —  — ~'-        e»  . 

V  -i;     '  ii  -  i  lM*tJ_.«^i^       ^     (tf a^—  fta*) ?  .lohnsiife 

i'  -i.  'l^?f»dT.^.  '1    ''"^  >~.'''nfni>iJ<  anb 

,Dn  niu^  d|a.^a4ra(«  von;  den  bellen  Diii0#oeleft  iiiiimii  VlffiMF 
•migfijrOpkt.frerAvn  dorch;         .         •.::i  n"at  DtJ/j  d-j'^n  7f)diJ 


>  ,  I 
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392      Piagemann:  Eütige  Bemerkungen  üöer  die  von  den  . 

so  ergiebt  sich  leicht,  da«5  die  beiiieu  Diagonalen  einander  gleicb 
sind. 

Nach.4)p^,0bjij5«f,48flj|^  f»S ,ÄÄit.KÄ*fti  'wt 

=  ^ — H^^^  T  *tt  

H?ift  (ßff  BW  al«  hioaqil'  I  ^  >lif  »i<I  »ib  liw  mboi  «osifliAm» 
id.ff(  .il  .Jl  :  *■  '^^«»deaiiÄ  MbciO  neli^*w» 


u^a»^flÜ^ÄiUi^deiri' offenbar  *  ^* 

toojdd  bU>f.qr>  •  .  ".Mesli  tiau4  nebo^  doiDl» 

gleieb  sind. 

Dieser  für  die  in  der  Ebene  [jebildeteh  T'iörecke  leicht  nach 
wej^^r^  Sa^z  lässt  nuu  eirtc  iuteres^aute  y^^r^x\\^xl^ynef^\^^.%\^, 
ii^^em.^^ki^  derselbe,  cbeuso  wie  der  andere  .  di|€;  Q;:^th(^gp|f9iität 
d^r,^^ij^i  betreffende,  auch  auf  ähnlich  gebiM^t^.,Y^(fi^ke^j4i^(j 

^ifW  j^^PM  ^^^^  -••'>  ^  -'^  i^^'"''" 

BtfscAfe^btl  man  tifiiDÜch  um  zwei  Nabör^bnltlt^  des  Eilit^ddldi^' 
dftr^iÄätid^  Viiciit  diametral  gegenüberliegeTiL'^brdte  tkx^h,  ^^sis» 
d(%} -Summe  oder  die  Differenz  der  kürze^en^'''L!to''  aüf  dem 
Ellipsoid  zwischen  den  beiden  Nabeli>uiikten  uud  den  einzeloeii 
Punkten  der  Curve  fortwährend  con^itaiit  bleibt,  so  erhält  man 
die  beiden  Reihen  der  Krünimimgslinien  auf  dem  Ellipsoid,  ao 
dass  also  die  eine  Rei|i»fi^  der  Krümmungsllniep  in.  Bezug  auf  di« 
beiden  Mabelpunkte  den  um  zwei  Brennpunkte  bescbriebenen 
Ellipsen,  und  die  andere  Reihe  der  KrOmmunaplinien  den  um  die;' 
selben  beiden  Brennpunkte  beschriebenen  tjypqrbeln  in  der  Ebene 
entepricht.  Dam  dies  deir>FaU  tietr  4#aMen  ^'\t  erat  narbHeiaen. 
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.  •  •  B«nieb]iMf  4i«*drei  Ät«i<"til(rt!*  Etlipsolds  mit  6,  c 
(wir, wollen  anoeliiiien,  dm  a>6>c  ist),  so  ist  die  Gleichong. 
4o6  Ellipsoidsr  W  «*«|iiejl»if^j  bezogen : 

Onaber  dl»  GMcbimg  fttr  die  ^j^u^Xnii^^uf^dea^fttp«^ 
seid  «I  iieatiimien^  nOasMi'  wir  «jin  anderes  doordinatensystem 
Mnfiilireii,  iade«  wir  d^  Paukte  aiif  dem. Ellitwoid  aU  M  DdrcHl'' 
echnittepinlite  des  ^ipG^ii«i  mit  je  zy^el^.  cottTeea^en  Flächen 
zweiten  Grade«  aneebefir  Es  tasaen  sich  ukmüeh,  wie  sich  leicht 
nacl^ieefciWpaV^iM»»  «^^fc-din  WeHhe  tdn'^ViAr  de^ii^idiuDg 


für  ein^to- beliebigett  Pnnltt  (x,  y,  t)  ön««W.^Sliifi§ß\4yj|sUBiiptft; 
durch  jeden  Punkt  desselben  ausser  dem  BUipsoid  selbst  zwei 
inseben  swelt^^f^es  4egeb,  wetebe  mit' d^mt^^^benen  Ellip- 
soid  confoeal  sind»  ein  einmantliges  und  ein  zwelmantllges  Hyper- 
brtbWy»i»elibl»tWii^6artd^i»efdbn  dut^h  ditt  Gl^iA3di:<>»  M 

^als  dnlelji 


(3«) 
(3*) 


I 


»a 


<^^T'H^^\^  ni  io-  mU 


w^H*  Vli^i'''<j;¥ö^h  '*|!i^uiid  V  80  beschaffe« 'Wh'd,'  'dW^W''  (^f^^kHie" 
v^iii '5HHiJfl»'i^H^'When und  6«,  die  and^rfe  :^ti4fehÄ  ^fc«'yifH''8*' 
iiejtt/' 'Nöfiti(en''^^V  all.  dass  (i  zwischen  c«  ota^^5*r^v*!^^'^h^W'• 
6*  und  liei^e,  so  dass  die  Gleichung  (3«)  dak  ^tnnik{nrt[jl(ir,  \!R|r 
Gleichung  (3*)  das  zweimantlige  Hyperboloid  ausdrUcJ<t:  äi|  er- 
halten wir  f«if  .()^e.  rechtwinkligen  Cnordinaten  der  Pu|ikjtei,§|iCideM 
EUipsoid  4^rfih^idift,,>:^rbwfiuDg  der  dr,ei  ^hk^iiißeiK,,&^.&^ 
und.  t(^);.  „...  i,  ..  ;^  hio^qiliiii 


•ait*  Ulli  a  i  .  n.tui  ii  iijP«nobiia  »ib  bno  tn{»Hr|iIi  >i 

iif)f;iorfH-)ffii  t<!<i'j\ir^  MÖi(n4«-WS9)  MHi\  trf9ii(|R)n*> 


■/ . 
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Aof  diese  Wei^e  haiwn  ^vrr  nun  die  Pfnj^e  des  EHlpsoids 
auf  zwei  Coordinatba  a/i&iezogen,  wefc^e  (t\e  Argumente  der 

beiden  Reihen  von  corf^ocalei?  Flächen  zweiten  Grades  sind,  der 

Ellipsoid,  wie  zuerst  Dupin  gezeigt  hat,  die  heid§fii4^«')|^<^#^j>mifi 
Krümmun&rs Milien  auf  dem  EtÜpsoid  bilden,  welche  die  Argumente 

2tfiei"^4'1ft9fi3A^dfldil^^i^  Hifadf  ^ify 


^  jjoiißünaiftBin  dom  -  '  i  -«»6  km«  ibis  ^doigia  *i9ni&! 

fA  .sin V  =;  ot.  fCBD^f rM^i^j^ 

wird;^§,,^rh^n^,\^;|r,  iodiOfii.  wir  diese  Werths  von  |»  rnid  y  is 

♦ 

(4«)  ^  ^  =  6  jiin^^i(#WG»«|i|^«.i<f"o»(*A-— i      a  ■  .   

f  f  SS  -7r--=r=-co8tJjV«*»coecp*-f-6*.sin9*  €*t 

wo  tp  und  wieder  die  Argumente  der  beiden  Reihen  von  Krüm* 
mangslinien  sind,  so  dass  einem  bestinuntenuiWlMithe  i^nm  ^'t^  ader 
▼lelmehr  von  (?;'  eine  Krümmuni»srmie  der  einen  Reihe  und  einem 
bestimmten  Werthe  von  eine  Krfrmm(iti|*s1tfiie  defvWHer«« 
Reihe  entspricht.  Es  werden  na-th  <lie*>^i^  Coordinatensystem 
aui  xJem  Eliipsoid  liegende  Punkte  urnfsj^st^werdea,  we 

nan^TSfi  — ^  bis  -f     ^  von       bis  -f »  sich  erstrecken  iSsst 

t  ,     ^"^^  ,  fi-A  ^  I  ^ 

'  ) sf^ri!is.«a— *»;r8o».*Ä-»     '     - f     -r.  •      J  ^' 

Für  die  kilrseste  Linie  auf  dem  Eliipsoid  hat  man  nuo  (vgl. 

A  «IMidlidta4Pvw<l<^««h4wbtliiri9«H^  4Bk  ÜfiriMetf^^iM 

lud  d»e  KrtamoosslNiien  ahf^füm  mMfliaiiMm  ihlMiwIU 
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Grelles  Journal,  XXVI.  S.  158.)  in  Bezttgaardie  reehiwioUi- 
gen  Coordinaten  der  or,      %  d|^^leichnng: 

♦  h   ;    1^  >if)jru>  ücjdoiii  1  fttjiüjL'^jf'j'j         j^irtbH  iiablixl 

4«*6Uttlttlt^4i'i¥d['' 9>J>         Igioso^^  niqoO  +?t>o^  ^rw  .bioaqillä 

«in,     «rU^  wir  eiitliiA  y«i»ittebt  d«« Ji^j^^t^i^ ^ojj, 

fMer  ergiebt        «i»  ddn  Formeln  (4«)  durch  Differentiation: 

aafio  oa 


t*a^^<i^  n ja  »»A-l-'qp  aoo .  *o V<|f  aoo  ^j,  ,1^ ^  ^ 

+  sin  1(1  Vo* .  cos  + 

4f^\kdy^^  ^?/5*yfl^mT.^«)0O8<jp«+(6a-c«;sirti^«V^  noJ«iHrii*5od 




^  +  ^  +  ■^  =  l(a«-6^C08  9*+(6*-c*)pin9)»j 

fa*.cos9)»-f*6".slD9P»~e*'''a*-*6*.cosi|^---c*.8ini(i'^i ' 

i^^y)  flüi«  nfcfii  icrt  4i«'c:  j«ll.i  indb  It/s  oiniJ  aie^siöil        li-  i 
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a06     rtmfemuun:  mnlg^  gemerlaiwifit  ü$er  die  m  dfi» 

;      (6)  • 


oder  auch  diejJ^8'S^nfi:ßd)+s?c^eioo(*6-«o)j  =  «t5> 

ö2  ^cos  <p'^  +  b'^ .  sin  (jp'^  —  c* 

Durch  Integ^äif^iii  a'ieser  Gleichung  erhaltieA  lirJtV.dann  endlich, 
indem  wir  mit  «  einp  \villkürliche  Constante  bezeichoen^  als  Glei- 
chung itetfcte#«teii  Lloie  auf  dem  EMi|^»^l  —  >r 


        i9a8i»ig     

m  welcher  Gleichung  auf  der  tÄ^tett  ?<ÄitBiiWtadi^jIteißfc*idiu 
Intecralöu  offenbar  das  Zeichen  —  zu  nehmen  ist,  wenn  dtp  und 

dieselbeh  Voraefcben  haben,  d-  h/Wn)  die  Werthe  von 
und  tj;  fä^,4h  »lebende  C^^Ä  j^ifgiekh  z,^-  und^^^ 

men,  das  Zeichen  +  dagegen,  wenn  es  sich  mit  den  Werthen 
von  <p  und  >  umgekehrt  verhält      )  vIMiiä  idoiiAju'A  ni  c 

  j,  Ö.  * 

Was  die  Rectilicatioii  der  kürzesten  Lifiie W  ÄlJinl  äli||>S0id 
betrifft,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Länge  des  Bogens  dieser 
Ourre  mit  s  bezeichnen  ,  also  dx^  ^  dip^dt^SS-d^  ßeHiSfa^  aus 
(Wr  GlelcTiun?  (5)  mit  Rücksicht  auf  die  hn  vwige«4>teagrapheo 
IVIr  die  in  jener  Gleit  liiini,-  vorkommenden  Grössen  aufgestellten 
Formell* «^j  «i^ji        (,\>  uil  T^tb  notj^Tgsinl  riDinb  Jhi 
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r     .     ><(«|^|08y«  +  6*.8in(p*X6*,cos3/^,2^c^siiiy*) 

.        i  (a*.  cos  9)*  +  6«^in  qp*)rfg»^ (6*.  coa/»^  +  c*.  gta  i^)rftp>  j ,  • 

hieraus s«^»i|(e|[l'^^ir  dann  leicht^  indem  wir  vei;niit|elUt  der  Glei»> 
chi^bg-(Ö«)  «ii^^  dWch  ^(^^^ausdrücken:  'l-^^  n^  St^op^\)  ^  .. 


Va* . COS +  6* . fiiD — V     .  C08 9»  +  6» . sin yä^-oWc^C 

I 

wo  die  rechte  ^<9^te  «it'ileAi  Zokli^'Nf  zu  nehmen  istv  wenn  dg 
i^ft#ii^^f9S^^b^  Vorstei^5lt|tt.jJ|^j^^  »«Y^^^^^^  Äago-  , 

gto*.  wenn  die  Vorzeichen  voa' ds  und  f/qp  enti^egengefietzt  siaj; 
nimmt  man  deiii^ßögen  der  Ctrtve  in-Äittfer  solchen  Richtun»^  dass 
miti  Id^sett^üd^^  S9jif!i%^d^^  L pi^^l  dem  , 

Ellipsoid  grösser  werden,  so  kann  man  auch  das  .Zeichen  .<-^.  rer* 
^kMU^m^iMftmaHi^mdid^^  v.U  "»Mß  s.iüdoiilO  lodolsw  m  ] 

o  HO/  odJiaW  8ib(fftTn-6*>cö?9*+(6«-T<aj9iq^.a/  ihdloaslb 

d>ud,.  »Km  H^K^^^^^^  --(6».ieee^Hk«rtt^)l  <»au 

und  Id  lUlpMcht  «uf  die.  Gleichang  (6«)         '  >   ;  .<'(tii  r.»  ug/ 

< 

dcpV^ a'^ .  cos  (p^  +  ff^ .  Bin  <p'^  ' 
ist,  durch  Integration  der  (ür  ds  aiigeleiteteo.QleicJbaii^^iiuunoi  ' 
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3U8      Piaggmann:  Eisiige  Bemerkungen  über  die  Ptm  den 
"   dg>(a* .  cos  g>*  +  6* .  sin  g?*)! 


\  ■ ->  J 

in  welcher  Gleichung  die  Integrale  zwischen  den  ^ehijrigep 
zen  zu  hefimen  sjiid,' die  dufcli  die  tjciden  Eii^j^mnkl^aarlln^^e 
sfehertdeti  Oürve  bestimmt  werben.     Das  flonpeftfi  ^^»^^f^t'en 


in  welcher  Gleichung  die  Integrale  zwischen  den  seh 

lic  tjciden  Eiid^»umi^' 
rt^en.  Das  flpiipe^t)^  A^wS^i 
vör  dem  zweiten  Integral  entspricht  ganz  dem  zja-iel^ 
in  der  Gieichiint?  (7),  dessen  Bedeutung  wir  BdSio  Bf  tL 
Parai^^aphen  angegeben  haben.  Da  nach'' uSIäW A^^Kme^ 
Werthe  von  g>  für  unsere  Curve  mit  dem  Bogen  derselb^  immer 
wachsen,  80  wird  für  das  erste  Integral  Gleicbotig  (8)  die  oo- 
tere  Grenze  einen  kleineren  Werth  babeo  als  die  obere;  nebmen 
wir  damit  übereinstimmend  auch  beim  zweiten  lotegrai  den  kleine- 
re«'W^IW'^bh^*  iihmer  zur  unteren  GrenieJ'%fe%ffl^l^'fe 
der  Gleichung  (8)  das  untere  Vorzeichen  gaäz'V^^i^KliMp.  ' 

^     ..  -  .    —  Kl 

't, 

•  Was  die  Constante  dMmlit\Si!i^''^^^^^^^ 
dass  dieselbe  durch  die  Ricitung,  de[  kürzesten  Linie  in  eioeja 
beliebigen  Punkte  bestimmt^irB-^^s  lässt  sich  aber  die  Beden- 
tung  derselben  noch  genauer  angeben.  Denken  wir  uns  Dämkh 
durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  eine  Grade  gelegt,  welche, 
wenn  wir  die  rechtwinkligen  Coordmaten  in  Bezug  auf  die  Aien 

des  Ellipsoids  mit      ri,  ^  bezeichoeo,  durch  die  GJeichnne 

dj/in  ctiia  ni;',;    -  ■  J  ^nnTodft/^  neb  TOtnJ 

dül^st^Wt 'werde,  so  sind  offenbar  die  V'ÄnÄ 
in  weliclieD  das  Ellipsoid  von  der  Graden  gesclinl^en 

wenn  ,  —  V  " 

iiobföd  9ll»  dn**^        Vi.'  i^l^i  »r-ii-nrj  edolo^r 

giJÄil!  ^,  tihd'  '<i8  «Wl^  dah«4^  diö  >L»figte  Öes  Bäroiif'W«^  ' 
Grad«ttHjJ^rt5il#MleW  toütehmesiiew  'i^^^  i>fl<i  ^^^^^ 


Google 
J 


wmß^iim  VMimH^  piitli^ttm  mnO».  39V> 


«       nu  aib  (8)  ^irodtMufO  f^iy  -      '«^  l»»*'»  oa  .notidtiAW 

|j      'WuoJl  mh  ladß  rfjie  Jfc>?tiT?tT;  ffri^'Jnir.u'Jaod  t.l^ru'*!  u.sidoilod 
I,      dailtaüa  ano  li/f  nsalaaU    .«»«Mi  -Tiii«  locmn  iT^  d>oi^  ;    ll  Mififi  ^iiut 
,oda!avr  »t^ah^i  obrji.)  onh  » '  •  •  »>!!  I  ,  >h  }iJfnM|l'j}?iI/l  nob  dmub 
j      aaxA  oih  "iun  r  ^fj^ofl  vn  ü.'i^  j,  7.  ^  r/v  Hij-Ti      :. n  oif»        nnD  w 

Monge  solche  Pankte,  im* «f«leb«i.  Üa  Krflminiing  der  Fttolie 

\  vier  eolcher  PHWcte.  derea  f^twinkl^  Coordinateo  in  ,B|Bzug..j 
p    anf  die  orä  Axen  der  EUipaolde  (vgl.  e.B«  C.  F.  H.  Leroy, 

Aaet-yse  appliqatfe  änla  G^oia^He  des  troU  dinen* 

siess»  8*       MMgodritekt  werdeo  daroiif 

und  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  sie  sich  die  beiden 
^    K^f^nmngsliiiieR  a«|\(eiHf:. -einzige,  nämlich  auß.  die  d«r/cb  «Ue  ^ 
I    grusste  und  ki^ijg^ififj^^^^if^^^^ 
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Es  iSsst  sich  leicht  nachweisen  (vgl,  |«eroy,  Anal.  appl.  ä  la 
Oeöin.  des  Cirois  din*>f.  214)»  dass  die  In  diesen  Nabelpunkten 
an  das  Ettipeeid  gelegten  IWgentialebenen  dflsn  Kf^MehnitteD  des 
EUlpsoids  parallel  sind/ weiaas  sicli  mit  RffisloiiMt  auf  die  ist 
vorigen  Paragraphen  aa%es(tt^  Gleichung  (tt)  {er&|ebt,,  daafi^^ 
all«  biraesten  Linien,  wlsIehe^bÜM  die  Nabelpuiakle  gehen,  un- 
sere Gonstante  C  densefl^      r^ie^iat,  ,*«»ö»i>ov 

Was  die  im  Obigen  eingeführten  Coordinaten  9^  und  be- 
trifft, 80  wird,  wie  eich  aus  den  in  §.3.  aufgest^ttäA  €l*^hnngen 
(4«>  erficht,  für  die  beiden  auf  der  positireit  S^  dSrLEbeiie  der 
xy  liegenden  Nab«lPunkte:  '    '  "  ^'»^  ^^ufrii. 

^^  =  0,   9= oder      =  0,\ 9^-- 2* 

und  für  die  beiden  auf  der  ifegativeo  Seite  jeojBr  Ebene  befind- 
lieben: 

*  •  s.  it  .  • 

^  =  ±31,   ^Ä-f--^   oder   -^  =  4;»,  <p  =  —  , 

wo  von  den  doppelten  Vorseichen  fär  ^  das  Zeioben  4-  tttr  die 

auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  yz,  das  Zeichen  für 
die  auf  der  negativen  Seite  ders^lbeu  ii^bene ,  li^g^a^Q»  ^abel: 
punkte  gilt.  ,  :i  . '^inl  >if>/ 

••-1  '  *k 

Denicen  wir  uns  daher  die  kürzesten  Linien  dulrch  die,  beides 
Nabelpuakte  gehend,  welche  auf  der  positiren  Setter.f|fx, Ebene 
der  «y.  liegen,  so  müssen  wir  flir  unsere  Integrale  in.  4er  Fonial 
(8)  ab.viile«  «Inen  Grensen  in  Besug  auf  einen  4^r  l^Mielf  uaMe 

^'s^/f    und  y  =  0  upd  in  Bezug  auf  den  anderen  q>s— 'npid 

ifrasQ  neihmen.  VfW  eibalton  daher  flbr  die  Cnrm,  iRfr  welch« 
die  Summe  der  Entfernungen  ^er  einseisen  ^nnfate  voli  '^en  er- 
wähnten beiden  Nabeipu<lktoD,  auf  den  Canesten  'Lfaden  *  des 
Eiripsoids  gemessen,  constant  ist^  wenn  wfap  diese  eonstante  SMne 
durchs  1$  und  d|e  in  der  Formel  (8)  niicli^  ^  4ind  ^  za  totegriren- 
den  Fankfbnen  resp.  dufc||  F  qa4  '«^r.beseldinea»'^  GleichiiDg: 
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hrümmungsliniea  auf  äem  ElUpmd  gebildeten  Vierecke,  401 

Die  beiden  Integrale  nach  werden,  wie  man  lus  dem  zu  Ende 
von  §.  5.  Genagten  leicht  einsieht,  ininicr  ilas^elüe  Zeichen  erhal- 
ten, und  zwar  das  Zeichen  — ,  wenn  die  obere  Grenze  zwischen 
0  und  Jt,  das  Zeichen  +  dagegen,  wonn  dieselbe  zwischen  — n 
wid  0  liegt.    Fflr  dpe  Integrale^  i»^0b  np  i«t  das  doppelte  MVorzei«» 

eben  bliebt  erf(^rdertich»  d»  wft  '^jneh  ntö  von  — g       i'.g  ^ 

Da  nun  nach  dem,   was  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  Jie 
Cons^flte  C  geneigt  hahen^   die  nach  «p  und  xj)  zu  integfii endeu» 
Functidiieo  in  den  Inlegraieu  der  aufgestellten  Gleichiin^  dieseU^ 
ben  sind,  so  konn^ji  wir  für  dieselbe  auch  scbreSbeo: 


r 
►  'J 


oder: 


t  J*\.  -i  ' 

B«  «ij^elPObrclr  d^n^naoli,  dasiT  Ar  die  in  Rede  stebenileiiV^Cuxr., 
▼en  dM  InUi|pratii  . 

«/  ^ «»-6«.co«'^-rC«.8in^  y^ä»Ä«c»C-6».co«^c«,8ltf^ 

einen  constanten  Werth  erhfilt,  was  nur  der  Fall  sein  kann»  wenn 
also  auch  t|/*,  constant  ist.  Einem  rniist;inten  Werthc  von 
Ii;*  entspricht  aber  eine  bestimmte  Krüuimuogslinie,  und  es  ist 
daher  die  Linie,  welche  auf  dem  Ellipsoid  um  die  beiden  bezeich-  ' 
neten  Nabelpunicte  auf  ähnliche  Weise  gebildet  wird,  wie  in  der 
Ebene  die  Ellipse  um  ihre  beiden  Breonpankte,  in  der  That  eine 
Krünimungslinie.  -       '  •' 

Für  dicCnrvc,  fVir  welche  die  Differenz  der  beiden  erwähnten 
Entferniinf^en ,  auf  den  kürzesten  Linioi)  üeinessen,  constant  ist, 
erhalten  wir  ferner,  wenn  wir  diese  constante  Differenz  durcl\  U 
bezeichnen f  die  Gleichung: 


oder  de      '       ,  - 

Theil  XXXIII.  .  .        '  2T 


402      Plagemann:  Einigt  BemerMmgem 


Tu 


ist,  die  folgende: 


»  »ifl  üw 
Vit 


wollbr  wir  auch  sebreiben''kGnii«ii: 


und  wir  koiimi\llil»  dlkbei^  feter  aiil  de^Miui^  d^  da»  inlegni 

•loeo  conatonten  W«rlfc^1»elc9mmt,  if&a  nur  deitAIl  aeia  loiBB^ 

tWButk.w  caDBtant  i^t;  und  da  einem  constanten  Wertfafi  von  w  ein« 

mit  filr  die  baldeo  aaf  der  positivea  Seite  der  Ehwt^llS^Aj^il' 
geoden  NabelpaBkt^f|a^'jire\i£fl^^a8^  die  am  ale  nach  der 
Weise  4i6r  ElÜpaen  MacbrieD«ieB  CarveA^die  KrtaanmgaliBiea 
der  eiaea  Reihe  und  die  uro  dieselben  uaek  der  Welse  der  Hyper- 
^Blttl8<WMri(lflAdd«U^^  MdelM 
Belhe  sind.  -^audsield  aib  1^  uow 


Ganz  auf  dasselbe  Resultat  wären  wir  gekommen,  wenn  wk 
statt  der  beiden  aui  der  positiven  iSeiteid^i^^^ene  der  liegen- 
den Nabelpunkte  die  beiden  auf  der  n^ativen  Seite  derselbefi 
befindlichen  genommen  hätten ;  denn  dann  hätten  wir  nur  als  die 
eine  Grenze  der  Integrale  nach  1^  statt  0  den  Werth  +  rc  oder 
—  «I  nehmen  mfissen»  je  naobdem  ^  ziyi^heik  0  and  +a  oder 
awiseben  — »  uad  0  Kegt       \   '     *  * 

Nehmen  wir  zwei  Nabelpunkte,  die  aut^  derselben' ISJeilc  ^  dte 
*<iff -Eibi^ne  (iee^env^^do  wkd^idie  ^ache  umgekehrt.    Legen  w\T!t  nSm* 
lieb  den  Zeichen  «9^  dad>M#Medeaidie^te?JbilleaiMi8tf^^ 
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vorigen  Paragraplijenk  bei,  so  ethBiien  wir  iHr  die  CarTen,  welcbe 
vm  die  beiden^  Wf  posittren  «[ile  ^Kr'^i-Eliene  liegenden 
Nabeipvnkte  nach  der  Weise  der  Empsen  bescbrieben  sind»  Dir 
poellSTe  .Wertfae  Tod  ^  die  GleicfaAi^  s 

ond  für  negative  Wertbe  ton  ^  die  folgendes 

Da  nm  aber  fiir  den  eislen  Fali  '  ^ 

tt  9 


^pd  für  d>n  .w«^el°*» -'1^.  ^ 


0*»*Ä^ii--»^iii&  -v\f.«flpaoo.^  ^«cf»aoo.'n 


ledä  19b  öüi«^  fl^'ffti^oq  79b  Ht'ii  iff^bidd  eib  itfl  ÜMl 
1-ib  d3aa  aia  am  9ih,pi^^^i^h^piiiii^i^^  A-.r.r^i  yd&Yi  nebfld|| 
n3inihs%amaallhyL  mbJtsrwi  aatfnojidoBBa  aBf^t^Wl  T^b  aaieW 
-^dq^Hiab  eaieW  lab  itaan  ir^^il-i^  ;ib  mu  nib  bau  oilij  H  d9ele  leb 
JflabM  <MMlilril^«Mr^Mjfaf>^9e4tp^ 
Warthe  Ton  ^  die  Gleidraog:  '  .bola  edleH 


1»  0 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  io  Bezug  auf  die  in  Rede  stehenden 
beiden  Nabelpunkte  {\k  die  den  £UipseD  entsprechendeo  Corven 

Für  die  dfen  iky^rMn  «at^reciiaiiden  Cwefoi^rMAil  H^r 
^taMiR4i«diiiiveii^M^  ividgM  mS  dail 


Digitized  by  Google 


404      t  lagemann:  Einige  Bemerkungen  über  Oie  von  den  ' 

•all       i'*r.  ■Mitx''"      '  A^j^i'<''  ■  niloRie^U^r«  »ifalaw  ^ 3}^(tuf4iüdii/' 
i}nim\uii^^psim%^h^ji^'^  mu  Qih 

und  für  Werthe  von  ^  zwischen.  —  »  und  0  erhalten  wir  jetzt: 

...  .  ^  \    Mi:,  liv/  ^     hi\  ji,^ 

oder  da  ^  -r     r    -      .  . 

v«r    '•jiio    \x  >    <  fi'     -  •  .'    1*        M)M  n8fM  tili»  ,  n)"'i* 

.♦id  »ilitdfi         TT^,         .«  ;  ■       ,.     .'^■..i  .v,  iiDi'ti;dji<ndiii3 

d'>iii>  1,    I 'Hs.       viJ   -yij^.K  •  .('i.i  ^  f-yri  o  '»&''>;d  t(i(if>>lis  rl'xl  iü 
iMuHt^  '»'•'     >':'tl  -  )')r4*il  '        i  .    r//  ,1  'ld:!;n    •'_+jr{7u  d- 

woffir  wir  auch  flchccibeo  fcOnneo,  da         '  ^    '  *  ^'  ^^^  'i  -  ii>, 
- '»i»»kI  ^*inL..  .  ■  '  '  7'  *  G,d^^f      G,dt^i  .lon.-  >J  Jlm^..- 

und  -  *  -  • 

>  0         *  '  . 

ist : 

•  Wir  korameii^  daher  allerdings  auf  den  Schluss  ,  dass  in  Bezug 
auf  die  io  Äede  ateheaden  beiden  NabelpunJcte  (lir  die  deä  Hypar* 
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'   Kr9mmmi9^iam^  mif  dm  SiUptM  p^MiO^U»  Yiereehe,  405 

Hein  entsprechfinden  Curven  -^^t  alao  auch  consUmt  wird. 

Zu  demselben  Resultate  wären  wir^Hvieier  gekommen,  wenn  \\\t 
statt  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  yz  liegenden  INabel- 
punkte  die  beiden  auf  der  negativem  Seite  dersrllh  ti  betindlicben 
genommen  hätten,  den^  dann  hät^r  wir  nur  für  die  eioeo  Gren- 
zen der  Integrale  nach  9^taft  ^^^den  Weitii  —  ^  nehmen  mteen. 

Es  ist  somit  allgemein  nachgewiesen,  dass  auch  für  Kn>ei 
Nabelpunkte,  welche  aut"  .derselben  vSeite  der  Ebene  der  yx  lie- 
gen, die  um  die  seihen 'liacb\  der  Weise  der  ^Kegelschnitte  beschrie- 
benen  Curven  Krummungslinien  sind,  «na  zwar  die  nach  der 
Weise  der  Ellipsen  beschriebenen  solcbo,  «  <-l(  he  vnrfiei  den  Hyper- 
beln entsprachen,  sowie  umgekehrt  die  nach  der  Weise  der  Hyper- 
beln heschriebenfeftsoljche,,  welche  für  die  auf  derselben  Seite  der 
.Tiy-Ebene  liegenden  riabelpunkte  den  Ellipsen  analog  gebildet  waren. 

.    §  10. 

'Nachdem  mr  also  dargethan  haben,;  dass  in  der  That  die 
Krflm'raungslinien  des  Ellipseids  gleichsam  Ellipsen  oder  IS^^^e^-^ 
beln  sind»  die  man  um  zwei  auf  derselben  Seite  der  xy^  oiter  ^er 
lyz-fihene  Iieg|i^de.r9atjielpu|fl^te  J»esc^reiht^  wollen  wir  jetzt  on- 
tersnchen,  ob  aoch  den^  ?on  diesen  <Wven' gebildeten  ¥ierec1cen 
die .  Eigensehaften  sukommen,  welche  wir  als  den  auf  ibntiche 
Weise  in  der  Ebene  gebildeten  krummÜnigcn  Viarecken.  efg4sf^»< 
thfimtich  erkannt  haben.   Die  Orthogonalität  findet  offenbar  aoch 
hier  Statt,  denn  daW'^^die  Widert -Kerben' von  Krümmungslinien  • 
sieh  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  bildet  eben  eine  Grnnd- 
eigenschalt  dieser  Carmen.  .       ,d.:>7ii    .....         u...  ., 

Was  die  Entfemongen  der  gegenfib^stehenden*.  Eckpunkte 
betrifft,  so  fcOnneik  wir  denselben  hier  sowohl  die  gerade  Linie, 
als  ' auch  die  icHrzeste  Iiiote  auf  dem  EUipsoid  als  Maass  zu  Grunde 
legen,  und  wie  für  beide  Fälle  das  Verhältniss  jener  Entlemyn- 
gen  beschaffen  ist,  darauf  wollen  wir  nun  unser  Augenmerk  richten. 

§.  11. 

Betrachten  wir  zuerst  die  directen  Entfernungen  der  gegen- 
überstehenden Eckpunkte,  so  ergiebt  sich  für  diese  leicht,  dass 
sie  einander  gleich  sind.  Bezeichnen  wir  nSmhch  die  Werthe 
von^,.^  «welche  den   beiden   Krummunr^sliniep  der  ^  einen  Ij^^ihe 
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405     Piapemamü:'  MiiOft  Mmrmm04it*4Um*^tmmtiäim: 

beiden  Krümmungslmiei»  der  anderen  Reihe  eiitsprecljen,  mit  t^i 
und  -j/fj ;  forner  die  reclitwinkllireii  Coorfünaten  des  l*unkf^>i,  in 
weichem  eich  die  beiden  Krümiaungsiinieii  (fi  nnd  ipi  schneiden, 
mit  Xi' ,  yi',  ti**  dieseihwt  t^Hrssen  rn  Bezug  auf  qp^iinnd  1^2 
ä5ä,^i"^  »i";  IJeziig  aiiljjgp-  uii^  mit  x,',  3(2%  z^'» 
liÄ  in  Bezug  auf  q)^  "fid  Va  SU  x^\i/i'\  i  ^*  koittmt  es 
darauf  ao«  zu  unter^ucheo,  ob  .joB 

ist.*  jv^rnia.«»  — *^i4r «io^ .«^ä  — s„)J?jqpniÄ ^  j-  =2«V  +       +  '^i^i 

Nach  den  in  §.  3.  unter  (4«)  aii%«i||Utoii  Fonnelo  iat  mm: 

V=y=^^^sin9|\^ a^— v^i*- c^.ßio v^«»^^  ^^^^^ 

ar,«»-^=^=8io9i  V o*^A*.coay,*-c*.slii«*/** 

dop  —  «^q^  öoa)  «^4  =: 

« 

V  — 

jf^*  =6.8in^i.coa9s»  *  '  "'^^ 


ä"=  y  sin cpa  V «* — Ä^.cos^a* — c*.ßjni/^a"^»       '  ' 
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ähimmumiift^       4m  m/t^om  a^ltkun  \ ißt  ecke,  4^ 
und  aus,  diesen  Formeln  ersiebt  waü,  jtW^  ♦       mfOfii/'  -  ^>fi>U 

ist.  Es  bleibt  daher  nur  noch  übrige,  (isMlIantersucbeD,  o1>  \\^ 
eeks  aa%;«8teUten  Formeln  ist  dun: 


=(<^— c»)(a».»iD9>,*  +  *».co8V)« 


•  — V 

4.ai«=sa».«D9i*+6*(cos9i*-- COS  t4*)fc*.cosi|>,«; 
auf  diesiplbe  WeUe.  eigiebt  sich  aus  den  obigei^  Formeln: 

«»"•-f  yt"*  +  V*  =  a*.siny,*  +  Ä^Xcosyj^^eos-Ji;/)  +  c'.cos^^*; 
iiiid  hieroit  ist  die  Richtigkeit  der  Gld«*8ai^*^"'*  *=* 


i. 
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406     Plagtmann:  Einige  BeifLerhungeiKMif      9^9  ^9» 

.nUd  daher  aneb  die  GlAich^ejt^  dfir  direfiteo .  EiiK^upmigAa  ^ 
S^IMnfiberstebenden  l^dlcpunkft;  unseres  Vierecks  allerdinss  dai» 

{l#tracp^M^iK  nun  die  Entfef^ningär^f^  gegenfiberstehen- 
den  Epkpiw»kte  ur»i;ere.'<  Vier^-ks,  ^den  .^||r^  bfii|d^f^^AI>"i#ssc>i 
dersC^Ben  mcht  die  Linie/ sondern  die  kürzeste  Linie  auf 

dem  IVfipfH^  titf8.Gr^i¥# ete^ ,  wi^hMi%fr> iuoft  W^^esen 
Fall  nacbweiseo  kOnoen^das^jene  Entfernungen  einander  gleich  sind. 

Sind  wieder,  wie  im  i^origen  Paragrapnen,  g>^;  i^t*i^ 
die  den  Seiten  unseres  Vi^^recks  ei)lsprecliend^n_  Werthe  Ton  (p 
und  ^,  «o^b'i^jensfei/Aenrt^^ir  dfe'Wüht«^£o^  C  für 
die  kOrzesfte^Lihi^^^  du#öb  die' Punkte (^^^^  und  (i^,  i^^t) 
geht,  mit  Ci  bezeichnen,  für  die  Bestimmung  dieser  Ooostantba 
nach  der  in  §.  4.  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Elüpsoid  anfge«. 
stellten  Glei^qpg  (jQo)  die  beWeti  GMf^kßifßit- 1^) 

.0=^^^^'     ^  (10«)  r     i  ifl^-sf^ 


iiaa"»lidx  i)b«ii>  H'»1'.  ■  T*  '        aTfi-l»»  lavTslifll  vMfi.i-  ibia  Min 

rt« .  cös  ^2^r^^*.*i^wpaf 7-  a^A^c'^  ( i  l) 

,  (6^ . cos r'',/  f     .sin  1/;^«)  (o« . 50s ,qD»g-|^^«i|| ffl^-gtfi^) »^^^i* ,.1-,. 

7esiTb^tS»%'itl^lf^*%^ 


mit  C^t  eo  bal»en  wir  för  die  Bestimmung  velf  ^  «mfMSrSmfÄ 

Gleicb>in|^^6«2  di§^^hejdefif  Gleichungen:    ^  -  ^U'        |  .A  )  (.41) 


a^//'^c^C^>- cost//.^  —     ■  -sin  i^'.^f 


—  e*»  <»io  ^t*)  (ft*;  cos  yi  ^  -t-  ^ « sin  y^*  —  c*)  r/i^»^ 

cos      +  6*.  sin  9,  ^ta*~  6*  ci«     — .  sin  ^^«)  rf^i** 

■ 
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^rfhiimungmUeH  aur  dem  Eiiipsöld  ifedüdeie»  ViereeMe,  409 

Multiplicireii  wir  die  beiden  Gieichungeii  (10«)  und  die  beiden  ' 
Gleichungen  (10*)  mit  einander,  so  werden  die  rechteii  Seiten  der 
beiden  «o  entstehenden  Gleichungen  identisch,  und  wir  erhalten 
durch  die  Combination  dieser  Gleichungen,  wenn  wir 

Jiirn  iiWi<mm<m 

fi989Af-W«»U4«#lillbfcw!8f,  ,i»ffdßi^fi^.tkt^lj^^mh 

.f»nii9  d  )i^aio^nßiii'>  rt9)^nunialtn3  f>it'i|^ft»;(i,n'uicii»3l  imhvrdoAti 

HOT  ediisW  us^iyUii'^'ifUL).  ^         *^  i^iaagii  natlftli  iwb  »ib 

•diandBooD  v9B9ib  ^aummil«      trh       .  itt»nd:M'tM«(l      )im  .idt»» 
».ii.jii  bWqilia  inablfffi  ai'H.:  «  '  >  •!  wh  dsw, 

(11)  ai-rÄ^rib4i¥i--.iy(J[i--«i)(X,^«'i^i'»l'^      "  • 

».  ■ 

Diese  Gleichung^l^'^^ezug  auf  A'j  eine  quadratische,  und  sie 
wird  eicb  daber  lir  ^ei^^Gleichungen  vojn  ersten  Grade  zerlegen 
laae^y Wtft»  -w^tHP  jÜ^  eHie»  besonderen  W^tii  mt'  liefert. 
Da'Appbb^geiieidlebShgr^«^«  J^^  erföirt  wird,  *o  Uird  die 
eine  der  (»eiden  Gleichungen  ersten  Graden  - 

(II«)  Xf^tiS^^ü 

ä^\n  t;;^mim4^m 'M^  inan  nacb  ÄudsiL^  der 

hMitf'lM^m-toiäh'fm^e^  VMm^ti'tV^^iMt  Seite ^rsel- 
W  fl»tffib  d|K\#t,,4yf,föe^j^^eil»irl(4ililiAnd^ 

f         -»iVI  'li  w  (inttttfl  «)K  ,  tun 

Ks  nniss  aijso  das  Vorhfiltniss  zwischen  Xg  und      entweder  durcb 
diese  Gleichung  oder  durch  die  andere 

dargeetellt  werden.  .  '\^.^'.^», 

,Aue  den* Gleichungen  (10«)  und  ^O^V  istVnW  eraiebilieb,  dass 

von  .s|^\)ef\iVi A  ^dieiNyidMH  €4eicffiiM||pD  nMdHtildt^vrtiefdeiii  «laee 


Digitized  by  LiüOgle 


41#     'N9$emAnnt  Mnife  äem9rMumim4ik»'4m 

aflfo  (Ör  jene  Besi^blitl^n  zwischen  den  Werthcn  von  q>  iMid  ^ 
Ahl  Constente  Q^.'^^^^^^^'^b  Xisn  X^  sein  mwat.     -  "  ^ 

'  "  Da  fllr  9»= -Vi  »«'^^a=~ti  awV'*,=^^ 
wird,  so  vorwandelt  eicli  f&r  diese  Bedingung  die  Gteienang  (Hv* 
weoa  wir  den  gemeinsehaftUflevllterCii  von      nnd       mit  0 
und  den  gemoliiecbaftllelien  Werth  von       und  7«  mit 
aelebneo.  In  die  folgend^ ^^«^^^  ^  ^0«>«A«^i. 

2(0-:  «f)  JCi.  Ji— 5^2)  (J:,  +    + 20^(0— 50 =0^1« 

oder,  wenn  wir  diese  Glefohn^^iAh  0^9^  dlvIdirMi,  in: 


Sollte  sich  aus  dieser  Gleichu^ig  X  =  JT,  ergebeu,  so 
wenn  wir  dann  den  gemeinsehafllieWMi  Werth  aWtWwim  tfiißt^ 

•  o'jgnßJ  oib  p.tdt     i  '  i  uinü}!  ,)li^di9  dJiaV/ 

iidbisd  19b 

sein.  0a  wir  für  die  letztere  Gletchang  auch  '^"'^^  ^^^'^^S 

•10  oa  «tai  VlP<t^  '  C^  —  <PJ  (JC— ^P")  ^  jj^ilaiÄ«  ilw  iiosi»^8 
ilw'oaew  ,(8)  guud-jijiw  oroTll^ebstuc        ai  tob  aoa  liw,  iiotkd 
iMtiheiadfOläMilsieliblglisä^  rfoea  nedbeisb  oi  oib 

0  ooliistaaoD  tob  ^^^wff^^^^J^^^  ^        tWeb  ibsa 

,bni*B  flodioaeib  fldffliil^'^adsiif9^9bi9d~'tm' «nodsd  noaemagdaan 
dlahl  leb  o^aSJ  aib  üSi  «oondoidssd^  bnu%  Um  .qaoi  «aodo  oi« 

tt^  bau  («^  ti9)  floislnDS- nobfdd  odb  nddoaiwa  oosinstob  ifdiu: 
adn  mUsste.  '  :  dobibau A  nsb 

Wenn  wir  aber  einen  dieser  Werthe  itk  a^b^c^C  in  die  für 
die  liürzeste  Linie  aufgestellte  Gleichung  (O^V  einsetzen,  so  ver- 
wandelt sieb  dieselbe  io :  v 

-33  lob  nf..—  dipÄO  öde*  llSj^tf^O';'"^*'    '^^^^  '^tit 

m  mdk\i<^:iii  ^>.^^:as.€onatb^^  oder  9^^CoDali#i«  tüt»  ntiLl  «.«isi. 

womtts  hervorgeht,  dass  die  je  swei  gcgeoflberstebea^'ticfpaokto 
nosores'  Vleredm  verblodendei^  kürzesten  Linien  Krflmniniignlinten 
sein  miHten,  was  nicht  der  I^m  sein  lurnn,  da  die  In  iMe 
liiiiwifti  Fitti— dtnmidnlbiaBwfcteOtiH  «toaMtaMrHii#i%^cbe 
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£s  ist  hieraus  ersichtlich^  da«»- die^ieiehuns^  (II*)  das  rich- 
tige Verhältniss  xwisclieo  Jl|  uadtJL#>sil^ht  ^ngiebt^  und  es  muss 
dasselbe  daher  durch  die  andere  Gleichung  (U*)  dargestellt  wer- 
dep-v  nach  jveieher      *^      i'^^ « o«"  x^>-    4v  ^ 

4»  liin       bmr       oov  dlisVTwItlll'Urfmiibni«!^  nsb  lift  ao9W 
Jim        bfiv       nov  ditsW  fisrffyNjDBdd&oisriids  mb  bau 
««6«c«Ci=;:a«6Mfii;'^''''**^  aib  ai  «nendobt 

:ai  «imiblirtb  V— O  dftrfFjlwdoisI» 

iO*aW»  OOV 0*9^11  dlidW  iftlf^v^lr: ;d.L  iiafn3g  neb  nnub  ii  w  iinsw 

Nachdel?  wiS^^I'^sJ  ^^i^on' übfeeügt' 
-  staute  C  für  dieCh¥WfL<kSi^^6n  Linie«,  dl^^sflurch  die  gegen^ 
flberstebenden  Eckpunkte  unseres  Vierecks  gehen,  dense|^^ 
Werth  erhält,  können  wir  leicht  nachweisen,  dass  die  Längen« 
der  beiden  kQrzeüen  ILiäfeii  Awitfcfaeo  jenei/vPankteu  eioander 
gleich  sind.  gnud-l^lü  91b  lÄl  ilw  M  .atoe 

Setzen  wir'Blirfick  jipw^j^^aML  ^  Ut,  so  er- 

halten wir  ane  der  in  {."K  anfgeetenTen^  Gr^liiiDg  (8),  wenn  wir 
die  in  derselben  naeb  ^siM^sisMgrifdndaiKFiMiiim^in^ 
nach  dem,  was  wir  eo^eb^  Consfantea  C 

nachgewiesen  haben,  'rarnb&le^^IrsoB^irliioien  dieselben  sind, 
wie  eben,  resp.  init  Fnnd  Cr  beseichnen,  HBr  die  Länge  der  iihib 

anch  derjenigen  nwlschee  den  beiden  Punkten     ,  ^)  und  (jp^, 
den  /knsdmck :  .dlasDm  ofoe 

ood  wir  baben  somifjQdle  Cileichbeit  der  Entfernungen,  der  ge* 
geiiüberstehenden  Eckpunkte  unseres  Vierecks  nachgewiesen, 
sowohl  wenn  wir  die  gerade  Linie,  als  atich  wenn  wir  die  Iffr^ 
zeste  Linie  auf  ded^^tfiUipsoid  hei.  deE>,Ahmp.ywng  derselben  au 
Grunde  ifgen.  ,  ,     ,  il     .   .  < 

3b»>l  I«  «ib  nh  .außA  iti-ja  Ä»T  f'»li  Jdoin  asw  «n^rJawüm  niSd 
^d9i  Aus  d«M<)i9iwWtas4lit  gezagt  JiahtmgdBMÜiefifcuttiiii 
C  fär  die  beiden  kflrni»(|eif  14hlito;inni|itohe>Bi»f^ie9eiiti)t8atebfl^ 
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lieii  Eckpunkte  unseres  Vierecks  mit  einander  verbinden,  den- 
selben  Werth  erhält,  können  wir  noch  den  Satz  ableiten,  das« 
jene  kürzesten  Linien  mit  den  Krummungslinien,  welche  ducb 
ihren  Durchschnittspuokt  gehen,  gleiche  Winkel  bilden. 

Denken  wir  ane  nSmlieb  io  JeBem  Dareheclinitto|Hinkte  ein 
Tangettialebene  an  das  Ellipaoid  cenatniirt,  and  beaeicbnaa  die 
Entferoang  des  Ellipaold- Mittelpunktes  von  dieser  Tangen^ 
elieoe,  wie  in  {.6.,  mit  P,  und  die  halben  Dnrcbmesser  des  Effip* 
soids>  welche  den  Tangenten  #])r<^n  beiden  in  Rede  steheadN 
kflrsesten  Linien  in  ihrem  DnrenscCnittspnnkte  parallel'  sfaid,  nil 

Uni^il&i%''# 

Z)4«=^  und  />,«=^, 

weraos  hervorgeht,  das*  niidH 

Wenn  wir  uns  also  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  paral- 
lel mit  der  erwähnten  Tangentialebene  eine  Ebene  gelegt  denken, 
so  werden  die  Durchmesser  der  durch  den  Durchschnitt  dieser 
Ebene  mit  daiti^Eflipsoid  gebildeten  Ellipse,  cmeich«  Tao^eii 
ten.fU^nserer  beiden  kürzesten  Linien  in  ihreip  Durcbschuittspunkte 
parallel  sind,  einander  gleich  sein.    *  -  ^ 

Toj^oa^chitnsthal  in  Crejie's  Journal^  X^VIf.  S;TO 
cAe  xangenten  zweier  sich  schneidender  Krfiitihiun^s)iU(^n  ilireiB 
Durchschnittspunkte  den  Axen  der  ElKpse  parallel,  welche  durch 
4|^|b|fll!ipe«H4..»Hdi,yier,«Ju^f;hi,den  MitteIpi|nkt,^|^S(Rl)l|en, faralle! 

Tiingf^nMehef^  tu  dem  Durchschoitf^^ijj^i^^^  jlCräj| 
nWBg^inieA  gel^g^ii^ene  gebildet  wird,  und. 4^,, |mer  lllipw 
g||9l(^e  l^chroesser  nvit/den  heijlen.^Jien  glpKj^ej.^i^ke^ijj^^ 
so  ist  die  Richtigkeit  des  von  uns  aufgpiu^^(yi,^^a(^^^l^ 
dargethan. 

•  :   •  .         \  . 
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....  ,  ■  f..  ..' 

..  .  •  .     Ii  iic»nn«»>f  .  ■•    •  .  .  •• 

•    •     ■•  •  .-A  r-'^  Jiin  •Ltf.r   "  >    ;.  . 

■tt       »       '        ...  :  „  «naibg  J#J.  <    -  :    .       '  .  l  •  .•••l» 

uib  ri-ifTt]'ji9£9d  l»ciü  Jiiinl«no9  bioaqiU3  unU  n6  .i  v.'ddlBiloogofiT ' 
ffiüns^nßT  leaaib  aov  a9tilaiii{l8llilil-bio«qiU3  ^ah  ^aoaidllufl 
qiliH  Bsb  T9B89fDd9TiiiI  n9dlt;d  92b  bau      )im\^.J  ai  eiw  «909ifa 

a9bn9do)ä  ebsil  ai  nsbisd  "^^v  ^)a9snßT  lidb  odold'iv  «übloB 

^^in)^jt>^^^Bffr  (I) 

Herrn  Simo»  Spitzer^    uloaio/iad  eiUt^ivM 

.  PKoJEaBiot  an  der,  HaodcU- Akademie  zu  Wiea. 

iMfiq  abioaqlTfSradb  luii't'M.'   •   .  •  r.j  ^nu  li^r  ansW 

.ii:»ilit9b  Is^bg  9fled3  ttam  m..  .     .  ßtndutno  nb  lim  bl 

fsesib  iliadaadoiu^ü  fl9b  r  U  oib  nsbidir  ob 

-fl9#lljrMilb  9iMii|iiU94fil-IbtogMlliMi  dM  eiHobimib  lim  onsda 

^ilaiiqslltiiilaado-inO  /n  .  ^  -  4  fi9bi9d  t9i98fii/„ii  >) 

^              ."fl!  i'-"  Ii  iir.üi  t  ,hiit8  leiTfliBq^ 

||e^,>Ba^/I.XXX.  Seite  82.)  Die  Uleic^qn^      l«l  ein 

eefk  'M  Ibh  aber  bei  der  Intes^ratlt)»/  fdel^'lGlfeidiuiig  f2)  ilosi^' 
posUii^e'W^rtK^"Vbri  m  +  n  voraussetzte,  äV)  Alfter 'HM- 
das«  ütcft'^tVdtirte^iJ  die  Gleicbung  (1)  auf  ähnlicbe  Weteö'lkögl**« 
re^  tks^t.    Folgt  man  genau  dem  Band  XX'VHl;  8eito  '9(U.'^lf^ 
«eJgiiii  Weg,  so' erhält  man:  -    y^-^r  eib.  lefo* 

-       1  niidl99i«b 

/«,  — ~ 
.^ux)u^  .e»^  du. 


wiigelbst  Iii,  «t  Waneln  der  Gleicbung 


B 


sIimI»  ood        ergibt,  steh  an»,- 

«  ,         5   >  •  •  • 
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*  - 

ttiid  M  ist  folglich:  ' 

anter  fij,  ii^..,.fin  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  ^"  =:  1  ^  und  un- 
ter Cg,  C^....Cu  wilUt^rliche  Constante  verstandeo.  Maa  bat 
dali«r: 

Dwit  »an  ans  dieser  letaten  Gleidkung  schlcUleheGreBSirartfce 
erhSit»  wolieo  wir  statt  u  eine  i^iyie  Variable  e  lo  Reehnung  m- 
Ittbren  mittelst  der  Snbstltatloii 

alsdano  bat  man: 

und  als  Gieiehinig  sv  Bestimoiiiiig  der  yreozen  2 

B 

isMsebelRVMi«  teMW  Ul^esieillei 
CWstobiiig,  «dbite  «IbgM  4vfimige*e|^l^ 

alsdann:  . 

«  .'1^101  (l>  auA 

So  bat  man  8.  B.>  falls  Az^-^l,  B=n  ist,  die  Gi^cbung: 
weiche  den  Integral  hati 
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ird  lisM    .a9bai^&i9V  3li^«aoll- dtt^iliii^iilU^  n^)  . 
^  I 

:ua  19b  lalsMioi  a»iAif\ 


Henn  Slif  •»  Spitzer^ 


•  :ößni  Jüd  oofibaU 

gelangen  war,  strebte  ich  natflriich  dabin«  noch  mch^ffto  andere 
Kettenbtflche,  namentlich  den  folgenden :  .  .        ,  . 


(1)    «n»^     i|»(a?)=«**^  j:»;;  T  n 


gellfa^gjifii!  Wrideel  MeM^'MinflipeB«*!»  (beeiiilMMNMte 

mta^  jg^gt^ainiarfliittlieiieD-Afli  ii^^f*  mIn*0v  .^(tudvfiilO 

Am  (1)  (n^t 

'  ;lAd  lfiii|9«(tl  aeb  edoteif« 

folgUch 
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so  kommt  m«t  zn  der  DÜemseiiglmcliiiiig 

(2)  '  F(x  +  2)  +«»iXa:  + 1)  —  F(a:)=0, 

welche  nan  anbalSaeii  ist 

Man  hat,  meine  Methode  zar  Auflösung  tod  Differenzenglei- 
chnngen  einschlagend,  für  F(x)  zn  setzen  einen  Avedraek  vm 
folgender  Form: 

* 

und  eriifilt  dann,  nnter  VoraossetzoDg  ▼e.n  X=Oj  maw  Bestimmiig 
Toii,/tf)  die  Dif erentialgleichnng 

(?)  T^rir)  +  (r  -i  l>nr)  -  f(jr)  =  0, 

welch«  in  gesdiloseener  Form  in  lotegrlreB  mir  bisher  nicht  ge- 
lang.  Ich  werde  mm  Yersochen,  diese  Differentialgieichiiiig 
mit  Ufiife  unendlicher  Reihen  sn  integriren»  und  setse  sa  den 
Behafe  f{T)  in  rolgender  Form  vofilis: 

(4)         fir)  =  ^  +  A^r  +  ^,r«  +A^r^^A^T*  +  

nnter  Ao,  Ait  A^,  A^»  A^.^,,  constante  Zahlen  verstanden«  Au 
(4)  folgt:  V 

(r)  =  K  2 /4a  +  ^ .  S/Iar  +  3 . 4  J^r^  -f-  

somit  ist,  diess  in  (3)  substitnirend : 

(1.24a- Jo)  4-(2.a^^  +  l.,2ils— ^|)r 

4- (3 .4il4  4  2>.3^,-.  il,)ra 

+  (4.5.44 +  3«. 4^4 J8)r»  .  _ 

+  (5.6^^  +  4«.5il5— i<4)r*+. . . .  =±0, 

und  damit  diese  Gleichnng  stattfinde,  müssen  die  einzelnen  Coef- 
ficienten  der  Potenzen  von  r,  und  zwar  jeder  für  sich,  rerscbwin- 
deo,  d.h.  es  mnss  sein: 

2/4^  —  ^0» 

2.3^,4  4» 
3.4/44 +*2«.3/43=^a, 

4.5^43*.4il«s=Ja,^ 

5.6i4e4-4«.6il»=sil4, 


1^  lyul^Uu  L.;^  «^IlJJiJ^^ 


und  allgemein: 

Am  der  «rBten  dieser  GleiehoDgen  felgts 


aus  der  sweileD: 

t 

k  aus  der  dritten: 


^4«— +-24  '^'^ 


und  aus  der  allgenielnep  Gleichung 
fulgt»  wenn  man 


k  somit 


setat: 


Allein  diess  ist  genau  die  Gleichung  (2),  von  der  wir  ausgiDgen, 
somit  sieht  mao,  daäs  man  befaufs  der  Integration  der  Differen- 
zengleichnng 

(2)  fQni-^)  4  a:^F(s  -f  1)  -  #^») =0 

das  Integral  der  Üitlcrentialgieichung 

bedarf,  und  umgekehrt  bedarf  mau,  behufs  der  Integration  der 
DifferentialglelcbuDg  (3),  das  integral  der  Differeozengleichuug  (2). 

Die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  bäugen  daher  auf  eine 
mericwflrdige  reciproke  Weise  von  einander  al»,  .und  dürften  einer 
genauem  Untersnebung  wfirdig  befunden  werden. 
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1  «»»••..'" 


   o   


1  ' 


Note  über  uaendliche  Kettenbrüche. 

Von 

Herrn  5tmon  SpiUer^ 


Im  eVstW  Suppleinentbande  zu  KlägeTs  mathema- 
tjsehem  Wf1erii««li6  Seite       ist  ffir  deii.^^iM'<$^<i^  im 


> 

*C»)«  ^ 


folgender  Werth  gegebfUktk  }\ 

der  auch  iiacfaetebeDde  Schreibweise  gestattet: 

l  r  1^ 

igfiurioi^Ij^:!«:  ^  +  11(^-1-1)1 1  ^■(^%f^'*ttf«in JlSdieoa 

+ ira + 21  (« + 1)1  *  "^^^^^ 

Da  nun 

.   o  ' 

(8iehf>  Lacroix,  Trait« idw  e^lcjuil]  jJj^feT^»Uel  etc.,  3.  Bd^ 
S.  669^  ist*  80  bat  man : 
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Spitter:  I^ote  titter  uuenälicke  äeitenärüche»  41$) 

* 

=•;•  8»-i  f"      .  =i' 

0 

somit  < 

* 


0 

Ich  werde  win  4eD  »nendlicben  Kettenbnicb 

2*  +  3  +  ^  

2jp^.54.  - — — 

in  geSdb'lifösiteifto  Föro  su  bestiiDiiieii  suehcii.  IciW  meil^ait 
and  wena  man 

setzt,  so  kümj^t  man  cu  der  Differensenpleicban^ 

2m/i[;r  4- 2)  +  (^^p^- 4- 1>— A«)  . 
Setzt  man  hierein  ■>  -  ' 

» 

80  erhsit  man  silr  |9>e([^iDnning  von  ^(f)  folgende  Differentialgleicbung: 

C2r  +  2f»  —  2A)  9)''(r)  +  9^'  (r)  —  (p{r)  =  0, 
die  HBr  iii  =  A  sieb  versinfacbt»  und  xam  Integrale  bat; 
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w\d  somit: 

Nun  tftssiJsidi)  »wite^  •  Jelcht»  seigeu,  4«B;<'.Oi']cffe>£i4mHat;4maii 
erhält 'dalicb,  lUteilQ  Bian^d^p  IbiiifachhoislaltedriisAvcli  v\4T»Bfkk$ 


woraus  mau  sieht,  ayf  «velche  ei|[entbüinliche  Weise  r  und  auf 
welche  eigentbüniKcbe  Weise  jr  in  die^i^oinrae  eintreten. 

I  J- 

HeiTn  Fr«»»  Unferäi^tger^ 

Lehrer  der  Matlieuiatik  in  der  k.  k.  u&terreicbUchen  Kriegs  -  Marine, 
eingotdiifft  ayf  Sr.  Haj.  Pro|ielter- Fregatte  Doaan.  (!;> 


1)  ifidem  wir  voraussetzen,  das«  der  Mittelpunkt  O  (Taf.  II. 
Flg.  2.)  de«  (teüi  Dreieck  ABC  umscliritfben^  KreiäesH'nner''' 
halb  des  Dreiecke«  liege,  ffillen  wir.ven'  ibni  aaAWtote'MT 
Selten  de«  Dreifuß  ABQ  die  Senfc^lif^  pD,  OE,  OF,  cen- 
stnilren  das  Dreledc  DEF  und  verbinden  O  mii  den  drei  Ecken 
B»  C  dnrch^'die  Sldradeu  OiiV  OiT,  s0b  ÜMcb  den  Lebren 
der  Elementar- Oeoniftiie  sM<^4<^^n  d}i^«V5eif<^  des  Dreiecke« 
DEF  halb  «o  gxess,  als  die  Seiten  des  Dreieckes  ABC»  and 
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Bwar  ist*  «venB  wir  dime  letttoren  wie  eevF8liiin<$h  mit.  6;  e 
beteiciiDeii»  £#Wi4i»  DFi=*\^»  DEas^i^  ^Wmw  entotviuni  auf 
diese  Art  drei  Vierecke  AEFO,  BDF<Ö',  CDflfi.  welche  di». 
mr  uns  beeonde^  ^iciitjge  ISIseneclkeft  iti^fn,  daM  eich  densel- 
ben Krei8e  araUcbreibeo  lassen,  welcber  OiiistaDd  die  Anwendoog 
de«iPt<lteniifibcbe(bSitefe:  RdehtbcbiHMi  dfasallfagttnaleic 
eintcftiiny  Krei^^ini^faAlnnbbfhVieileobbsaM  ibM « WistfitiMi^ 
der  Rechtecke  aus  den  gegen überliej^endMl  89ibB«t»%eila4tbb(»;JW 
der  That  folgt,  wen»  man  0/)=pi,  OEzszp^^  OF^p^  und  den 
Rl^u^ydeb  lhi&bK^m|^enen^Mror  gteicfa-r^setit:  -k  1 4 

Werden  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  addirt,  und  je  zw© 
addhrt,  die  dritte  davon  sabtrabirt,  no  erhält  man  iolgende  vier 
Gleichungen : 

(6  +  c  —  a)r  =:;>j  (6  +  c)  +  ;?a(« — c)  +  PS  (a  -  6) . 
(a  4  c— 6)r=s|>|  (6  ^c)  -f  (s  4-«)  -f-l^kC^  '-a)  • 
(a  +  6— c)rsspi  (c— 6)  +    (c — «)  +  Ps(ö  +  6)- 

Bezeichnet  man  mit  den  Qi4|{bl^j|ben  J,  ,  g^,  q^  den  Fiä- 
chenraum  des  Breieckes  ABC,  den  Radius  des  demselben  ein- 
geschriebenen Krei^OiS,  nt)^|  d|^,(^di^f|.4fr  -fi^  äusseren  Berüb- 
rungskreis(\,  welche  beziehnn<?swelse  den  Seiten  a,  b,  C  g^enttber 
He^en,  so  ist  (s.  Arcbi?  Xhl.  .2^Va  p.m): 

*U  =  (a  +  C'-b)Q^, 

fefnerj.ißt-aber<9u«h»,^lfl.aiis.den  Aiibli€h:dff  Flgwr  iinmi^telbar, 
b^forgeh^  ,94s:  a/)i +6;»3  4  c^3,  mitbin;,     ,     ,     i  4, 


V 
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I 


4^  ünferäingen  Zur  l/tkte  99m  OreiMu 

iin4  wenn  »Mi  diM  t!«v  Gteiefanngieii  cn'JdiMD  (a)  der  Reih^ 
BMh  aitdifft  «lid  bemerkt,  daee  eledanB  beidle'  Tfccile  ^erseibeo 
die  Factoren 

•o'e'4#'nlt2WW'IUI^        '«'»l'^i^l  leb  1107  bfio  iifoffq 

UV  n9llr.  I    .'/■:«♦;■-''  ^      ^-       '•         •  •  -     dif,  I  t 

.ao  , QO  Mb..  ...    ii^ Jite -I- fi^^«:, + r,, . ,  ^r;, 07  ^Ji,^;^ 

^m\i^  in  ^  ««iitSbttlUieiWifif  tofiiecheii^^ 

Liegt  der  Mittelpunkt  def  nm8ctefViilAin?&  ' 
ionerbalb  des  Dreieckes»  eo  ietdie  Summe  der  aus  die- 
sem Mitteip-nnkt  auf  die  Seiten  geffillten  Perpendikel 
der  Summe  der  Radien  des  ei  ngeschriebenep  nnd^^am- 
sebriebeDen  Kreises  gleieb.  —  Die  Summe  sweier  Per- 

Sendikel  vermindert  um  das  dritte  ist  gleich  dem  Ra- 
fi .  ^^fÜ.  f  f^.  sttbtract Wen  Perp ön'dlkel^i'^^ %nkMkx 

^YiegWii^ea  Sasse  reu  Berfihrnngskteidiec^^'W^fliV^el^rlifcam 
Radius  des  nmschriebeiien  Kreises,    "'^ittidoi;»!^.  ' 

Werden  die  drei  let/ten  Gleichungen  in  (3J|  a4idift,  80  erhält 
man  mit  Uückaücbt  auf  die  erste  derselben:  , 

eder 

(4)  «1  4^49a-'9'=4<'. 
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Wenn  man  die  drei  letzten  GleichungeD  des  Syetemt  (3)  der 
Reihe  nach  zur  ersten  addirt,  «o  folgt:  '  t*"*««!-       ,      .  , 

2(ftH-/»a)=f  ti  +  «i 
und  weon  man  diese  Gleichqfigei^  ^ddirt:  ' 

ptteirt  und  von  der  leisten  sulitr^lRM^  f  o,|;^gi^fj  öi^h  mjl 
tigkett: 

2)  Wir  wollen  nm  voraussetzen,  der  Mittelpunkt  O  (Taf.  II. 
Flg.  3.)  des  dem  Dreieck  ABC  umaebriebeDen  Kreises  liege  f^A' 
.serhalb  desselben  ond  der  Seite  BC  gegeufiber.  iWlen  mr 
wieder  von  0  aus  auf  die  dtei  Seiten  die  Perpendikel  OD,  OE, 
OF,  censtruiren  das  Dreieck  DBF  und  verbioden  O  mit  den  drei 
Ecken  des  Dreieckes  ÄßC  durch  die  Geraden  OJ,  OB.^pC, 
so  ist  nach  wie  vor  £F8e|a,  «DF«:^6,  DBsslCt  und  es  ent- 
stehen drei  Vierecke  ^£F0^  BDF([}^  CDEO,  um  welche  eben- 
falls Kreise  beschrieben  .werdl^  kbilneo,^  so  dass  sich  auch  auf 
>^  Jef  ^dM»S<llilfl^^l««0li^ 

!lnng  föhrt»  wenn  wir  OVssp^,  OE^p^,  OF = |iy  SfUlflpctilll'^ 

io*l  >y.^    er  z:z  ap^  — bpi.  •  o  f  il»  > 

I»  Jl  £uob  «f  .  ,  ,      ^  j  j,  ,j 

f'jWltaHlfft'.^ese  drei .  Oleiebungen  addirt  und  danu  aiicli  je '  >£^ei 
inaiidirtk  idi«ii'4ffitte-4AVQn  subtrabirt,  so  erhält  man  leiebt  fo1|;eriße 
vier  Gleichungen !   ^  " 

V''*  '        (•^"A+c)r=-;H.(*  +  c)  +  |?a(«if  4r^;*»i>+W../f 

(b)  -   ,  q 

(o  +  c— 6)r=    />i(c  — Ä)+/*ft(<rf  c)fy>,(6-a), 

14.  1^.  t»'    ,e.  I        ^    ,u  ,|,^ 
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Diu  an»  der  Figur  unmitfetbar  «ililNlslilftt  .^Wh^«»^^ 


und  wenn  man  diese  zi|  den  vier  vorgehen^^  £ll^ichungen  der 
Ordnung  nach"^  SdiftrPtiitid  die  gleichärlTg^Ä  Gfifeaer  vereinigt,  «• 
s«igt  «ich  bald,  daaa  beidea  Tbeilen  die  Factoren;  ^^^^"^^  '^^^^^^ 


IIA  wüo.  «i  Ilia  6  +  e-.«.  TV'",""**''^'^^^^ 

.  .  d'»J  isbi'Oviol  ti9flni9inev 

:    <4        >i(  nl 


X  it  r 


iHTiP^if^n^^t  6^°^^'"^^^^^''*^^  sind,  durch  vvelebe^äb^iijkfim 
man  au  folgenden  vier  ßleieb^ngen  gefubrt  wird  i  '  i  >  <t  -)  b    u  »ob 


welcbe  Gleicbungen  loJgeoden  Lehrsatz  attaaprechen : 

Liegt  der  Mlttetj^nnlet  des  ii9macvriebenea..ILcAiaeA 
asaaer  dem  Dreieek,  ao  iat  die  Summe  der  aaa  dijeaem 
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ger  deA  Radliif  deii  amjschriebeuen  :KVei««fl. 
Summe  der  zip e!  anliegenden  Perpendikel  w«fi iget 
dem  dritten  oder  mittleren  i«t  «rekcli  ^de^^ 
Radien  des  eingeschriebtihen  und 'uniscbVielienen  Krei- 
ses. —  Die  giuTipi^  .des  mittleret^^^ii^^c^es  ersten  an- 
liegenden Perpendikels  weniger  dem  zweiten  ist  gleich 
dem  Radiu8(tea9ii'iirec>hVieBeh^n  KV^eTs^ff  «veniger  dem 
Radius  des  ^pj^^^5^5^^^n^n.^aiji^Bgekreieee  *). 

worauf  folgt:  .aaioioa'i  eib  •  •  Jx^d  aaab  «bUd  d;»i« 

da  diese  Relation  mit  jener  (4)  ide^tiach  ist,  so  gilt  in  voller  All- 
gemeinheit folgender  Lehrsatz: 

In  jedem  Dreieck  ist  die  Somme  der  Radien  der 
drei  äusseren  Berahrnngsfcreise  weniger  dem  Radius 
f,^fi^«*RÄ«ÄiöMeh«nen  Kreises  dem  vWitfa^tfÄn^itWliW 
des  umschrie^MeQ.K/ieia««vgi»ieM  u*'  /labasslol  na  qsio 

Addirt  man  die  drei  letzten  (^^clmog«a4n  (7)  der  Reibe  niidb 
aar  ersten»  ee  felgt:  v    f  \-»  ^  '  a  ^ 

aus  deren  Vereinigung  lilcb 

ergibt.  Werden  diese  Gleichungen  nun  mit  2  multipUcirt  und  ^dir 
Reihe  nach  von  der  letaten  anbtrabirt«  io  erhStt  maq: 

4/>,  =rpi— ^3  — ^, 

^  ,<i'i«>fatn  »i»'>h 


r 


4 
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4M  BMft^i»9ert  Zun  lekr$,9m  ßmM^ 

iuHlelttH  elcher  Gleichnnfgen  die  Perpendikel  pit  p^ft^^hn^mmi 
Wl^ca  diirdi  dieoBaiUiiiki  dei  ßepabtniigskreise.  <  ,  u.s.^ 

^    3)  Die  Gleichung  (4)  ^IM«' sieh  auch  retöbU^fU^te«  Md» 

welche  ich  im  ArehW  Tbl  (^,434.  bewleoen  hiA».  ab- 

leiten,  dmir  «Ii  MiMamuaittelbar:  > 

4r = (ft  +  (e» + «,)(«.* ».>ShiS ^  « '•^  +  fc^  +  . 
ßdet,  weil  • 


1    1  ,  1 

ist: 


=         ^"'7™^i'^''^A^tIö  Iriöb  d^fto  88£i>  ,lfaiuir 

• .  ,  • 

(4)  4r  -  t»!  +  ?a  +  V3  -  Q'  ,,^^3.,.  ^'^ 

.  Am  der  EweUen  der  Gleichuog«!!  (9).  folgt  auch: 

oder,  weil  .*  ;  (Of) 

«•ifiiifi'H  nT«*fi  ledft  j^iit»».  ;     •:« «jl'jßiliJö ^' V  /m  , s  rf»  .t^ 
(11)  Pie«  +  ei>s  +  ««0»tTTll(ft><-#9b^^,rt  f^»f*, 

wtl.  -hV  die»;,S4irame  dpr  Rechtepike  -au«?  Radien  de* 

ersten  und  zweiten,  des  erst^jirtj^yril^HU?-«  V".**.,*^«»- 
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teo  und  driften  'Süsseren  BerOhvungskreisee  eioes 
Jeden  Dreieckes  Ist  giöisii  dem  ÜiNIr&ttesB  hslilJBii  Um- 
fang dfi^ejj^e^^.err fluteten  QAadr?^, 

4)  Bezeichnet  man  mit  d,  d^,  d^,  d^  die  Entfernungen  ito 
Mittelpunktes  einem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  ▼ee  den 
Mittel ponjL teil  dej:_i.vier„  berührun'^äkrciäe  d4«S^tw,i  §9  ^ist i-^e- 
kannUich.    *  /  .^rö-f  «9i9  ^ 

•l£  «edsd  neseiwed  ,m  ^  Ar^±%rQ,^'  *idoiA  ini  k\m  ^Aa  .*. 

woraus  folgt:       +  '  «  ^     ^  ÜJ  >^^^=^ 


und  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  darauf  Rücksicht 
idmmtv  dass  nach  dem'obeo  ibewies^i^it    9  >  ^^v-^ 

(4)  «i+^a+Ps-^— 4r  «idJIm 

ist,  sbseigtsicb:       '      *  (*> 

■'.wi>  «jJrt  j  fdb  snA 

4r  =  ^  ««a'O-ar 

oder 

(13)  12r«=sil»+di«+<4*+d»*»  '^'^^  ^^^^ ' 

<l.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Distanzen-. d^s  Mit- 
telpunktes des  umschriebenen  Kreised*^on  den  Mittel- 
punkten der  vier  Berfihrungskreise  eines  Dreieckes 
ist  gleich  dem  swSlffaehen  Quadrat  fiher  dem  Raaius 
desnmschr{eibWe1^l£l^etses.*   ^   ^t^  4  'ff) 

i^etzt  riiah  tirn^f  ^ie'^\dh*fjhr  vi^i,^f  >gefttiiklendn  WerUie 
in  4ie  oft  benniztii  ät^übbdni^ '  ^  .»  »»o  bitaa^y^^^ 
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ÜnferäingBr:.  S^ur  Ukre  vom  DrUedi  ' 

■(10)  =    ■       .  l-i  +  l  +  l 

und  bringt  bie  aui  NuU,  so  erhält  mau  nach  Division  mit  2r: 
1  1  1  1 

oder,  weil  mit  liücksicht  auf  die  Gleichung  (13) 

aalai»  nah  aitd&^l^e^^isajll  ^ti^^i|>44**4**:Uiiiff^  ^v.tfsJdiü 

♦fiffßjftd  V  .  '  tijL^c>  lob  fldHiijied 

«sloeisiCT  9hn93d  >  V  j  j  uv  ?     (  i  «  '  ^,   .  i  ,  >^\K  «Islaas» 

3    .iv   ir-i-ji    f\^\}tHih-.    «,  ^^j.  ^di» 

und  diesiy*  Wt  \lie"^ edin^ u a| s  gl  eli  i^A^]  >'l}§^cb ^^M^'lfl^M' 
vier  DU^tLZttify^z^Jfm^  rfPK^fiyq^t^^TfiiyniiitQato^i 

aaab  ,  t/iiU''j;-'.'iitc  'j.cfii  jH^i«  in^i'i 


"   —  lid// 
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Vnfe  rdinfer :  EiHfacke  äegrüniL  der  edaum  TriSQmmtrie, 


1 


I 


XXV. 

((U)  ^nudai'juf  '  ijidslaijH  Jim  liaw  .isbo 

Iidirer  4er  MallMiiiatik  iiT  dto  ÖttemwÜiidiai  Kriegs -Mariae, 

,  '^VivH  I  ^  \  "ii   .    .      —  -Mi 

Die  Lehre  V^aleelih«iiiii6ll|«n  Dreiee|ß  (ilrehM&iis  den  ersten 
Begrüen  der  Goniometrie  olineliin  hervorgeht)  als  hekanot  Tomnif^i 
gesetst»  sei  ABC  (Taf.  II.  Fig.  4.)  das  in  betrachtende  Dreieck» 

dessen  SeitfiiL^ie  gewOJmlich  durch  a,  b,  ^  hfizeuJuiet  ^r9{.4^n 
mögen.     W^VBrWhf^erV^  iÄÜerseiW  ^  die  Reite  machen  . 

AD  =  JE—b,  BFz=^itG-a,  verbinden  die  Punkte />,£,  F,  Cr 
mit  C  llimb~f|^f^gih»7ffti|l  4B.  Abdann 

sind  aus  geometrischen  Carü'naeii  die  l>reiecke  CDjS,  CFG.  io  C 
r^1*tirjif9|^d9ft0>er^ll^4^^r^^i^  f^„„ 

Aus  der  Figur  sieht  man  unmittelbar,  dass 

DG-i-EF^UB.  DFzsa-l'b'i^c,  DF^^ABssai-b-e. 
Weil     .  .  ^ 

(1)  CP*=DP,EPssFP.  GP, 

80  hat  nan  die  Proportion: 

DPiGP^FPiEP, 

also 

DP:  DP-  GP  =  FP :  FP^  EP, 
.  DPiDGssFP'^F,  ' 


Digitized  by  Google 


Unferäingtr.:  Einfache  Begrünäunß 
woraus  fulj;t:  - 

und  hieraus  folgLJuit  Rücksicht  auf  das  Obige ^  i 
VF,  DG     (o  -f  6  ^>  c)  (6  -t-  c — «)       -f  c)'^ — «? 

^/*=T3iBr  =        25  - 

'  rf9«tidO  nidb  iI»ao  ilaW 

Fenier  folgt  ao«  (2)s 



«IsoMii  lilßd  fl»m  or«  .  ,^t';4.;  I>#^^^ni9jribdi  RO?  mab  h'- 

DF 

qgfjl^ßri  4)8  ,  J-u   ^,  >  ^  .  • 


ÄFä=  2^|jnr  fj  ^       ...   ^       — »  .  <y, 


die  gefundenen  Werth e  für  /)P  und  EP  in  die*  <Jlei- 
chung  (1)  and  bezeiclinet  die  Hübe  CP  des  lirciecke«  mit 
hi  bedenld  man  ferner,  dass,  wenn  ^  den  Fiäcbeninbalt  des 
Bioiefces  beaclchi|tt^i<2l  aajlife  ifit^t«it>fodet)>iliiUMtJ^cbtigitet 

>.  ^nfuid^^.,;/-,   — — . 

^   wb. 


Femer  ist  offenbdr: 

^^ßP-AE — ^P=  6  -  Cos  /l=2frßin«^,, 
und  wepn  man  bieraua  CosM»  8uij(ii  bestin^t  iii\4  ^  i^^^/ ^F 


Werthe  «etst: 


1 
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woraus  auch  gleich  folgt:  -  *;  *    '  / 


,  i  Sin  J  =  rrv-V  (aH-Hc)(Ä+c— a)(«+c-Ä)Crt+6-«)t  • 
Weil  Dach  dem  Obigen  v  ' 

^{^)  BUB  itglol 

• 

80  hat  mau  zur  Berechnung  einer  Seite,  aus  den  beldfjQ^y^nfl|^^ 
und  dem  von  ihif^ijveiDgeKctilosseflen  Winkel,  wie  man  bald  iteoet» 
die  Gleichung:  ^Ki?  ~  V»0      »  '  ^    ^     'V I     .  • 

(IV)  k*:is4ß'^i^^'ibeCMA.  ' 

Weil  in  den  beiden  rechtwlnfvll{?en  Dreioclcen  und' ^C/* 

CP  =  6Sin2l==aSiD^,  weii  ferner  J=le,CP  ist,  so  ^^t^ae 
auch: 

oder      _      _^  ^» 

♦ 

woran«  folgls''^  0 

^Vj(y^  '(5Cosi(C-^)=(c+a)Co8K£^+il)=(c+a)Slniöi  ^>^'* 
und  wenn  man  dieser  ^jpicliuiigep  multiplicirt  und  diridirt: 

C  i^Sin(C'4)=^-a^Sin(e-|-ii)»(c^-#)SinB, 

(V11I)<        \^"  ^^^t^a  '  ^  ''Uj.     c—a  \ 


Digitized  by  LiüOgle 


Es  Ut  auch: 

DP=z  BD^  BP=:b  -fc-*aCo6£=26  Cos«i^  . 


(IX) 


Cos 


26 


DPiFPsstt§VBictgiA; 


froH  afisr  nach  4en  Migsn  l>PslV>=jDCr:'JE^  ist,  so  hmü'  nas 


DG:£Cr  =  ctg  4£  sctgi 

und  wenn  man  für  und  EG  Ihre  Wcrtbe  setzt  atid  dfe  "Prth 
portion  in  eine  Gleichuug  verwandelt^  80  liHrd  ntak'iu  folgender 
Relatbn  gelübrt:  .  '  '  '    '^"«5^:^'  ' 

(X)  (6+c~a)ctgi^t=(s^-«-*ß)ctgiÄÄ(tif46^c)ctsi€'.  " 

ts  'kaiin  nicM  -««iss.  iUtoidbl  ssto;  'd^ei^  pHise  einen 
bsai^nderes  wIssSostibartlklieii  Werlfc  beisoiiieSMttV'*lli«r  deit  Be- 
dfirfnissen  des  trigonometriscben  Cnterifebts''ein)»flebte'!slell  der 
hftn^  bstiivfceno  Weg  durch  seioe  Erafachhelt  Ifidam  mm  Ae  Vigar 
derg^atalti^bäadsrt«  dass  die  Basis  kleissr  ald  siM  der  beidis 
oder  sls  bside  andsrsa  Ssites  wird  und  das  Perpendikel  iMlMee#Mb 
des  DrffifBebS  filllt»  gibt  man  Scbfilero  Gelegeabeit  xir'  MisMhsf 
Ü^bang*  ..  ^  »I  . 


•'.'•Ii  « 
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Bestimoiimi^ der  Quadraturen  sämmtlicher  Kegelschnitte 
genieitten  Satzes  voii  den  Curven. ' 


I«ehrer  ao  der  BeaUchule  sa  Saaifeld. 


tlies  ypn  Uet^tiPcpfesKor  Dr.  .0i9i«rittn)l  mk")  ib  Tii^UrJ^^Üä 

des  Archivs  (iS.449.)  bewiesen,  gab  mir  bald  VeranlassaDg  zu 
Frage:  Ist  w  nicht  möglich,  mittelst  jenes  Satzes  den  Flächeninhalt 
•bener  Ctp^v^  9u  J||||f»|jmm«n?  Mit- 4^8«in^  bedanken  wandte,  icfi 
WB^€k  —  natörlich  nur  für's  Er.ote  —  zu  bekannten  Curven  ond 
zwer  —  wie  aus  Tbl.  XXX  II.  S.  420.  di^er  Zeilschrift  zu  ersehen  ~ 
zunächst  zur  Parabel,  die  hinsichtlich^  ihcer^ Quadratur  je4^^U9 
dfc  einfachste  allei^JKegelschnitte  ist 

iftt  Mesngnahme  auf  jenen  allgemeiiien  Sats  und  Mit  HCitDptj 
eisiger  passender  Transformationen  der  an  Jenem  Orte'Bufgestell'r. 
tea  aUg^ineinen  Formel  des  bewussten  Verhältnisses  gelang  ea 
mir«, In, Kurzem  die  Formel  für  den  Flächeninhalt  der  Parabel  ab- 
zuleiten.    Die  Ableitung  ist  auch  nicht  coraplicirt,  und  gewiss  * 
Jedem  klar,   der  das  Agens  der  höheren  Analysis,  den  Begriff 
des  Unendlicbkleinen,  nach  allen  seinen  Beziehungen  richtig  auf- 
zufassen bemüht  gewesen. 

lodess  der  Gang  der  so  eben  erwähnten  Entwickeinng  ist 
wenig  geeignet»  damacliancb  den  Flächeninhalt  der  ttbrigen  Kegel- 


*)  Herrn  Dr.  Völler  gebührt  sUmb  die  £ht«  der  Erfind nng;  ich 
habe  daran  gar  keioea  Theil«  G. 


schnitte  mit  Leicbtigkeit  bMtlmneii  s«  kSnnetty  «Faafcftlb  ich  die 

Untersnchoiig  too  v  Eleiiem  «ufgenomiDioo  vaad  Mimehr  auf  ein 
Verfahren  zur  Bestimmong*  der  Quadraturen  sämmtlicher  Kegel- 
ocbnitte  aufmerksam  niaeben  mochte,  i^elches  allerdings  nicht  oor 
ein  Bedenken  in  Bezug  auf  das  ganze  Rai6onnemfij|t  der  der 
höheren  Analysis  entsprechenden  Herleitung  in  Iceiner  vVeise  ge- 
stattet, Knndern  uclchps  auch  biosi^htfich  des  Calculs  grössere 
BeiitteMliciibeit  äbi^iMa» 'EheillXXil^lbiJmihDdwaisdaciiietei 

•t  tbn5^:»i^ii>'  »ofi  ni  -*2ml»'»r«l!    u  ij»d'»«  sloilfl  fidlai»  neh  IwA 


Es  sei  O  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten'  (3^fiilsf%»'0«) 
und  daj»  unendlich  .kleine  Segment  habe  ;^e,i  solche  Lagfr^i^f^li 
ilie  Seb#«3ftf88elbeu  seokrecht  auf  der.  JK•|^ci^F«  eteM»  also  fJVt' 
m^^ÄK^m  ieWere  gelegen  ist.  .  -        . ,  ,.,  »,0  .  • 

,ndla»iiiiiiiA  ttsendlicb  kleine  Diineiiiiion«os  f.l.tiud 

so  kann  man  fur's  Erste  —  wenn  nur  die  endlichen  Werthe  ins 
4^Me  gß^asst  werden  und  au8sertlern  auf  die  EntwIcl^Iung  Rück- 
siclit  genommen  wird«  die  in  Theii  XXJ^I.  (|^s^rcib|iva  ^^jp^beo 
worden  — 

— ^^''^m^'^^^ — j 

setsen.  .  , 

-  ^1.  ..  ' 

und  demnach  auch: 

/•'(ar,)  =  ~r(a-,). 
Also  ergiebt  ^ich  nach  i^ubstitotion  der  veratebenden  Werihe: 

■   •  «T-=*-^¥S" 

d.  i. 
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iditf  iak  aber  «fr^MdM  fon  Mebc»  4mii  btor  MmteMa 
«ar  dl«  almlBtoD  ZaUeawMflie  —  bei  dar^FuMMs 

niftbin  eriialt  joan:.  ,  . 

WAS  dib  beUuMfüMicliiCar  >id4»>tFlli«h«iriblirikt  MdülAMillMlI- 

segmento  isL 

Auf  deo  ersten  Blick  «cbeiot  allerdinge  in  der  ▼orsteheriiM^ 

Entivickelong  darin  eia  Veraebeif  begangen  worden  an  sein ,  das« 
das  Gränzverhiiitniss,  n  elcbes  ursprilnglich  nur  für  aoendlich  kleine 
Grossen  Geltung  hatte, ^ancii'atiOacbweigend  auf  endlicbe  Wertbn 
OberiPkgliLtiitf^MiijairtT!.'.''  o  . 

*'1nd<Mife/  6ftg(e1'ch  V!9es^e$cbebent  ee  int  dbob  die  I7lvlelftn^ehmlg 
nicÜt  nnficlifjg/  wtft'fücT Formel»  welcbe  fflr  aen^-flSMninbalf 
des  Dreiecl^e  MTN  subetihilrt  urotden,  natflrfieV  AUttV^ähjr'Mtb 
gilt»  nobald  Xi  und      sehr  klein«  d.  b.  nnrndtirWrltnin  TTflilhn 

Ueberdies  kann  man  auch  iu  dem  Endresollut 

unter^^'unfl.  v&  sieb  recht  gnt  hx%  und  8W  denken /Tn'iji^  ll^un 
nnm^^in  'i^äknii'ee'^^^^  .«mr.     hf  ... 

oder    '  '-'^N   '  '       •  '  . 

.  t   K«!^-A'^  V-  ?  ' 

*• 

gesetst  SD  werden  brandil»  was  an  gleieber  Weise,  da  hier  x% 
nnd  als  nnabbSngige  VailnbW  an^seben  sind';  wteder  Ü  idsr 
.Formel 

mbrt*). 

«    ■  Ii  »it  tf  i» 

"  II, 

D  e  r  K  r  e  I  s. 

Liefet  das  Segment  (Tat.  II.  Fig.  6.)  aoch  hier  synunetrisch 
gegen  die  JT- Achse»  so  gilt  in  gleicher  Weise  —  sobald  man 


*)  Bei  Anr  ersten  Abteitiing  der  Quadratur  der  Pacsbel  ia  Thell  XXUI. 
itt  diese  DisciiMiop  leider  öhfigaageii  worden. 


die  Accente  uhterdriTökt — für  itnetidtieli  UeineR  8%gnMM.dMi 
allgemeine  Formel  <  /  v 

Segm.  =3.^.  0) 

1 

Ke  ist  aber,  wie  auH  den  Eigenschaften  des  kreises  bekaont, 
lo  Mekiiebt  auf  absolute  Werthbe8timinuüg^^„„  „3^^,^^  ^^^^^^ 

I 

mitbin:  /  v>  .  '/ 


\.  ■  '      ^  -  }  i  s 


wo  wiederam  y  hinsichtlich  seiner  absoluten  Lange  als  fast  Ter- 
schwindend  angesehen  werden  kaoo;  immeti^ird-fedook^ttiobin 
diesem  Falle  die  Gleichung  i 


bestehiJbl  I  ^t-'."'''  ■    '  mgs» 

.Mm  einhält  demnach  nach  Substitution  des  Werthep  x=  Vr*— ^ 
iD  Armei  tSj  die  neue  Gleichung:  '  "  Uun  item  1vy«^^;n( 

Da  nun  aber  unter  den  gegebenen  Umständen   .  ,  . 

gesetzt  werden  kann,  so  geht  Gleichung  («ij  über  in: 


ST- 
IL i. 


Letsteter  Aomlnick  lissf^sicb  leicbt  integrireD  mid  iwar  aaeh  der 
amemflio«9«J'il»i«lt  .  „  , 

*)  Auf  diesen  höchst  wichtigen  aMgejBeinen  ABtdruck  werde  icb 
liBr  Zelt  an  einem  andcreo  Orte  zurückkommen. 
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wo  nur  noch  zu  berdcksicbtlgon  ist,  dass  in  dem  epeciellen  Fall 
71  —  0,  der  allerdings  nicht  unter  der  aUgeui^ioßii^  Formel  entbal-- 
ten  'iBt,  bekanntlich: 

/*  ^  ^  —  =  arc  (sio  =y)  +  Const. 

'i'+d  ?9gi  ^iVl  is^^  l.TTJtV^  •    -  (>'   >rw  .  i^m 

gesetzt  werden  mnirtiT*^^''"^^*'''  '  ' ^*  ^•^»^•u»r%dfi  iun  irt9i<eii'Hj>i  ^ 
Man  bringe  aUo  znn&c^  Xtleit^ung  (4)  auf  ^ie  Form  - 


dannj^etgiebttiichifveHeintii*        •         '  •(^•iIh"    <  >     >'>i><w^  ^  « 

(  *v"n^  ) 

Sega.  =*•  j-!:-i-Y-^+»««(*'=f)  j+.fii»t«..i 

lotegrirt  mmi  munMbr  von  ^  =  0  bis  ys=r,  erhji||^man^aU 
AnadriH^  filr  die  halbe  KreleMehe: 

I  +  ,  .;::::=' 

"2"'  ' 

mitbin  fQr  den  giinxen  Kreis: 

•  b 

rt)  «  •  III* 


1 


Die  Ellipse. 

Ganz  analog  dem  Verfahren,  welches  beim  Ki^ise'Wir'^B^ 
Stimmung  der  Quadratur  desselben  angewandt  wurde,  ist  dasjenige, 
welches  auiL  Formel  für  den  Flächeninhalt  der  Ellipii^*^^ 

Man  j^be  nebmiieh  aiieb  hier  wieder  toh  der  Gleichung: 
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aus.  iül  DUO  d#r  AJittelpunkt  der  ElHpse  ^of^ngspunM  der  Coot* 
dioateu  (T&£.ILFig.;Z^,      i^t,  »«eil 

TH  =  ^ — ^ 
Da  aber  mit  Rfidr^clit  «uFdlie  EUi|seDgleicliuiig 


geaeizi  wfifden  kann,  so  folgt  weiter: 


uod  endlich,  weil  aus  denselben  ^GrüDden 


ist: 


inifbin: 

wo  iiatörlioh  y  hinsichtlich  seiner  absoluten  Länge  als  sehr  kleis 
ansaseheu  ist.   Setzt  mau  ounnKtiir  wiederon: 

so  ergiebt  ^ich  die  Gleicliuiig: 

^  oj    y   ^«  •"i^*        .#.»*..,.,  i'.i  . 

wo  das  Integral  J  ^  gleichfalls  mittelst  tler  unter  i\o.  11. 

citirten  allgemeinen ^Fermel.  jyelOst  iMifde^^flanst.       t  .,...  - 
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Mao  erbäit  aebmlkb  auch  hier:' 

Segm.  =:i.Ä  •  4  J   7..^ « 


.   Segln.  s;3.^.o'  ■  —  ;^Mrw  iI3a»jhii>41 


demnach  nach  erfoigier  Integration : 


Es  ergieht  «ich  also,  wenn  man  die  angedeutVteil  dringen 
Tficksichtigt,  fOr  die  halbe  ,£iii|||B^  di^  l;oriiiel: 

oder  ,  '  ;;  iltji'*!^ 

*  Hilf  hl», 

folglich  für  ilie  ganze  EUip«e  der  Astfd^^l^des  FliebeDiiihaltee : 

D  i  e  H  y  p  e  r  b  e  1. 

Allgemein  jgilt  für  alle  ebenen.  Gjiinreii  bei  verachwindendeit 
MendaMn  die  til^iebttiigi 


iDitbin  aucb  M  (WAl  Fig/8.)     ' '  .  ' 


44p  Völler:  BeaUmm*  ätr  ßu«ärmtnr€n  tnmwtl,  K^$i§rlmmt 

_*  '  •     ■    -  i  ^ 

Nun  ist  aber  io  d|^ia  vjorlie^ei^den  Falle:   - 

AVegen  der  Gleichung  * 
folgt  welter:  '(O^*  V  ^ 

Da  aber  auch  *  . 

:  190U 

80  ergiebt  sieb  nacb  Substitutioo  dieaoo  Werthes:  ' 


«Hhgdiiif  \»  _  ,      ,  ^  

'OTi^  a^d^A  /  1«'^  ' ''c< .  as^ii^i^iJVlß^if  yiem  alluH  ined- 

Setzt  man  nun  wie  frfiber: 

^•d  bunel  e»b  «ri  lim  '  d^dod^wes  tu)  t9da  eU 

ao  erbilt  man  die  Glelebung: 


Formel  *  ' 

ddllbflfli  i  ^ 


r 
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y 

ist  (*» '      /  \:, 


bestimmt  werden  kamiy  ireno  maa  fibrfgMMnor  iiock  darauf  Rficb- 
y*V^P=*«8(y+^n^)  +  Coiiat      .  . 
Man  bringe  abo  sunidiat  obigen  Aiwdruck,  aaf^die  Form:  ' 

dann  ergiebt  eich  mit  Bezugnabsi«  auf  die  allgemeiae  Formel: 


^»egm.  s=2a6 


oder: 

wo,  wegen  der  besonderen  Eigenscbaften  der  Hyperbel,  die  Con- 
stante  dadurch  wegfallt»  dass  man  tOD  f'tss^  bis  y=y  integrlr^ 
in  welchem  Falle  man  nir  einfb^lieblges,  gegen  die  Ji-Acbse  sym- 
metrisch gelegenes  Flächenatfielc  dnee  Hyperbetaatee  in  der  For- 
mel gelangt: 

Da  aber  iür  gewöhnlich  die  Variable  :r  mit  in  die  Femei  be^ 
eingeaegen  wird,  «e  erglebl  niebt  well 

•  i 
>•  •     .1*  • -1  ftÄto  tlfidi» 

ist:  *  , 

'  d.  1^  «ndUcbt 
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tere  Form:  ^  '^^\'  >     »  •  ■  *'  ' 

.    SÄgpB,  »ii^jf-r  + 
.vertretöi»  Wird.  .  .  ,  i  i 


i .  1  i;nd:M:fl»" 


Zur  Auflösung  biquadratischer  Gleiciiungen. 


1. 


ß«  MI 


.1 


jc«  +  if«»+I«<*  +  J«r+/r^O  .  .  .  .  <I) 


ab  das  ReBoltat  der  EUmiDation  von  y  swififeivp^  ^mfßkfiflWh 
mhnittsglekhiitigeo    .  ^ 


Da  diese  Gleichungen  zusämmen  10  vrilikfihrÜche  Constanten  ent- 
haltet) ,  die  biquadratisehe  Gleichung  (1)  äber  'Mkr  lior  sicher  hht, 
Bo  geht  daraus  h^rvoi,  dass  vorliegende  Aufgabe  eiii6  imbwtimmte 
ist.  Maiv  Irann  «lieh  in^de^  Thtfl  nnf1rlditebi*<liül»  ttiiitotiliiitto- 
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paare  angeben,  welche  die  Eigenschnft  besiUeo,  da«!S  durch  Elimi- 
nation von  y  aus  ilirei»  Gleichungen  die  gegebene  hiquadrntische 
Gleichung  resuHirt.  Zu  unserem  Zwecke  sind  jedocb  von  allen 
diesen  Kegelgchniftspaarei»  nur  diejenigen  anwemlbar,  welche  sich 
auftinden  lassen,  ohne  daa8  man  nöthig  hätte,  eine  ^leicbuug  von 
einem  höheren,  als  vom  zweiten  Grade  aufzulösen. 

Wir  wollen  hier  nur  eine  Auflösung  dieser  unbestimmten 
Aufgabe  geben  und  dieselbe  stir  AuflösuBg  der  biquadraileclNHii 
tileichnngeD  anwfpide». 


2.  • 
Wftblen  wir  als  ersten  K^elscbnilteine  Parabsl,.dersfi  Gleiehnng 

«•  =  «y  ........  (2) 

ist,  so  erhalten  wir  für  den  anderen  Kegelschnitt,  wenn  wif  In  der 

Gleichung  (1) 

«•«=ssy 

8Dl««n,  die  Gteiohune: 

Verbinden  wir  die  xwel  Gielcbangen  (2)  und  (8)  dunsh  einen  nn* 
bestimmten  OoefBcieiitee»|(>^U  d^i:  diqpf^iiv»g,eb)es  beliebigen  K^giel- 
SGbnittes  der  ^>i||^.,w4i(,ffir'i^9m^^^ 

ay  +  ito^j;  +  ^ur2  +  c^(X-fi)  +  Afa;  +  i\r=0.  .  .  (4) 
Setzen  wir: 

a«=^,    ,  a(;.-fi)=2/). 

sll^^4tlll^'dfc'^ingungsgleleb9tig>  <l«ls  der  letster^  fiea»Nclwilt 

ctamilMiluiigel' sM'^tyi  *  -  *  J  -.i  ^ 


.1,  -f 


r  . 


Sobstltairen  wir  bierin  (}^4t  ß»  C»  die  betreffenden  Werthe, 
so  erhalten  wir  aar  Bestimmung  von  i»  feigende  Gleicbung: 
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detsen  wir  -v»      ♦  >-  'f 

BD-JE  =  q,    ^    .  ,  .  .  .  (ft) 

^^Ä'aS!^  ii^ilii<*n1tt  (3)  das  ^WiÄ^kAiSÄ^d«, 
darstolteo  »oU,  die  Beziehung  stattfinden: 

oder. 

BOT  töb  gflümiri  .«sü  -       -  ffdlUdi»  oa       dsiub  gfiiic!> 

wo  P  eioen  beUobigeo  der  xwei  WerÜie  tod  Vp^MWlllb  eih  ^ 

Da  aber         K  v      ^  ^ 

fiiditi  K  bau  ((  i&l  u-öAi  .  r  ^     rjSY^v  .  ^deiaio  nM 

wo  <lw  Zdebw  raf  der  liakon  Saite  so  gewühlt  werdto 


da»  die  Gleicbbeit  wirblieb  etsitfi^^t  ^esoiebiioii  wir  dteMD 
Wortb  von  ^  durch  J|_und  berücksicbtigeii«  da«s  p^s^p^  m  w 
wttUM  M  die  Giolfibm^^  ^n)  y 

Venliiige  der  Relafioiieii      iot  aber:  : ai  td»|f)ii)<tL' 

>='i(T^)'-']' 

md  00  darf  aemit 

d^Hß^^^erd^h  ^^ilwüd99         olsaaaiil  sab  nw  aabaoW 
  *  ^«^o^xdi^ooldsS  oodMilaibttupKii  «oct« 

Sieb«  $.  2«  de«  in  f  orhergebender.  Kote  angoführten  An|fnt§jm. 
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wo  aber  das  ^eiaheo  dein  Ob|||en  «>Qt8|kr^beDd  gewäblt  werden  mues. 

.  -^^ÄJ|M^ 

(8),  eo  findec  man:       m^Ui^r^mit,  ^lunl^isda  mh  «liea  adJIeJaiitb 

^if^t  ahpt  ^==««  tOiiiÄfea  ^ii  ^%h|r  ^ie  vorstehende  Glei- 

drang  durch  a,  so  erhalten  wir  aar  Beeftminnog  der  Wertbe  too 
9  die  tftrtatlflilgHV'  aoY' ediir     i\      .9h  as^idettod  aeab  «  ow. 

llao  eislebt  hlerana,  daee  in  den  Anedidcken  für  Tß  und  II  ilibiif 
also 

>46oin  oeoiew  t^'-Ui^"^         ,  >  ^:*U  ^ha  oedeieS  aab  ov« 

iT5«»ifo  11W  oeffd»m  'j^_2^^^_^/.->  ?   i^>flfl^t9l^  elb  aeab 

gfla^t  weiden  daifj^lre&ro^^ereilerieJiie  (alelchang  aMann 
fibergdit  in:  tf^di,  UJ  (0)  oeneitabfl  19b  eaomieY 

Das  Zeichen  der  rechten  Seite  im  Ausdrucke  für  Tß  ist  hierbei 
beliebig  zu  wählen;  in  .dem  Ausdrucke^  füt-UtWt  es  jedoch  so  za 
bestimmeD,  dass  man  bat: 


Wenden  wir  daa  Cleeagte  nach  aeliBeidleb  f^^^J^^j'^f^^ 
eber  biqaadtaHeehen  Zablengleiebnog  an.   [.^.^ 
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die  vorgelegte  Gleidiong«  se  ergeM  eicli  aus  iler  Vergleicbung 
derselben  mit  der  allgem^liieft  Form  (1)  die  Betiefattifg^: 

Äi=2,^  ÄST-«,  . 

und  es  wird  alsoi  ,  ,  .  .    .      „.  . 

+     —  4iV    93,         i«w  neltaH 
i^s;^  -f      ^  JSXÜ^  144, 

SO  dass  die  Gleichung  (5)  übergeht  in: 

Hieraus  ergebeu  j^ich  für  ^  die  Werthe: 

FQr  jeden  dieser ,  Werthe  muss  nun  die  Gleichung  (ü)  vier 
Wurzeln  der  vorgelegten  biquadratiscben  Gleichung  liefern,  wenn 
man  dort  einmal  P  positiv,  den  andere^ Mal  P  negativ  in  Rech- 
nung bringt. 

Nehmen  wir  a.  B.  ati,  ee-eei  ^^'  >  wt»  i 

und .  setzen 


80  verwandelt  sich  die  Gleichung  (9)  in  / 


worane  folgt:  ^    *t  -     ?  i^/^;  ..."ü"^.  .  '■ 

''  '^hlen  wir  nun  hi  derselben  GfölfilltJng  J^)  uird'bc^  derselben 
Annahme  von  ,*  für 
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also  Ittr 


una  hieraus : 

die  Wanela  dar  ▼oigdagten  Gleichoag  «ind  daber^^ 

-«^;-^3,  -5.  2. 
Uätten  wir  ,  i 

aogenommeo,  so  wäre 
also 


gaword^to,  atld  dsa  Giaidittiig  (0)  fibergegaqgtn  tar      >'  i'  n  ""''^ 

waraaa  aicb  die  swei  Wacsela  4  uad  ä  -ef^ebeo»  v  » 
Nebmen  wir 

alao 


f\:'*^  iiiiti 


60  folgen  aus  der  Gleicbpng 


<ia(A  f 


23         •  7 

die  beiden  anderen  Wurzeln  — 5  und  — ^. 

Wir  erhalten  aomit  genau  dieselben  Resultate  wie  bei  der 
ersten  Substitution.  Auf  gielebe  Waiae  ISast  aicb  dieaea  Sät  die 
dritte  SubatUatlon  wn  aeigeo* 

Ee  lat  klar»  daaa  anf  dem  hier  eHigatebbgeaeD  Wege  noch 
nebte  Aj|fl$a.9i)|;^n  dei;^,)»^^|atbcbei9  ^^jj^clljw^^  k^^m^ 
Mi  «erdeB.  .  _  t  t 


r  ► 
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Herrn  Dr.  ü.-»imm^^'  -  ■    <  ^ 

ordentlicUem  Xiehrer  am  konigl.  JoacbüusUial'adiien  Gimauio  sa  BQrlia, 

i- 


Die  vom  Prof.  Oettioger  im  44.  Bande  des  Crelle'schep 

Journals  veröffentlichten  Resultate  Ober  periodische  Kettenbrache 
sind  von  zu  grossem  loteres^ie ,  als  da^s  nicht  statt  der  nm^Uind 
liehen  fnduction  ein  analytisches  Verfahren  gesucht  werden  sollte^ 
durch  welches  jene  Ergebnisse  mit  grosserer  Allgemeinli^t  und 
Einfachheit  abzuleiten  wären.  In  den  folgenden  Untersacbungen, 
die,  von  eini|?en  iSiitzen  Möbias'  und  Clausen  8  ausgehend, 
dieses  Ziel  verfolgen,  soffen  flberdie^s  die  allgemeinen  Äussdrticke 
für  unendliche  periodische  Kettenbrü'che  in  geschlossener  Form 
gegeben,  und  daraus  specielle  Resultate  für. die  Darstellung  von 
Quadratwurzeln  gezogen  werden. 

V  ■        .       •    •  ■•  .• 

.  .*       •  * 

1. 


Wird  der  allgemeine  Kettenbnicb 


..V» 


a«r^h  4m  Symbol  «)  ^^W^^^Um 

Eioi^bsl^  die  Beziehung : 
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oimI  Ucmw  folgende  Gleicbang  für  deu  letzten  Neoner'a: 
,  (L     i!L  & 

Oft  eiBcai  Wcvtk«  ?on  «  nor  ein  Werth  von  x  entspricht,  und 
M  M|tt4ar  Kej^i^ruclj  ^  der  Gleichung 

umJ,B,  C,  ü,  ^tmcüonm  ton  b  and    sa  bMÜmmeiiy  Mlie  man 

tvodorch  sich  lulgende  Relatioiien  ergeben: 

mm  iimt4k$mmämUytl%  der  Mdeir  W^MIiiPVoK  >  4*  *  Ma 

Die ie»^ng^  (X)  nimmt ^jbier^  \  \.  /  ^ 


-  u  flj       + u*-*    U'"  • « J 

Wird  oanmebr  (ilr.«t  und  ß  resp.  a»fi  uqd  6«i^i  nod  fllr 

"^^M^»-^)^^^  reciproke  Werth  von  /— , 
gesetat,  «o  resultirt  «nnäcbst: 


Theil  XXXllI. 
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lieber  perie^scbe  Ketteifcvoeiie. 

•  « 

Herm  Dr.  Ill'Slj«»^«!)^^  ^  \  >  - 


•rdcQkUchem  Iiehrer  am  köniel.  JoachimaUiai'scbeii  Gjawasio  sa  Berlin, 

'  -      '     )  i 

Die  Tom  Prof.  O^ttioger  im  44.  Bude  des  Crelfe'aeben 

Journals  veröffentlichten  Resultate  öber  periodische  Keftenbruclie 
sind  voll  zu  groaaem  loteresae,  als  .das«  nicht  statt  d«r  raistfiad 
Hcbeo  Induction  ein  analytisches  Verfahren  gesucht  werden  sollte, 
durch  welches  jene  ^Ergebnisse  mit  grösserer  AH^meioii^t  iiad 
Einfachheit  abzuleiten  wäret)«,  y  In  defi  folgenden  Untersuchungen, 
die,  von  einigen  Sätzen  Möbius'  -und  Clausen  s  ausstehend, 
dieses  Ziel  verfolffen,  sofTen  uberdiess  die  allgeüteinen  Ausdrücke 
för  unendliche  periodische  Kettenbrüche  in  geschlossener  Form 
gegeben,  und  daraus  specielle  Resultate  fiir^die  DarateUang  tob 
Quadratwurzeln,  gezogen  werden. 

{  [  ■   '  V  ^ 

1- 

wird  der  aUgemeioe  Kettenbrucb 


t 


durch  das  Symbol  (^»  ^  ^»  ^)  diurge^teUt,  w 

zunätibgi  die  Beziehung  x    '  *       •   .        . . 
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I 


(A) 


UDil  hieraan  folgende  Gleichung  für  deo  letzten  Neoner  «: 

W— — I  — -  »  9  ••••   «     —  — ■  I« 


Warthe  voll  a  nur  ein  Werth  von  x  entspricht,  und 
umgekelM,  »e  «IM;  de»  l^w^tei^bruch  äu  der  Gieiuhung 


(X)  0:=^— • 

um  jl»     Ct      FanctiiHieii  von  b  nsd  ti,  m  beetlnineo»  eetee  man 

esl^'  «soo/  ^sO>  jrsso»» 
wodurch  sich  i olgende ^Relatiönen  ei|;ebeiit 

uiil  iMm  iitr#e«leiakiotwi||  der  Mdeto' W^lHUPV^iP^^»  '  hiO« 


Wird  nenmebr  filr.«  und  ß  reep.  e^i  tiQd  bn^t  ond  tät 

«-+^ der  reciproke  Werth  von  ^) 
.  gesetst,  «o  reeoltirt  »onächst: 


Tbeil  XXXIII« 


,    Digitized  by  Google 
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und  durch  WiederhoIuDg  dieser  Gleichung: 

MOa  diesl^]|^l}9^^Dilffero^^  aber  auch  gleich  ^oiljnu'l  oxnßgsni»  vo  .il.l» 

,  'M^\an^i       fli/Vfli  a«/L.\  Ort      aj/^A  ««  «a/J 

;t;  f,  .       .-....;..;■.);),  .        •  i.  •  -f.  juliVt  vHfcd 

findet  man  für  sie  nach  ähnlicher  Berechnung  der  sich  hier 

(darbietenden  Diff^i^nz  de«  Ausdruck  r-  udhoY/  oib  8»x;b 

,x  C_L ....   b\'fL,Jj^f.jf,  hfcL)'. 

Aus  der  tITeichstellung  beider  VVerthe  der  Differenz,  folgt  die 
wichtige"  Uelation : 

Der  reciproke  Werth  des  links  stehenden  Productes  ist  für  die 
weitere  Untersuchung  von  grüsster  Bedeutung  und  mag,  obwol 

v«n  bt  unabhäDffii,  durch  w(~,  bezeieb«^t  werden..;  ün- 

mittelbar  erhellen  folgende  Gleichungen : 

—^—=(-.  -'Vi.  .  ..C-). 

a?l    - >       —  I 

(^1  ^"  ^\  . 

Aus  der  Verbindung  der  ersten  Gleichung  mit  der  für  ^i'^Yb  6iA 

'"w  «J 

aufzustellenden  resultirt  der  Ausdruck  ffir  den  Kettenbruch : 

.  ,••••(• 

/6a      6«\        .       •  , 
"  »    /6i      6»\-  . 


.«2 


t 
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^  I  ' 

Um  denCbaraeter  der  Fnnetloii  9  ta  erikenneii,  8«tM  Mli  41^ 
selbe  in  (A)  ein,  woraos  ««gleich  fiKgf» 

d.  b.  4»  «ine  ganae  Fanetton  «lb>iHiiHl  vb^uM  dMMlWS  i^i^^^,  .../'"^ 

dwstellt   Daher  führt  die  zweite  der  obigeo  Gldchungen 
•o  rt  doia  wb  sauqddetdu  TJ*n'»»^i»»i".  '^im  ««^  "c»»i 


zu  dem 


Sutae»  das«  die  Werthe  d^lh.lieldefe  K^tteiMllfl*  (^»  .  ..z^) 
QDd  (~*  — »....^^Hff^cbe  Meotierbabeo,  die  Gleicbbeit  der 

Ofir  jdanp  stattfindet .weno'  sX^imtlicbe  ZSbler  b  f.iw4,f^f^  ^'^l^^ 
sied/     DW  Gtelcfamig       filbrt  demnach  su  deW  ffefottf^f *\  \ 

ireiches  durclr  £ins4^nBg  der  FunotSoneo  ip  übe^grat  in : 

I.p>ebO| . . . .  6». 


2.  ^ 


Nimmt  rakn  niinmebr  an,  daaa  der  Ketteobnich  aus  ii<f  iR*f^l 
Qoot^nten  bcAteht'c  '        .  . 

so  Usai  elisii  diess  aaC  die  (ri^ere  l^leiehnng  dyreh  die  Snbetitii- 
tlenen  aorOckfflhrei/'stÖ 


80* 
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•  ■  . 

wonach; 

lodern  man  für  die  beid«n  Werth«  vod  »  M  Air  den  ?ou  £  die 
der  Gleichuog  (X)  analogen  aufstellt  und  17,  |  atw  und  «  he* 
stimmt»  erhalt  man:    T         .  v 


(i) 


Aus  (a)  XflflAl^^i'^  ^  Zusammepgehüi^^eit  der  Wertbe 
jstowie  aas  (|)  no^  («})  |lie  von 

Die  letBiep^,  in  (»)  ein§eMki/«^Jb6n  die  Glelchimg: 

ebenso  folgt  durch  iSubstitution  der  ersteren  Wertbepaare'infd& 
Differenz  von  (|)  und  (ff):  \\ 

(   />mp     I  
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und  aua  dieser  Doppelgleichung,  nacli  Benutzung  der  vorigen 
GieicbuDg  und  Aotziehung  der  Quadratwurzel: 

http  X  aur>  .  l?  \        C^^  -v  t"  " 


V«!  '  AmJ 


<P  1  r* » ••••      j      ocm  tfört » ;  .  j.  «-; 


gleichun| :   «Ä.«,jAi^     ,  . 

.  ...»  TT:~-yiÄ — \\.  „z^^.  Äj'k  ,  ;  ^ 

^ly^Met  mi^  «lie  B4siebtt^'|.(^>  atsi  (S)  ^an,  soyie-  die  G^ch- 
auf  (S)  und  (Ds)»  WerUt  man  folgende  von  eloaate  nnabliiri'^ 


(B)   _ 
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454  Stman;  Vßlttr  periiutUelie  lUUeukittkM. 


3.  .  ^  ' 


bt  ii£ki4e¥  iCQU«»i(bbfoh  Sy^nn  aus  vlTerioden 

U«Mend(^»  in  ^dbem  ilfpit  Q^tfenten  «hier  PeiMe  ^»»-^ 

b«i8i»^»  "ÜDd  wiM^yer/dlHPjd^^^^^  (^^ , *^ YSeaeichiiet,  so  ist 

AN    A  .   ,  p  , 

I  ^*  — •      I  —I  r"»  !I — 1    »       Our  10  der  letzten  Periode  der 

Quotient      ifehlt,  und  (I)  nimmt  daher  äie  Form  an:    '  * 

»U'  ••••  spA^'U'  •••  W^U  SütJ;-, 

wo  in-letzt^n  tp  der  erste  Quotient  ^  nur  der^  e(^ten  ^eriode 
fehlt   Kur  iveitern  Umformung  di^e^  GleielHiiXi««||mo  ailkft^an. 

dMsiÜir  (JI)  ^.^ j  «ineii  Kottewlwuf^.jHvr  m 'i»"T;4  Pe- 
rioden «iarstelle,  so  da^  (Ii)  äborgelk|^4ttV^       il^^n  av4>iiii^ciii 

ond  htQffoaqh  aiu  obiger  Gleicbnog  Msulth-t: 
(IV) V    .       '        ,(|.„^')_  '        i  ■ 
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Simon:  Mtr  ptriaäi$cAe  XeUeubrüclu.  456 

MitMD  Bnn io  aU)        « •  ~       ^  Perioden»  defen  Jede 

aus  den  Qubtienteo      , ....  ^  besteht,  Ä^\er|pttt  leao  nm*  Ver- 

tau^chuDg  von  B,  A  uod  m  mit  b,  a  uod  71;  ' 

/vx     A       *A  =  '  ' 


\«i      .""-ff      '^is      / « •  V  .  |ö 

Werden  endlich  ii^(l)rur  j^*  ^  l  Pefioden  -  8^^, 
«etst,  so  ist  nach  Anwendung  der  Gleichung  (IV) : 


also  durch  Tfatt*forhiat?on  des  in  dei^^  I^arentheÄ^e  beüudlicbctt  ^ 
Attsdruckee  na^b  der  iinl»ti(}^J^*,j;v):ili 


(VI)  V 


■ 

Ate'iter  C^mtl^tiQa  ww  (V)  und  (VI)  ergiebt  sieb  unmittelbar : 


1/X 


«ln^V^th  dfe'miift  i  Perioden  Iwsteheoden  Kettenbruehe«. 
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* 

•inen  gescbloMeiieii  Aus- 

drack  zu  finden,  bedient  iuan  sich  der  Gleichung  (IV),  indem  man 
die  dort  Vorki^ndbiende,  von  X  unabhängige  Summe 

1AV^  h^^\m\',  Q'Azi  man)    >tf  .rndnolJ9:#In9b6ihn9bi9W 

00  niniiiit  (IV)  die  Wwktt^i^t^)  ^ 

5«-  <l>5+ (— . . . .     =  0, 

Jetzt  nehme  man  der  Allgemeinheit  wegen: 

SO  erhält  man  für  Ä=0,  fi,=  -^j  und  lür  A=J; 

Sfmrnn«:!  oib  «nsdo^^^^ne  nodo  oivr  idiinfo'« 
1  1 

ivesfaalb  ,  idnrtfMs^ü  * 

4  

und  scliUesalicii :  :H 
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457 


/.ugehongen  Neuner  und  AiUi,  ao  etgiebt,  «oh  4ifi  DÜerenx 
beider  Kelteiibrficbe  als 

Werden  die  den  KettenbrOcheD  (jj"  *  "^^^^^ '  ^^^^^"^^^j^ 

entsprechenden  N^iin«r  mit^  iV;,  und  ifm^  bezfAdhnet,  so  ht  die 
DUTereiu  bei4i&^|tsiibrac^^     sV  V^'  *  '  i»/^ 


0 


f    i^Aji+i  (Vi-T^^o'i  öib  (71)  Imnii» 


Zur  Berechnung  des  uneridiichen  n^liedrig  periodischco  Kettifei- 
bruclies  dient  die  Gleicbuog (K)»  aus  welcher ^Jirch  die  Anoabine 
jl=oc  resuUirt:    ^  "  <  \  ^ 


;  > 


€9  I  —  J 


Dindon 


in  weleber      wie  oben  nngegeben«  die  Summe 


bezeichnet. 


Durch  Vergleichupg  dieses  Resultates  mit  dem  leicht  zu  finden- 
den Werthe  eines  unendlichen  ein-,  resp.  2weigliedifg\ |^eriodi- 
echen  Ketteobrucbes  erhält  man  folgende  SAIseS  (*^^ 

1.  n  angerade.  tnuc.jiUi^b  um 

Jeder  unendliche  ftgiiedrig  periodische  Ketten bruch 

isann  auf  ein^  unendlichen  eingliedrig  periodischen  jk,  dessen 
Zähler  das  Product  bi  ....ö„  und  dessen  Nenne»- Uu  snrflcll- 
g<8ljfcgt  v^^^^^verjiUÄpJst^  j^j-,» 
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Jeder  unendliche  tigliedrig  periodisch*  Ketteiibnich  kann  auf 
einen 'QoeDdlicheo  swd^üedrig  periodischen  dessen  'Zfthler  der 
Reihe  nad^i    >.      ,x-  - 

61 .... 6« -^ V^6i';vJ4'^(£^ ..»du—  1)  und bi.,^^y ^iQii.6W(6i>....t6A—  1), 

d^rno  IS?««  I  und  «-2*1 . . . ,  «iud  ß.,^9fi?^^Jfitob'^.1Widep? 
so  diMS 

» 

(bi       Ou\     _  /(^  6o^\ 

l  ^ .  ■  

+  — TT  Ä — 7r.[Ä— Äi  ....  6« — V 61  ....^61  ....6» — 1)J. 

Da  im  letztbezeichneten  zweigliedrig  |)!euodi8chen  Kett^ribruch 
die  Zähler  im  AilgeroeiDen  irrational  siod,  so  empfiehlt  sich  die 
Transformation  in  einen  Kettenbmclt  init  negstiven  Vorzeichen. 
Werden  fiir  eineif  solchen  die  den  qt  malogen  Fnnetioiien  mit  ^ 
beielciinet,  so  genügen  sio  der  Relation 

Mhn  0ndet  aliäanii  fiir  gerade  n,  daai   ^  ^  i;.^»,.,.,»/,«  ' 

u  ,   t.r.  W^Plffi»  i;y«»flt#*?P .  flfch  in,  el|i^,^^^|^  |H|iio- 
difclifsii.,,^  jjjII  ftf^Övf n   Vorpel«|«p,  ^^j^/y^,^?^^^^ 

Allgemein  aber  ergiebt  sich : 

Joder  unendliche  nglledrig  periodisdie  Kettenbrach  mit  n^a- 
ti^en  Vonelchen 

(6,  6j 
—  1     SS  '  b  'UvSU  »j 


■-)■'-  ■      .      ■  . 

kaßu  aul  eiuen  eingliedrig  ]>oi  iudischeii  k  mit  tiegaiiiciu  VoX' 
zet€^n^.>4le8sea. .Zähler  und  ^dos«iea  INeimer  ^ < 
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Ut.  Kura«kgoftibrt  werden  veriiiittel«t  der  Gleiehnug 

Eille.  ^hlfa'chere  £S«»talt  nehmen  diese  jblQ|4tlof)eti  .af weaii 
Hürointliche  ZMbler  6  gleloh  1  geseti^t  wefdon;  bezekhqei  iikait 

I 


as.,.. ..;cV  * 


sowie  die  Function  (p  luit  c>u  ei'^iebt  ttich 

;i  Jim  -ivif-  ....  n-i)  *  ■  -  'i-.^w)  ;< 


IM 

Silit  V<^fiNVclPr^^Mr^ 'die  Reduction  dieses  specie1!ert  Ketten- 
braelÜle.^ffMP'FeAda«  eiUe  ^de  Ahzfähr  v6n  Nennern  hat.  auf 
elodi  WigtipferTpÄd^^i«^^  d^lÄi  W  Nenner  des  letzte- 

reti  iid1»e^i^d»IWIhli<meir  t^W0  ^«'«^'2r}'''MW«od  die  Zähler  1 

Der  Werth  der  Quadratwurzel,  die  hiernach  durch  den  Ket- 
tenhruch  mit  den  Zählern  1  dargestellt  wird,  hängt  davon  ab: 
1)  ob  die  Auzahl  der  Stellen  in  einer  rSennerperiofie  und  2)  ob 
der  Aasdruck  <t>  grade  oder  ungrade  ist  P^ch  dem  iii«herit^eii 
dart  aber  der  Fall  nidrt^iusgetioblossen  if'erdeß»»  daas  der  HadikiJid 

* 
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einen  quadratischeo  Factor  enth^t  E»  bleibt  daber  s&u  uotet* 
sucbeo,  wann  die  Gleichung 

stattfindet,  vorausgesetzt,  das»  JL  nur  aus  ersten  Primzahlpoten- 
zen  besteht.  Es  erhellen  daraus  die  Bedingungen,  unter  welchen 
eine  urationale  Quj^U^^t^^'urzel  i^urch  pii|pQ  Kett^iibruch  von  einer 
graden  oder  ungPaden  Stellenzahl  äer  Periode  dargestellt  wird. 
Die  Resnltate  die^r  Unteraut^ung  v^esgegenwärtigt  die  folgende 
Tabelle^  in  >elc|i|r  zn  ^'e^t^^ölm^tm  quadra- 
fisehen  Fapton  et,  sowie  ille  Ton  i0,  ond  endlleh  die  Besehaf- 
feoheit  TOD  »  angegeben  iat/ 


.     :•  'fr. 


.   .  . 


«  • 


4^  +1  .   .  . 

2/+]  .  ...  .. 


 tq^irlflH  — 

2(8A+5)  .  . 


4/ 


i>u  Ulis  IfHü 


gr^e 
ungrade 


grade 


2 


grade 


T  * 


'1  1  ^  j'd^^ifljifi 
S/c±l 


4?  resi>.'4;-f2 
4/+1  .  '1'  . 

4/-i-i .  .  . 


grade 

uac 


2(4Ä-ft^^>  (     .   .  I  4/  re8p.4H2  |  grad»  .  [  it^M:!  i»#p*  IG^db^ 


rert  r;,-. 


'■         :  'ttjlTeQiif/i 


-l 


II  II  •  .  s  1 
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I  rr  ;,   ji;  >i.tMi>ri;b  oFoiT^*^!  ,  ,1',     ' f ! i'bii'T^nü  labe  nol;  : 

■lAif^aoU  eiii  d:;»ilbno  bau  ,  l  >  .  .  •  jn>  sifvoa  ^»  ü^nt'jci  '('«ft'Sil 
   Herrn  Simon  Spitzer,   


Differeozirtmao  diese  Gleichong  bezügi ich  . ;t  7/inial>  80  haj^an: 


und  aetst  natf^t 

■  < 

«o  ▼«reinfiubt  sich  gSbidmcfa  la^gwifaB  t 

wenn  <p(aO  eine  wJllkubrliche  Function  vod  r  bedeutet.  Da  man 
einen  ganz  Sht^liebfn  Ausdruck,  njit  einer  H^iilkührlichen  Fi|nc^|iQn 
von  ?/  versehen I  gewinnen  kann,  so  ergil|t^|i(|h  für  ^^a/s^^vp^lJ^tSD- 
dige  Integral  de^  vorgelegten  Gleichung:  ' 

_  '^^'±    '  ^^^^  1 4.    r  '^^^^  i 

Anmerkung.  Wird  derselbe  Weg  eingescblagea  bei  der 
Integration  der  Gleiobang 

•  WH» 

unter  f^j?)  eine  wIHkfibriiebe  FonetfoD  won  x  verateoden. 


.  '•     ■  .    •  i    •■  !      •'.  .1-.  - 

I 

Die  Brennpunkte  eines  R^gelschnitik^jils  solche  Punkte 
?S"Jfteflffff    kmsYemandter  ,§^s<pp8.  ^ej  (f^j^gt  .sind. 


(wTI'^  mK  Herrn  Doctor  If.  Sieheek, 

»  K     .  .       -  ' 

""^^  *  In" einem  Aufsätze  Im  Rancle  des  JlreTte'kc hen  j«uT- 
riAl  g  h'abfe  Veh  «i  A.  nachgewieseo,  da««  hei  Ztii*mbdetc!^«n^  det 
voo  -Ciraiiss^gebMiMi^'^ra^liUcb^fa  DarsteUUng  4nmgia  ^^M» 

Ibu/udWi  BftleMmg  M  Aii8anicl»i<:»i^^^  volfig'  mit 

gleichlautenden  Ausdrucks  tm  baryconUbcbeo  Calcül  übereinstimmt 
Sind  nämlich  A  und  B  heliehig^e  constaAte  complexe  Zahlen, 
durch  welche  also  zwei  beliebige  feste  Punkte  einer  Ebene  dar- 
^lgt;4ilt'^#*iFaim  nnd  ist  v  eine  beliebige  reelle  Zahl,  so  ist 
W'^^Bb  ''^ 

-qH^i  i^dpkk  eifies.  in  d^t  Geradep  49  ll«84ii4floiJ^iii|aB» 
Pl^iinh  ivntt  aeB     Iie<;endeii  Punktes,  dalrif  ^li^töi^Utf^ 

!*IS»»»P55=r.o  i^t«  Ninimt  man  daher  d  «l«.^^i«ii0]:l|iib 

Icaon  als  Aasdruck  der  Geraden  AB  betraditet  w*rde%« 

..wobei  nicht  zu  übergeben  ist,  das«  «  eineil  poslfiTen  n^er  nega- 
tt!f«d  ^Werth  Hat,  jen^hdeai  der  dM«ä -^jiMien' jAurtdflicicf'^ge> 
Mite  Binkt  ün  der  a wlicMw-  i^bgmi^  'ItMdW,*  '«te 

aiig»fliiiiibi<detaieib0i<>li»gtJ-       ^''<'a  .Uiümbi^o«  lib  i-v 


^  y  ui^od  by  GoogL 


Untersuolim  wir  nnii,  ob  aaob  der  allgeneiMffe  Attsdraoh 

in  welchem  ABC  wieder  beliebige  feste  Punkte 

(die  80!»enaniiten  Funtlnmentalpunkte),  uvw  aber  beliebige  reelle 
Zahlen  sind,  hier  dieHeIho  iHuleutuDg  hat^  wi6  inn  baryeentiacheii 
Calcül.   SeUen  wir  zu  dem  Ende 


42;^^=^  (a.latU.Fis.a) 


SO  folgt  hieraus:  « 

^•imf*^  ^HM.H  ^(«  +  *':t'*')-'?,, -ä! 

Bezeichnen  uir  xloii  durch  diese  einander  gleichen  Ausdrücke 
reprdWnliWen  l^unkt  tfürct  X' 

so  liegt  in  1^  ui^e  dei?  (Jbit^en  A  sowubi 

in  Aß,  alk  aiicft  ri^'^M  ^Itfd  ^a  tat  aomU  Dbi'^bacbiii^ 

1  Cto 

punkt  voo  ^Z^und  /^C   Kbeuöo  beweist  maO)  U&aa  F=2 — v — 

p+ta 

I>urch8chnitt«pun|ct  von  BC  und   ^P,  endlich      =5^  tt^tp 
I>ni<efa8Cboiltspunkt  Ton  AC  aod  i^P  tat  Bierbei  aiad  dtd Schölt!« 

Verhältnisse  Tc*  ^^"^  Olii^eo  zufolge  resjp.. 

*  «  f  e  '  iir  ofi°™'<  '^^  ^"^  trf  t>^u>"^  derjenige  Punift  der 
£bene,  wekher  i^ö  liegt,  das»  die  Geraden  AP,  BP,  CP  tcr»- 

MiS^iiii»^^^*^^^^  de^  Üreleolw  .4£<j;  i^pii'iiaidi.^  d^iii^balttv«»' 
WtiMeaL^,^i|,  I  ^t/lfli>en»4iina^tfiii  JmI  iontt  ^tlm  ihüad^ 

•  ^    Qt  »    •  '  '  . 

ip  der  '^hai  ve^i  nn^r^m  Standpunkte  ans  vlSUig  d|es^ll)eJ§l?^e^r 

tang-  wie  der  "gleichisutende  im  barycentriachen  Calefll»  ^d; 
Irä'Ml^i^a^l^rftraapt  alle  Im  baryceatriaehe«  O^lct^^e- 

^i^8^inÄu*^9.»M*j^t«if  soweit  «ie  sich  aujf  ^uf^giikf, 
Ebene  beaietien,  auch  als  nnmiitelbar  für  denvEnnbt«, 
«Ülcat  diirini^Äginiren  Zalilen  gflitig  angestben  ?ief den; 

:  ,  Mit^n-Blni.  Aer.  IHö^kMißl  tnit  biagMiSik  Mie*i4Mh  beagr»' 
eelMrischen  in  so  weit  nschslfibto,  als  «raterer  sich  vorfibi$g!lMV 
auf  die  Ebene  beschränkt,  so  Obertrllft.en^ibn  dncbiandadsHiM 
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innerhalb  dieses  beiden  gemeinsamen  Gebietes  an  Tragweite,  weil 
durch  ihn  nicht  nur  die  Addition  und  Subtraction  von  PunkteD, 
w  ie  bei  jenem,  sondern  auch  die  Multiplication ,  Division  etc.  un- 
mittelbar in  die  Hechoung  eingeführt  werden  kann,  so  dass  hier>.- 
durch  ermöglicht  wird ,  nicht  bloss  Ausdrücken  von  der   Form  <. 

— M  +  ü  ■{■  w~'  *  überhaupt  jedem  heliel^igen  algebraischen  I 

oder  tranfi^^i^pdenteii  Ausdruck  einen  plammetrisebeB  Sinn  bei-' 
zulegen,     j,^,  ^j^l^,  i^^,  rt'j^^-i'» 

?.<fWenn  wir  nun  unternehmen,  die  so  eben  aufgestellte  Bebaup- ' 
tung  durch  Eotwickeinng  einer  neuen  Anschaonngsweise,  mittelst ' 
deren  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  mft  der  Kreisrerwandt-  ' 
Schaft  in  Beziehung  gesetzt  werden,  zu  rechtfertigen,  so  niüi^sen 
wir  noch  einige  Vorbemerkungen   vorausschicken,  theils  behufs 
leichterer  Orientirung  des  Lesers,  theils  auch  um  einige  Punkte 
zu  erörtern,   welche  im  barycentrischen  Calcül  nicht  so  ausführ- 
lich erür^rtj  Aiody  als  es  für  den  vorliegenden  Zweck  nOtbig  er- 
scheint. , 

Zunächst  ist  aus  dem  barycentrischen  Calcül  bekannt,  dass, 
wenn  ABC  drei  Fundamentalpunkte  einer  £bene,  A'B'O  drei 
Fnndamentalpunkte  einer  zweiten  Ebene,  abc,  a'b'd  beliebige 
reelle  constante  Zahlen  und  uvw  beliebige  reelle  veränderliche 
Zahlen  sind,  ^-^'^f^-^Ccu> 

drücke  coIlineSrer  Punktsysteme  sind,  sofern  ^ir  diejenigen  Punkte 
beider  Ebenen  als  entsprechende  betrachten,  zu  welchen  dieselben 
Werthe  der  Variabein  ge^iören.  Hierbei  entsprechen  sich  offen- 
bar A  und  A*,  B  und  B",  C  und  C  Das  vierte  zur  Feststelinng 
der  collineliren  Beziehung  nuthige  Paar  entsprechender  Punkte 
wird  am  einfachsten  gefunden,  wenn  man  m  =  p  ±=  ?<j  YS^. 

^  Aa^Bb-lCc  ^    A'a'  +       +  C'c'  _ 

durch  man  -  =  D  und         ^^f,,^,~~  =  als 

entspf^eihende  Punkte  erhält.    Sind  die  SchnittverhaHnisse,  nach 
welchen  die  entsprechenden  Seiten  der  beiden  Fundamehtaldrei-" 
ecke  durch  die  von  den  Ecken  aus  resp.  nach  D  und  D*  gehen- 
den Geraden  geschnitten  werden,  in  beiden  Systemen  dieselben» 
,      n       6  c 

ist  also  — ;=y^=i— y,  so  sind  beide  Systeme  aflfin.  Fallen  dage- 
gen beide  Ebenen  auf  einander  und  ist  ^=^'^  B=B',  C=C',  so 
haben  beide  Systeme  diese  drei  Punkte  und  also  auch  die  drei  Rich- 
tungen, welche  durch  diese  drei  Punkte  gehen,  mit  einander  ge- 


i.lf/  »Msse^dem  noch  ^  =|-^,  hat^flija?  ^o  die  beiden  Sy-. 


Google 


•* 

Fall  der  perspektivischen  Collineation,  welch'er,  obiirohl  an  Folge* 
rupgeo  der  fruchtbarste,  irn  harycentriscben  Calcfll  nicht  abi>eban- 
delt       B«ftei«biieliiiaaii&iiilicb  zwei  beliebige  eetopredieDde  Punkte 

SehnittverhaltnüilSl^fjach  vveKhem  die  Strecke  .IC  sH\'<-fthf  durch 
die  Gerade  Hl*,  als  auch  durch  BP*  <?etheilt  \\  \n\,  und  es  fieaen 
somit  je  z\v,t;l.ei»t'^prechende  Punkte  beider  Sv«teme  mit  ß  in  ge- 
rader ..JUiitie.  Uextiicbaea  wir  imti  den  Punkt,  in  welchem  die 
Geri^|}<^,  vopj  de^,  b^den  au t  einander  liegenden  (Geraden  BP 
tmd  ^j^^  g^scjl^M^.^ird,. durch  L,  so  dass  also  -  :><^  ^'^iv 
,..,>..,o  HÜli^a     öti^ij.;:        Aau4-Ccw  ''^  ^^^^^^ 

00  m  dicißrvJliifl       beiden  nacbfoigeiideB>Cilitölteli§en:  ^ 

.-\sL,  iiwf  aii-f6e-fei0     '       '       *  ^ 

die  b^deo  UMkfaongee     *       ,  ^  J  aI#  4f»bM 

-.^  Vf»;  -.^^    ~       aU^CW-{-h'9  ^  * 

Solilt  «ind  ^^^^  itod  jj^^  wep.  die  W^tb^  der  Schnitt- 

Verhältnisse  ioA  ff^»  und  es  ist  daher  daa  ¥9J9NdiSM%v  / 
■?erb<tt|Äe^^  •    '  •  .  • 

«-»d->.  H.\  ... .  LP,LP^_b  .\M,b 

•M  »tilHtt  perspi^klhtdal  MKdeSr  und  iWar  Ist  B  das  Collin^s. 
tionscentrum,  ÄC  die  €dUiaealioiteaze;      aber  ist  der  Modoliui*' 
Tkeil  XXXIU.  il 


Digitized  by  Google 


der  CollUiBatloii  (^eigl.  Paula»,  Neuere  Geometri«).  Ist  ins- 
besoDdere  6'=— 6  und  folglich  der  Collineations.M^Miül  =-I, 
so  hat  man  den  Fall  disr  iniroluteriäehen  l 
isel^tmmt  MIAt  w«d«i  dann  dnwÄ^^Ä  CeotnmiÄ 
*j|iid'iate.ilaiipte^.Mn»onie«h  getfemt    j  .««?7#o(i  >«l  ihw  ' 

^.<>.,Brf•a^lile|^^  n«i  deit.  durch— .  ^ 

l'jfL  cUstantW^ene  Zahlen     a:  ^'"V^'fJ.Ä 

then  von'i  gefe^fg'e  Punkte  ^»'««««.MÄ^ä^lira 
Punkte  zweier  involutoriscl.cn  CoHiiiÄAA>J^^tfefttf,  W 

hin  B  und  AC  Pol  uiul  Polare  de«  l^fige^^^tts 
aber  der  Kegelschnitt  durch  die  Puuktf  4oW™4TCl8eM:.<W» 
Punkt^/der»  Wertheo  0  und  oo  der  V»rW>e,l«^«<ff*to|ire«»«i^  «• 
eind  .4  und  C  die^DurchschDittspiinkte  des  K^elach^.pia  4« 

von  «reichem  die  Seiten  AB  und  CB  des  Fundamentaldreiecb 
Tangenten  nnd  nirar  A  und  C  die  Berührungspunkte  der  leUte^ 
ren  sind,  " 

.^^BetrachteD  wir  nun  .dtjn  Aufdruck  -  »^^ß*^  ^  (:r  +  |) -T^l  ' 
weicher  zwei  unabhängige  Variabele  ^,und4  c^t^^  ^und  in  den 
obigen  Kegelschnittausdruck  übergeht,  wenn  —  x  gesetzt  wird, 
und  bezeichnen  wir  denselben  dtikoh  F(a:,  |),  so  ist  F{x',\l 
wenn  ein  bestimmter  Werth  von  w  und  |  variabel  ist,  Ags- 
driick  einer  Geraden,  da  der  Zahler  sowohl,  als  der  Nenner  line- 
Sre  Funktionen  von  |  sind.  Die  Variable  |  wird  aber  wahrend 
ihrer  stetigen  Veränderung  einmal  =^',  und  da  F{x' ,  .r')  m 
Punkt  des  Kegelschnitts  ist,  so  ist  f{x\x')  ein  jenfer  ßeraden 
und  dem  Kegelschnitt*  gemeinsamer  Punkt.  Es  lässt  sich  aber 
leicht  beweisen,  dass  jene  Gerade  F{x' ,  ^)  nicht  noch  einen  zwei- 
ten Punkt  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  haben  kann.  Denn  wäre 
i^i^  A'y^^»^  Punkt,  so  mösste  es  einen  Werth  x"  m 

«eben,  iSir- »•»»ohett  F{^,ar)^F{x! wäre.   Somit  wäre 
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Somit  ist  iiewlo^,  dl«i#die  GefBde^Sü'.^^tir^hM^Pbiilit 
mit  denn  Keg{|{»ijMtt.'|(en||ej^if  haben  kaad  und  folglich  eine  Tan- 


"  Mkn  iüttn  ^ttfevirJr^  ttüf*  ^osser  Leichtigfc^'t  eine  chftralcterl- 
atische  Eigenschaft  'des  Kegelschnitts  nachweisen.  Ist  nämlich 
In  Taf.  lI.  Fig.  ]0.  G=^^F(±',  x')  und  folglich  §)  Aaddrack 

der  Tangente  in  G,  so  ist  es  leicht,  die  Durchschnltt^)flnt:te  der 
letzteren  mit  AB  und  AC  zu.  bestimmen.  Setzt  man  nSmHeb  in 
F(x*^^)  die  Variable  i  =  0,  so  erhält  man  den^^  AB  liegendeo 
^bici)dbc!iKlbeii4n-  f?,i  liinoS  . 

i  ■  MOiMhtP't?rii]l>.uo  ip^yV-  ^'^^ g^^^^  '*  insiblyj^jpp* 

£ben6o  ist:  .  .hiiid  im 

ni, bau- iJÄdJae      I>ni'r    a"      :        ^»iiMur  ivS.n  .  «r>  •     -m.«--  ') 
Aus  diesen  uleicbiingen  folgt  aber,  dass.  ,  , 


!  -j/fitlimi  A  nitida 

'-.Vi             ,Q  .-s  1  *   AZ  ■_bac*  '      li'/  .  ■  l»ou 

■•  i.        i  ifH'iiiir.v  ^  h<'  •                  O             »juM-'r«.*  •  -«i    .»  •<  i>7» 

tj"*l  ijifnV''^  j      "Ijj  »Iii-'    •              .  ■    •i.lii"  !•  « *  i'-iii 

/^tVA.  i;h  Üffi;  *        .  .  •iJt-:^^.  -  .'.': 

/i,  d'»!;?.  UM-y  ' !     ■ '■  •  •     j'  »'' 

also  coqfltaot^ ist.  Dies  Ergcbniss  congruirt  aber  mit  dcra  bekann- 
ten Gesetz,  dass  auf  zwei  beliebige  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
die  Durchschnittspunktc  aller  übrigen  Tangenten  conforroe  Punkt- 
reibeo  bilden.    Der  A|odulus  der .  ai}hariiM>uisch  proportiqnalen 

Thellung  aber  Ist  — /  Wielcbe  Bemerkung  tinsfiber  die  Bedeutung' 

der  Constanten  ahc  einen  bemerkenswerthen  Aufscbluss  giebt. 

3l» 
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468  Siebeck  :  Die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  als  solche  Punkte 
Es  seien  nun  X  und  ft  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung: 

und  folglich  P()C;^kf  F(fA,  fi)  die  beiden  ui^ndHeb  entferntM 
Punkte  des  Kegelschnitts,  so  ist  F(ly  fi)  der  Pol  der  VerbiD- 
dungslinie  ^ifreser  beiden  Punkte,  also  dtr  Mittd|rtjaMct <^s  Kegel* 

folglich:  I 

ini.»Jl  (UM  ..Hüll  u.i,  ^Mi'.i  o«loiu\  na^idO  insll  .tsiif 
wofiir  maii.-'ueih'        die  Mitte  der  Se»fi\W^;it?.^aPr:'4±£;^Qjcl 

2V  bezeichnet,  auch  setzen  kann:  ^^^^^  ^^^^^^ 

Au0  4iw?!^'^lci<^bui*^  hervor,  dass  der  M^t^ieif^DR); I 

«4e«r4^eg^ßcbftUls  mit      und  N  in  gerader  Liuiet  ,^eg^«|,f^  ^ 

ist  --  der  Werth  des  Schnittverbältnisses 

ac  Mif 

Hl»!'  tJnf'')nfVM'M         ^  rKi.-  JJjil'  lH"^,  J^b  larfr  fVip  Jüf  . 
^,,^,  ^t  6?;;— flC==:0,  80  hegt  der  Mittelpunkt  ij^  TJ^nendlicheD  tna 

der  Kegelsch^t^  ist  eine  Parat)el.    Nebenbei; ersie^^'  ijianjZujglfe^^^ 

dass  der  Kegelscbnift  eipe,Ö5'j)er'l»el  oder  EljVps^ isl , ^^enachden 

die  (Gleichung  a^+ 2^Lr  4»  eu"*  p:  (1  zwei  reelle  VvjirzcJn  bat.  oder 

#A«txt:i  lenachdem  also  6*.-^ac>U  oder  ,<()  jsl.       '  , 

•  *  .  •tmaiin'" 

4,,^  N,^9j(i  vorstehender  kurzen  Entwicklung,  "P'cn^^^Jg&jM 
4ipn  ^|^j|in)  Ausgangspunkte  hatte  und  in  welcher  ^vpn^jKeinerlei 
Mitteln  Ciebraucb  gemacht  ist,  die  nicht  auch  dem  baryce^)|r»if€heo 
Calciil  zu  Gebote  ständen,  können  wir  dem  oben  von  mir  ange- 
deuteten Ziele  näher  treten,  in  dem  oben  erwähnten  Aufsätze 
im  Cr«IIe'6chen  Journale  habe  ich  nachgewi^sea,  das« 4ie  Bren»> 
punkte  einer  durch  eine  Funktion  von  beliebiger  l^qrm  ^;r) 
gebenen  Curve  diejenigen  Punkte  sind,  welche  man  erhält,  weno 
man  die  Wurzeln  der  Gleichung  *  u.i..  ji 

J  »»I     •  fi:*«! •'•j.ti.j.j'  II'...'.*  =       •M^♦l•)hlls  Jip,  nidio/  •lOil' 

in  fV)  Pur  a:  einsetzt.  Mri,nM.„h..  • 
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<B^.  M^€Me.^  ^fn€fii9»i,  im  milchen  Je  wsei  enttpreek,  PmtkU  eu,  469 

'  Pie  unmitti^lbare  Anwendung  dte«e5  GM6tiM>.auf  d.en  l^egel- 
oobnittaiudiiick  ^^^J^l^ ^        wflrde  aber  etwa«  imattad* 


ges  Quadrat,      |ti&4'iii'iiiehba#         WtttA^V^^,  <Mftt«r 


sogleich  den  beiden  GAeichongen^l^ 

'  mi;-:^^' 

genügt.  Dem  Obigeo  safolge  nmse  also  dann  ein  Breon- 
p»lH|ct\UU^ege(9|^1|^;i9  4ef^  N«"«J>!|J.^,^«J  Eb«ne 
fallen.  fJmgetcebrt  muse  Aa -^^Bbs-^  Cex*  ein  TÖirstandiges 
Quadrat  und  rolgücb  ' '  *    ^nd  ii  nv'.a  r 

B%'^  —  ACac  =  0  (Y) 

sein^  wenn  ein  Brennpunkt  de8  Kegelschnitts  in  den  Nullpunkt 
f^lli'^Blerittf'es^'enBgt  alsdaan  ein  und  derselbe  W«¥tfr>W^ 
ffeti^^b^deli^'V^leSehODgen   (0),    was  nur  möglittlli»^'^Av«llli 

Is^nun  ah^r  der  Nullpunkt  nicht  ein  Brennpunkt  (les  ^ege- 


(lf-Z)»6*  -{4-rZ)  (C— Z)ac=:0.  (L) 

Dies  abo  ist  die  Gleicbi|ng  ffir  die  Brennpunkte  des. In. 
Rede.'  isiebenäeo'  l^egetAcbnltt«,  von  deren  Rfcfttigkdf  «Ich 
'tlit»l^l&e''8äieii''c^^^^^      Obeneulen  kann,  i»8fr^il»«fe'*liyr  ^ 

iMfc-tlif  /-  n*>t(idHwi'»  ji^frT  ^^"^  +  "     "  ^  «i;>tM>«.>». 

Mhgl/»<W'ct^n#^itf''d}e  halbe  Summe  der  beideb-BrdUiipiihkte, 
Ülk4^6t  «WhllMlIII^'Mi  >Ke^'elschnitt8  sein  •tnnnb.  ^  isHdepiühilt 

erhält  man  für      den  Werth  2A*^-fttc'  ■  •  ^  '^M^  'l^"* 

schon  vorbb  auf  andetem  ^^(ege/  i^indenen  Mittelpunktsausdruck 
fibereinstimmt.  .  >  ,   ^      ...     ,  . 
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^lÜSieäeck:  Die  BreHt^unkU  eines  äegeUeAnitU  (U$  mUtn  i^Uue 


Setzt  man  iwischen  zwei  veränderliobtn  Paukten  Z  und  Z' 
em«r  Ebctne  eine  solche  Abbaligiglceit  fest«,  dass 

Hi.      (B~Z)«^20*V(^--'«KC-«0toc==a,  (M) 
«o  stehen  die  beiden  Punkte  Z  und  Z'  In 'l^tetdi'^xvaii<tt«chart. 

bringen,  welche,  v^ie  ich  in  dem  mehrer\yfi|i|i|^qn  .^^^fsßtze  ,(§.  14.) 
gezeigt  habe,  dasjenige  AbhängigkQiti^vi^^^l4%iß^n2fv^^  PMnkte 
datrstellt,  welches  kreisverwandtächa^  g«i)fi^nj^^i|^„ ,p>*vjuuu  die! 
Gleichung  (M)  in  die  Gleichung  (L)  ühergQ^,„M»fni^  ,^i^Z  ge^zt 

wird,  so  sind  die  Brenopiuilcte  des  Kegidf f)bn||Ui 

diejeeigjenxi'dillhtd«  d«r  Ebene,  in  welchen  j«  sf«!  iejiWii4<)npMiclK 
^l|c|im:l^>^'t^^®i<cbini|;  (JU)  ans9edr«Dkten  iCi^veiifmiUp^^^ 
«lllliprf^M d#.  Rimkte  laaf  eimmder  CiüUeD» .  !irs|pJ|Mi  jq^t^c^^i^jl^ 
MMffißftilMkmtM  Avalegie  di«  Hasplyi«!^  M  MülfW^ 
nWMB  vroUsa.  ...  4,.  .  .i  >if  üv^a   n^b  hn« 

V'  SfitoitriV<^ii  wir  andererseits  ans  dön  'Gyie&iHigfUI  <(20^tld  <^0 
des  vorigen  Paragraphen^  soerhetfeA  t<nv,^§4lMRii  sldh^eMt 
ibfirzeugt,  ebenfalls  die.  Gleicbnog  (M).  ^ 
die  Unrchscbnittspunkte,  welche  eine  Tangente  des  nLegelsciiiiitte 
mit  ^  »od  Z' bildet  ]9ohach«rballeHwi^äen  merkwMigen  Sats: 

Betrachtet  man  zwei  in  zwei  sich  8 chneid enden  Ge- 
ra d  e  ii  h  e  Ii  ii<l  Ii  ch  e  j»  r  o  j  e  k  t  i  vis  c  h  e  P  n  n  k  t  r  e  i  h  e  n  zugleich 
als  k re is  V e r wand t,  so  i alten  die  IIau{)tp unkte  der  bei- 
den kreisverwandten  Systeme  in  die  Brennpunkte  des- 
jenigen Kegelschoitts,  von  welehem  die  Verbioduns^f* 
iihi«ii  sWeier  entsprechender  Pnnkif^'' j'y2er"'piv 
j«4bi(v4s«lre»*6er«den  eingehffnt*'wiier^e«(«hf9ff  f»i<l 

S*ersuchen  wir  es,  aus  vorstehendeni  allgemeine'iT  iö^ie'tz 
diejenigen  Nutzanwendungen  zu  ziehen,  welche  aus  der  Theorie 
der  KreisJver«  andt.schaft  am  leichtesten  Iiergeleitet  werden  kunneD, 
60  gelangen  wir  tbeils  zu  den  schon  bekannten,  tbeils  aber  auch 
zu  neuen,  nicht  weuiger  bemerkeoswertben  - Eigeoschaften  der 
ürennpunkte.  ^ 

a)  Seien  in  Taf.  II.  Fi^.  II.  K  und  ti  die  Brebliptttkte ^ eines 
Kegelschnitts»  AB  mo^d  HC  abei^t  Xi|tge«Utol  so  sind  die  vier 


Digitized  by  Google 


Punkte  AkLß  den  vier  Punkten  BKLV  kreisverwandt.  Nach  den 
bekaiiuteo  Eigenschaften  der  Kreisvern  andtscbaft  muss  daher  sein : 

Ferner  niuss  uie  Winkelbeziehung  Statt  linden: 

(ir.       (i~^4täb^HBLsz'KJStL'^Mmi^-^)     (II)  ' 

ein\es  Kegelschnitts  von  einem  beliebigen  Punkte  der 

Eb'e 'l^t^fi ffe  -nirlf  i1     e  Proportion  a1  e ' 'tu  4 o n  'T  e'th alt'-' 
n5«^eh  ä^t  Enll'erfi'tinge  n  der       cnn  pn  nkte  vort  den 
rährung«punft^ftÄ''"d%^r    Tanp^euten,    welche    von  jenem 
Polikle  aus  an  den  Kegelschnitt  gelegt  werden  kOnnen« 

.  Di^  Gleichung  Ii. 'toä^gta  ftefert  den  Satxt 

D^i"Wlnkel,  unter  welchem  die  Strecke  zwischen 
IteVi  Brennpunkten  eine«  Kegelschnitts  vorV  'eihe'ltf^  bdt* 
fic<big>«)H^1Pbnkf!t»  der  Ebene  aus  gesebeb  •M'll'd,  fdf  >g1<^%fr 
tfWmiifift«^d'4^r'Wfoket»  niit«r  denen  ^Hä^PIf^^^MM 
fEon  den  Berabruogspunkten  derJ^nfg^ttW»  MA^iliMAt 
AVSüge^ebft^.mMi^  )W.etcb«  yen  jenem  P.nulMHIiiÄIW 
dnbrKegel^elinMt  gesogen  irerden  (pOo.qfiii...  «i  ^,^1  ' 

b)  fls  imi8^;ftirrter  seifi:     '  "  * ''^f' 

,  J  II*-».' »  M  Ii  ft     -        •  '  <'>v:      -»i.  Jf   '     I 'I     •    '  ..S 

Ä^fih     V        diu  ■  t  .if  '  •  '  •  -  ■     •    -  ■  .  i.    =  • 'i^;  » 

' •  •  ■  '  ■  "  ''"■^Ä!fic=t4'r»- ' "(iiD';' 

Hieraus  erhalten  wir  den  Sats:  ^'^  <»  »^o.  ^ 

•1- iTj    i '» .■  J  (  «  •  .  N    fl  t    Ji    ,  •.  i  I 

Die  beiden  »Tangenten»  vrelcbe  man  ^^n  isiAiermibsr 
^Li^e^^igen  Punkte  der  Ebene  an  einen  Kegelscbniti  le- 
g.^V  .kanV»  verliaUen  aicb  an  einander,  wiej  «las*  Ver- 
]iiiltn|8S  der^ntfernnngen  des  einen  Brennpunkts,  von 
den  Endpnnkten'der  einen  Tangente  su  dem  Verhält- 
nian  .der  Entfernnngen  des  anderen  1^renn|>unkts  von 
der  anderen  Tangente. 

^^nd^trerseits  muss  aber  auch  die  Winkeibeztehung^  Statt  Gnden : 
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Aw  ^iiMter  JGiMmn  ^         -^««Mihto  E»l- 

^  .  I  >  • 

Dies  giebt  deo  Satz: 

,  j.BfJii;Y<><Äfi%ffif?  Tauge iit,eü  ^in^f^||;^|;c^|,««MIII»»P«kÄ|- 

Winkels,  welchen  man  e^kJli^p^  IfABftiH a r^ij iftW» 
unter  i^elcbem  man  d>Q  ^itici  Tajigente  von  dem  einen 
Brennpunkt  aue  niel^t/^'i^ttrSu  dem  Winkel,  unter 
welchem  man  die  andere  Tangepte  van  deAPWtfi J¥Vhi 
Brennpunkte  aus  aielLt»  W^ii\=d&lll 

Der  bekannte  Satz,  nach  welchem  nianVfr^  ^A^n\^  \1^e^^€a 
4l^K  b^il^n^Urt^unpUnkte  aus  jede /:d^|l«e(t^)n  ^  ii<t4äi)t«i3t  i  unter 
^QiclMBii^o Willis siebt,  üowie  iioe^  ^c|?f^ 7<i6fäleichei*  WinW- 

'^'VVAKtMfi  m  m  MOhiua  uAter  keU^^Ce^^^^^ 
Systeme  denjenigen  Punkt»  welcher 'dem  uäeiidfictt  '  entern  teu 
dMmMa  A|k  ifalndhrsiiVeMrandten  Systems  e\ltspilebl>;»;«miJaKbn  die 
.lieUdätati^Mte  offenhar  iuit  den  GegenpuiAtenJjftBrqeoafifr- 
m1  Qem4mEs4B  vnä  BC  (Tat  Ii  f%  liL)<tflf|MUiitdea(i^«lkb  uUit 
iMnnunUehfidü  Mind  JVf,  in  .%väldijei»  diese  Tapdalttdhuvon^idoi 
ihnea\)p4^tralMleh>  Taii^jiteni  il/<K  tmidi^iWi'>  g«i;ohifl|tdbi''ipadrfl. 

Iii  eHitiri  iM{o^9:a  ^iffl.AV'l/^r  iV^t'  ilfÄ'^ »'»»i  IqwjJil 
'  )I  n  «muf  o  f  n  ti  j  1»  l(f(i     (('il'!'-  .  "V  b-;*  XV)  nf»1      i:  '  i9w% 
Betrachten  wir  anderers^eits  ganz  ebenso  B  uri^      «>|iiis^  (rfVt^l* 
punkte  der  kreisvertvandten  Tangenten  N*B  und  A'^F.  «to  roasi 

^leln.  ^  !äiis  der  Addition  tliesor  beiden  GleiclfunjJ^'u 'Vn^'  un/er 
J^cfffeksichtigung,  dass  FA' « Jlf ergie|i5^  ö&h :  "  '^ 

Hieraus  ergiebt  sich  folgender  2$atz;.  , 

Das  Produkt  zweier  benachbarter  iSe4teDt>niiU8 

^i^efp  .^eg^^lscvh^itt   nmschrieb^^^.  ^p<j^,rall,^l9^raHnms 


•itae«  beliebigen  der  beiden  Brennpunkte  swet 
gegenüberstehenden  Ecken  des  Parallelogramms.  (Ut 
der  KegelscbnUl  ein  Kreiü»  flO' giebt  dlibViden  Pytbagorfiiacbc» 
Lehreatz.) 

Aederereeito  büden  aber  aucb  in  iwei  kreieFerwaiidten  Syste-  ' 
hi^M'Jcr Ilfeld  t«il^Clfe^a(pünltte  'de^'iilbe^  S};»^  ausg^dende 
''6l»i|MU^elM"1iniilt«f'*«^ö  d»>^hitf^>eiirst)rtdlikfaiciiii  tid  &n- 
M«U%W{ifeid9«lii«0M  ial^Äii»»  o9dDl9  //  »aiejioiv/ 

•10 11     III')  Ii  nov  ^^^^'^-^^^Tiff^^l'^Krir»'^^^^  flied'jlew  Yelu» 
<  i         -  i  nW  meb  lÄ^^rrf'^lfiliiH  >iijß  lilnnq  ^fiiq 
.  «iHR^VlMlP^ab  nov  üin:>>i)u,  T  yii^rHu;  aib  (ij.<h  fnadalo'» 

MBh^JdFM jdjki^t^  anß  »i^tanqn d^iH 

•    ieet»iPiwPa»rrflMö>gi»arara  einem  'K'i?i?feiych"*^ltt  ufufr- 
sehrieben,    so  \vi f ^"•fed'e  der  V erbi n d un^&fi otew   der  ' 
Ecken   mit  einerrtf  Brennpunkte  von  7f*y«l'''gl^'^*tllltMH'- 
steheiulen  Ecken  des  Parallel ograin^i^|i  ^lA^iSft^/'c.F'^*' 
cjien'WiTilceln  gesehen.  r         -  x 

9!l>  iidlKiLiegen  zwei  Punkte  />  nnd  F  der  Tan^^entö'^A  nütnd^ 
Bi'enapndkteof  Aj  .und  L  in  einem  Kreise  und  sind  .fifi  und)  F^  t«sf(. 
die  <fi!lirc|isehnitlepunkte  dei  roit  1>  ued  F  auä'  ^e^nc^eneti)  'iTan- 
fl^tenvmibti&'C»  ^  mtUseii  a^jch  die  Punkte  Z)'  \ind  P  lAlt  fifeen 

.Bii>ftnpunkl#iniln''.ei|ienl  Kreise  liefen*  ;ft>ies  gielit  däb  .h^tzii'jntli 

Sch-nliiy^^-'  i^tl  T^ngent^li  (/)2>''und 7^/?«f  i'rhes  Iti?. 
geiscH  nmä'"^fe^'  'd Vi tt^^'^T'äiiH'^^H  ^^Ä) ^ess^lüen  '  Pn 

'aWer^*lm%  vi\i^H  ^(D  dH<!  ry;  tS^QicH^^Jnrt  den  «i^^hh- 

pankten  le  Vfi^l^^fbHfe  hWpii^,^^<»^6%^UW^^ 
baupt  Jede  T%n^f^jte>iu.y^ßC)  Av»  KegelecbDltte  U 
xwei  Punkten  {D^  und  F')t  welcbe  mit  den  Brennpunk- 
•    ile*'fi<^hem*ye^\iö'HegCD.  '     'f'..>i  n'>U.,u  li-  -.  .^  .  iJmÜ 

e)  Schneidet  ein  beliebiger  Kieia  (TarJI,Jtig.|^Jj^Jji,eid^n 
KegeUchnitto-Tangenten  JtfBaiid  JVFin  den  Punkten  DECtH,  und 
eind  iyE*G*H*  resp.  di^lP'linkto,  in  irelcbea  die  Tangenten  iV^Annd 
N*F  von  denienieen  Tancenten  geecbnitten  werden,  welehe  necb 
von  D,  E,  G,  den  Kegelschnitt  gezogen  werden  i^Onnjen,  m 
liegen  aueb  die  vifer  Punkte  />^  £^  C?',  H'^  in  efneni  kreise,  and 
«war  in  demjen^e^,  Iveleiter  dem  xqefkt  gegebenen  entspricht. 
In  beiden  Kreisen  haben  reap.  M  nnd  Ni^  e|ne  |L||nliclie  ^^^^g^. 
Geht  der  eine  Kreta  durch  ilf.  ao'  wiritf  iler 'anilTere^fiiits  xu  etner 

' f)  Ist  dör  gegebene  Kegelschnitt  eine  Hypcrljel  und  sind  A 
ulftd"C  die  unendlich  ^nffernten  Punkte  derselhen»  so  fallen  die 
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4f4  -  Spitzer;  fßarsieihmff  d€M  ututMeken  tetieHämeAs 

Cenfialpitnkte  M^wlä^  aüglei^^b  mit  B  iö  den  lllittoipnnkt  der 
Hyperbel.  Die  Kreieverwandtschall  iet  dann  eine'  inToletorlscbe. 
Blati  leitet  bienme  felebt  die  bekaimteb  GigeosehafteD  der  Amyor 
ptoten  u.  8.  w.  ab. 


Der  Satz  unter  e)  gewinnt  hier  folgende  Gestalt:  Zielit  man 
von  «len  vier 'f)vit?^ichmttsj[mnkten  elfreJi^^^rei&fee^  Vi)!**  den  Asym- 
ptoten einP<>lpyperj^eI  Tangenten  an  Jie.. Je|f^gf^rKtfögi<||ie  ^'^^ 
Asymptoten  abernials  in  vier  F'uukten  ft.chnei<len,  so  liegen  auch 
die  letzteren  vi^  Pm^kte  in  einem  Kreise.\.  Der  [Mittelpunkt  der 
Hyperbel  ist      Aehulichieilbpunkt  beKl^ü^jHc^^^^  . 

g)  Ist  der^ gegebene  KegetsebnitC  eiiie  Parabel,' so  (aUfi^r 
eine  Hauptpunkt  ^^«r  beiden  l^reiperfrandteu  Systeme  in's  Uo* 
eiidlicbe  und  dietKre&freriTan^tvb^  §^  ^^f^e  Aehnlichkeit  aber. 


ni 


...  \  . 


Darstellung^^dteiüftetidlitilijBni'KMtMlbiftiohaLr.^  w^  n 
in  geschlossener  Form. 

»oiß^    An       .-1  Vmi'  '        '   V  ?JMii>iol  j  / 

eUfiulöi}  loi*  V '  ...  ^  ^   j  < - «I ,a o 41' 

Herrn  Simon  Spit%ermv.  l  nduiamegU/.  üm: 
Profenpr  an  dw  lfaad«l«^A1f^eniie  au  Wien. 


Es  ist,  wie  man  lei«bt  siebt:  . 


und  setzt  man :  :  -  . 
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m  47& 

Ka:)=«(2a:+1)  +  —  . 


SO  fcOmmlnian  zu  .der  GleicbuDg; 

W^rd"  to^lbu-mtlJ'^ii^iJ^r  Meth^/Ie  gelbst;  to-^yAtlf^Wi  '1 


Da  rar  fiissl,  ft&sl  C^sC«  ist,  sa  erliSlt  man  als  Wertk  des 

vorgelegten  Kettenbracbe«:  ' 

Will  mifidiiiifdlttlJVailfjitflaflbilfiBilfria^  l 


ü\\  1 


»  *  #  W  T  •••• 

haben,  welcben  Euler  bestimmte  (siehe  Ealer's  vollständige 
AnleitanK  aur  Iniegrälrechnnng,  deutsch  von  Salo« 
mon,  4.  Band,  Seite  391.)»  so*hat  man  bloss  in  der  gefnnde- 
nen  allgememen  Fonnial'     •  • 

au^  setzen;  man  erhält  dann  als  Werth  des  obigen  Ket^nbriiehesx 
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-i>10  9ib  als  «iai  9üßti  inQi^rfXifiX*lfff  lüilnepo  ^oiicldisili)  oHoK*" 

.n  .fjßf    fr..TM^  (1:;  -r^       .^.«  'JisBifi  ibl.  ^1)  ;jmid 

r4«'  4  "  t- . ,  -  o,  ^"«+ «  +  ^+siifi  («+  «) 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer ^ 
Profe4i«or  iin  der  Handel« -Akadmii«  ^ii  Wien. 

Culer  bcdiAtid«!!  diese  Differentialgleichung  (V  oli s tä udigf 
Anleitung  zur  1  ntes^ral rechnung,  deutsch  von  ^alomon, 
3.  Band,  Seite  221.)  in  den»  specielleo  Falle,  wo  mi^ni^  ist 
und  finilet  Tür  das  Integral  derselben  eine  \h  speciellen  Fällen  ab 
brechende  Reihe.    Ich  will  für  die  titbichung  (1)  einoii  anderen 

mit  dem  besten  Erfoli^e  zum  Integrale  lührte. 
Ich  setze  nümKch :  = 

:frfim  Hü  of> 


Hilter  Z  eine,  em»|n'<>|(lp^  ujibel^f^t^- FiiSetion  van  x  oedf 
viicl  uoter  k  eine  conetante  ZaVi  ver«tan<ien ;  alsdann  ist : 

ffz  dZ 

und  ftei^ep,  4fefi^c,  Werthe  in  die  <^<rilAl!9jK.0^H.?fitiiqr^^iß,fr 
•sliiö  at>ji  »v.'J»T^f»2J>  d*>H  ,Jfc  »  mm  *  wl»« 


Digitized  by  Googl 


Wird  nuo  k  so  genäblt»  auf  dass 

^t«  +  (fii,+w,-l)A  +  «=sö 

wird,  so  hat  man: 

welche  Gleichoog  offenbar.  TumMy^herem  Baue  ist,  als  die  Glei- 
diiing  (1).    Ich  djfferenzire  i>uii  die  Gleicbung  (2)  ftmal  Dach  ar. 

die  Lionvllle's^^e  fbnctioii  coyiplementeire  au^er  Achtlaaaend: 

Diese  Gleichuog  vereinfacht  sl&ii  wenn  man  jii  so  wählt,  auf  dass 
bt,  und  gestaltet  sich  dann  folgenderinassen : 

.«]  O  Iii  o  i  Ji<<  <i  f>  >      •    *  '  i        ..I     HS  ;ö 't  m  i hl /. 


i^hiS^V^y^iiA^^ilttturiHrdie  Portion  voW< V^fsCand^b üMt  ^dl 

•                   ,  ***    ;  fiaiimUa  dal 

ist,  so  häi  man:            v  • 

\*  Inf  II  :i. 


Ganie  aaf  fihDiicbe  Weis«  erh&lt  man  aber  aueb: 

folglich  ist:  .  ^  '     i  » 

unter  X  eine  Wurxel  der  Gleichung  il*  +  (/»^J- wi«  7-l)X+»i  =  0, 
linter  q>(a:)  M'WlIKaMläie  roncSoW  y^i'ViuiWliaP^(y)  ^ 
willkührrieheFiinctioD  von  y  rd^ftfudeä?  WdiiÜi'^ÄlP^i*  dlll"i4y»'i 
oder  l-t^  eine  ganse  2S|M  Ist,  lisafsicb  dia\angezeigte  DiSe- 
fentifttio9\vM4bl>WttfMi^ii„\,M  ttatf  tekkilA^pff^^Üin  Von 


Eoler  gefnndencji^  A^|l]ru|?l^ei|. 
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479       Undm^tn:  ßmonuraH»  Hltonmx^t  iamUrtHa 
'  *   ■  dflOilodTiti  amitlbfil  'nbm 

Demonstratio  tj^eorepati^  JLambertiiii-  de  gectmibos 

paraboliclä  tjuadi^iiög  /  J.  ^  I  W  \/ 

tao  ewpd»    .i  '      Auetore  oo«ii<  oji/»-«     Uiii  ?  r». . 

v|  w  V  — Christiano  Fr*  Li»dma»^ 

Si  litteris      ^  et  sc^§  ^  notanms  coordinat^s  orthogoml» 
puDctoruii^if&^lniia^/ cnjit«  iiequatio  est  y^c::i^jMC,^c%vä^,  super- 
ficiem  figorarum,  qnae  curva  et  ordinata  axique  abscissarum  con- 
tinentor,  esM  Ixy,  i«y «esp.  Poa4«i'ij^^«yj^lti¥l^>e* 
differentia  superßcierum  e^adit  \{x'y' —xy).   SLreperire  y^^V'"''^ 

(I) 


5  »  " 


Chorda  (ssA),.  quae  pnncta  coojoiiflit«  datur  aequatinne 


v^&reir  (r,  f^)»  «eiitorem  termioaoteif;  «rai  '  J>oi  ./ 
imde,  Uijfrepitiir .  ,    .      :  .n         ,     .  •    ü'^ . 
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.  ■  4te  Hfitirm»  JMT^MitU  qiuuiramig$* 
In  i^)  r^-i-r —ix* -i-a)  pro  p  ^nhHÜtaio,  babebloiiis 

vel,  quia  est 

unde  facillime' iDvenimas 

Quia -est  V^' +  Va?  >       —  V^:,  necesse  est,  sit 

quod  nisi  eumtu  sigiio  inferiofe  lierf  oon  potest  Itaqoe'  e«t 

Si  pro  Zp  in  (1)  substituitur  d{r^-\^r)—Z(x'-i^a:),  evadit 


▼el,  qoia  «ecnndum  formuliwr^^^iis^  ^ 

quae  tarnen  formtila  non  valet,  iiisi  .sunt  y  et  y  positivae  et 
^\  nial&6^f  f»«'^!^ «  et  nterque  supra  axera  abscissamm. 


Qaod  si  r'  est  supra'  aicem  .^t  f  inüCA«i.  pAt(»t»vf^^||^^^l^i 
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480  Umammn:  DmemiMHo  ikeerßuMlamderUm  de  teetart^*  crir. 
Jam  wtsö,  qaia  est        >  S/'lp^p»  evadlt 

ubi  restat,  ut  dijudicenins ,  iitrum  signum  cligeiidum  »it,  id  quod 
nunc  atiquanto  diffieilia»  est  quüMi  aiitea.  Ope  aei|iiaUooi»  x*—x 
=  r'  — r  invenimus 


boie  coDiiitioDi  satisfiat  Si  igitnr  est  -—7-  >  — *  neeeaae  «t, 

ilifae  «igaoni  tofenaa  auf  avperiiui  eligc^pdi^pi  ,eat^  pci^o|.  ^rit 
^  >  r.  Conte  fiMiettdu»  aat,  af  erit  ^'^^^  St  deiiiäe  ««t 

V»  '  ' .» J Jibio  iHafeifc' 

Ä=^Ki^+«^+*)2±fr'+r-«l8.    ...  ff) 

^gnnn  ittfarloa  aunendiim  eat 

1)  ai  r'  et  r  ambo  aat  anpta  auf  infim  «19m  Jtc«|Kt; 

2)  al  W  aaf«m  iteife      et  f  iiifim,  qaam  '^^ 

sjgnum  8«perioa jHgeijdain  ep^t  ;^  .^^^^   ,      .  . 


I 

% 
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Dienyer:  Leber  den  Werth  ton  e*^,  481 
8i     •aiipta-  tz^tb,  r  infra  jacet,  quum 


est,  81,  azi  radiis  Tectoribus  inteijacente,  angulua  eorum  a  parte 
yeftfeis  .piftrabolae  ISO«  superat;  sin  minus  e^i'IM&iMd^U^^m. 


 '■' 


^ — 4Miioijaii|^a  9i|0  «a^itUk  ^^Ji^i«  «Mlibiilth  o)ih  :.i  i..  »  3 
Jas  »assosr  .      <  •    *     tri  luoiiibao»  sM 


„  •T^^rBteber^  de^  W^rtli  von  e*HH^ö>  ^ 

 '^J&:d^^^"  ," 

'"^^fSt' mirnliflfi  bekannt,  ob  die  nacbsteliende  ErWitteVujig* 
jenes. W^ti)S9  fiichon  veröffentiicbt  wurde.  Falls  dis»7ftSbhti|^ 
scbeheo  sein  sollte,  mag  sie  hier  mitgetheilt  werdeo,^|jj5h 

viePeicht  nicht  unernüu6cht  sind. 

(0)   .'      -    wiK*""^  t      '    -  •  ■»  *  *       •     u  . 


6.  c...  eodllcbe&diMi  ei^S?  ^^^^Z^&Tt^ 
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4äi  Di9ng9r:  Veöer  den  Werth  von  eo^^*. 

von  m,  gross  c^enu^,  angeben  so,  dase  das  erste  Glied  seiieni 
absoluten  Werihe  »ac^  inebr  beträgt»  aU  alle  übrigen  Glieder 
zusammen.  —  -  -     •  ^  *  * 

'       •      t  ^ 

Ist  <7  der  grusste  der  KoefBzienteQ  ll/tf'^i^i'P^tliitliflf.JÜiiolat 
geoommeo)»  8o|g«i|pgt  hiezu,  das^  r 

oder  da  jedeofaU«  m  >  I : 

' '  "  ' '  V        *  Er« 

Da  dieae  Bediognog  immer  erfiült  iverdoD*i»DD»'W*atiiii8erStti 
erwieaen. 

*  •         I  I 

lat  ä  >  0,  aor  Ut  aladaon  diei%|iii;ief^  ft«f^e.<})  Uetmi  ab 

~,  aber  positiv;  für  a<0  ist  dieae  Summe  negativ»  aber 

II 

^      O^r  ;bino|iiische  Satz  giebt,  weon     positiv  und  gaijz: 

Da  alle' Glieder  positiv  sind,  so  folgt  hieraus  (weoa  it<m}: 

t 


Die  Grösse  aweiter  Seite  gtebt  auamnlUplisirt; 

^  + 1  + 1.2  + 1 ,2.3+  "  + 1.2....»— 1    01  +  ifi*+ 

wo  a  positiv  ist  Nach  I.  tat  ei'imii  m9g|ieh>  m  gross  genug  n 
wShleo,  das«  diese  GrSsee  mehr  ael  ab 
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Pitn9€r:  VtHr  Oea  Werih  von        .  483 

'  •     •  • 

V 

Die  oach  dflin>let^tcivG|iefle  vob(3)  folgenden  ^GUeder  lii  (2) 

xli+JTFI  -   

welche  Grösse  jedenfalls  kleiner  ist  als 


 L  ri4-  -  ?4--;  «v  M  '  .  »ni.J, 


y+ ....  i»  inf.], 

^'  j         j  I  ' 

 L_„— J  L— üil.  ' 

"^l^a..^«,      1   ""1.2....»  n 

Demnach 

(1  +  JS)"  <  1+  - 1.2^. IT;  <»> 

Aus  (4)  ^^^^f^tX.i  ^  <  «  .  '  ' 

und  mitbio  filr  JitÄQD,  wenn  man  (1  +  ^)^  alfedanü  mit  e  |>eaelch. 

Dass  danut  ^ie  Berechnuiig  von  e  gegeben  ist,  ist  bekannt. 

•■  • » '  I" «»    I '  »■•,*■     ».     -  . . 

^•U   '    lU        k  -  iV  ...  .    i    •  •  .     iT    ;        i    i  * 

Wie  euch  i^mer  m  |egen  einen  uneijdiichenWertbe  .  wachse, 
•eist  ,t T    ^  o  r  ^      ^     .  ;  *  ' 
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484  Dienger:  Ütder  dgn  WeHk  vaUi^?^., 


\ 


vreDD  X  eiden  reell«B  Wertb  bat  Den  Bewete  dieier  swei  Silie 
filMTgeh«  i^,  «1»  «r  «IlbekagiiBt  iit.  . ,  i 

IV,  . 

Es  aolDi»  W««h.von^4tf  Ärf«^ 
werden.'  tt-rol^w*^    .  . 

also  (wenn  m  positiv  und  ganz):    ;,.x>/    -iTt  ^  ^- 


Nuo  ist/  w^Q_^a2^62^Ä2:  , 
let  nuD  a>0^  Wist  die  zvreite  Seite 

ist  dagegen  «  <0>  so  kann  man  w  iiwiper  gross  genu^  .aunefcroefl, 
dase  m-|-2a  .bcli«big  gross  und  positiv,  so  da^s  iir-f-2a— o  oodi 

posittr  Ist,  und  da 

.1  ■ 


^  m+2a  ^  fii+2a— a' 

eo  ist  die  swelte  Seite  Ueioei^  de 
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t 

«He  sweite  S«il$  lB9ip«r  >  1  .nBd  endlieb  tot,  «o  ist 

nach  1. :      ^  ii  ' 

^    .  1»  . 

Iß  >\ 

Lässt  man  n%i  upiM;tf»ilfc  »^ehiate- wi  jpSriifa  ^1^.^  Ji^ 
Da  alsdaon  iiacü  Hl.       =^)«"z=«V.  so  tot  för  m^de:^ 


1  erner  ist,  wetiti  jit'groiss  und  6>0^  der  Winkel  9>  positiv  uDdklj|g| 

Daneben  ist  v 


Für  6  *^0  ist  97<Q  iwd  j         .  ^  ,  i  r 

'     !     'L.^>^^^^     «orans  wieder  i'««  ' 

.J^S;rTig9>  '  ^«w.  wieder -«9  .  ,  ..,..b 


1  +  5 

Ltet  nmn  m  wadiaen/aö  afthert  sieb  r  der  Einheit,  also 


'  der  Grösse  6»  der  aicb  aimi  — —  näbert,  «e  difw  filr  ein 
aaendficbesai:  m9sSd.^Vle'*lileicbang  (7)  giebt  also  für  m=Qo: 


486  MmafWfiAt^  - 

r 

Setzt  man  die  er^to  Seite  W.Ht^M^  also  sor  Et- 

klSrung  dieser  Grösse: 

Setet  mh  hier  «ssQ«  so  Ut:  " 

mrmsiiilqs  aMio  iBdup  ^  ^i3^ol9^jpftiiW">i<"'>''  «litioTal  .(10) 

Jfieail  aiadhoaob  auu/.' 

Ans  (9)  und  (10)  folgt: 

molMi^ifli  «M^iol  «untMiooidQ  .III  . 

so  wie  auch  leicht  zu  erweisen  ist,  das»" 


T  '  !  ,«  ■    •  .  i  fi.r 


-«^"i   da  latere  (=  a)  A<  rectilterf  Ä  äi,|fulo^'<is^ 
daiis ,  ceteris  auteiu  lateribus  auguiisque  varlii««»^,*SiiW» 
•geometricam  .  .  , 

.l}if«iiltm»,  «U  sUitodioes  iotsrss«»atfi9hi;f>i>W^^<^^' '  ^  <r 


2)  centri  circulorum  inscriploruni 
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'.  ~  *  • 

rVota.  Latus  a  est  axis  abseissarqm  ejasane  pmieiiiiii  me* 
qimii  origo  coordinatarain  orOiogoiialiiini^). 

■ill.  lovenlre  niinimiqi|]g^ai|m%Q[^qi|y  quem  circa  »pluwrani 
datam  dcacribere  liceat 

igloi  (Oi)  boo  (6)  811A 

III.  Demonatrare  fornmlaflib  iaUgmlcni 


Cayley  hat  folgende  Relatioii  swledieii  den  Selten  und  Win- 
kein  einen  ephSriscIien  llreiecl»  gefunden: 

eln6ainc-|-eoa6coecco8il3=  aiiijSainC^coaifcoaCcosa. 

Wie  lässt  sich  dieselbe  beweisen  ?  (Ich  nehme  diese  Notii  an« 
eioem  Aufsätze  von  Airy  io  dem  Philosophical  Magazine.) 


Von  iicrru  Dr.  Ii.    i c beck» „pi.rector  der  Frovinzial- Gewerbeschule 

.  so  Liegnits.  '1 

hehterU\t^,^  E  lfow«|f  sich  ein  Pmikt  £  CMl  lI}figi<MOAso; 
auf  ei^em,  i^rfAfie^  Kadiaa^=l  iat».  dass  sei^  C^schwin** 

digMt>  fltotf  gleifih  solner  Entfernung  too  einem  heiie£i^en^  festen 
Punkte  A  der  £bene  ist,  der  sich  in  der  Entfernung  vVni 
telpunkte  beGndet,  und  ist  u  der  Winkel,  welchen  der  der  l^eiveFi 
gung  folgef^de"  Küdfus  vector  JE  mit  dem  fiadinajQjil.A«Vi^t*  ao 
findet  folgende  Glekliung  statt: 

'    '     wsam(<,  U), 


*y  Aufgaben  der  vorstehenden  Art  «cheinen  mir  sehr  geel«^net  fiir 
Schüler  und  Terdienea  daher  j^Nfjehrt  eu  werdea.    Herrn  |jiadniaii 


wenn  ^  die  Zeit  ist»  irfth^nd  welcher  det  Bogem  .BB  loritekge- 
legt  wird. 

IL  Zieht  maik  ^loen  twelteo  itviis  >oif  der  BetehaffenheK» 
daee  die  Polaren  wva  A  In  Besi^  aaf  Mde  KreUe  Idetttisch  «iod» 
und  aind  L,  'F,  G»S,  t^^w,  Ponkte  dm  räerit  gegetieiien Krel* 
aen  von  aolcher  Lage^  daa^  dici  Tarbhidimgallnlen  ZF,  FQ,  6 ff, 
n.'a.  w«  den  rn'elten  Kreis  berühren,  so  werden  untyr  fjasthallaBg 
der  oben  rucksichtlich  der  tiewegunj^  gemachten  Yoraussetziing 
dlia  Bogen  LF,  FG,  GJ^  etc.  in  gleichen  ;^ten,aiira^|kgel«gt.  ^ 


k  ■ 


M  lau  e  1 1  an. 


Schreiben  ^t»  Herrn  Doctor  Zinken,   f^en.  Sommer,  si»  Braun- 
-•ohw.eiji^.ao  dea  lier«»sgeber. 

^  %  BfLiii)^UiäS^^  Archive«  Me 

ich  rciiia  .nqniHii^^  Goiny 
ann  dnh  NonyeüW  Äi&aljÄa  de  Mathülnatiqnea  tod  Ter- 
iquem,  flir  welche  Sie  auch  sogleich  einen  Beweia  mittheileo. 
Ein  solclier  durfte  sieb  vidleicht  noch  aasebaulicher  mit  Hülfe 
der  Bern erkang  liefern  lassen,  dass  die  dort  in  Frage  koromeo* 
den  Dreiecke  aIEB  und  CEA  dnander  äholif!^  aind»  Indem  sie 
gleichschenklig  sind  und  einen  gemeinaamte»  je  an  der  Basis 
iiegooden  Winkel  bei  A  haben.  Atw  diMec  Aeb^Uchkeil  folgt 
dann  nogleiA:  . 


CAtA^s^AEtAB. 

.       •      *  '  ■ 

.  .     g.  o.  d,  .  i 


j  ..  . 


r 
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Literarischer  Bericht 


Mechanik. 

Einleitung  in  die  I\lechaiiik.  Zum  •Sell)i^tunterrieht 
'mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktie» cii eu  Lebens 
TOS  il,  B.  LfibseD.  I.  Theii:  Gleichgewicht  (Statik) 
fester  KOrper.  Mit  89  Figuren  Im  Text.  II.»  III.  Theil: 
Gleichgewicht  der  tropfbar  flQssigen  uod  JuftfOrmi- 
gOD  KOrper«  Mit  22  Figuren  Im'Tezi  IV.  Theil:  Bewe- 
gung fester  Körper. \Mit  36  Fig^uren  Ija  Text.  Haid- 
bürg.  O.  Meissner.  1858. 

Dieses  ßü'clilein  enthält  nach  unserer  Meinung  eine  reclit  gute - 
und  sehr  deutliche  Darstellung  der  Grnndlehren  der  Statik  und 
Mechanik  fester  und  fifissiger  KOrper,  mit  Zugrundelegung  bloss 
derjenigen  mathematischen  Vorkenntnisse,  welche  jetzt  in  jeder 
gateu  Schule  gelehrt  werden,  aUo  ganz  ohne  Voraussetzung  der' 
sogenannten  höheren  Analysls,  seihet  mir  mit  Anwendung  einiger 
gans  einfachen  trigonenetrischen  Formeln  in  der  eigentlicheo  Be- 
wegungslehre bei  der  Lehre  too  der  VITnrfbewegung,  wo  dieselben 
naMrKch  gar  nicht  an  entbehren  waren,  fiberall  mit  besonderer 
Rücksicht  anf  die  Zwecke  des  praktischen  licbens.  In  der  Statik 
nimmt  der  Heir  Verfasser  seinen  Auslauf  von  dem  Parallelogramm 
der.KrIfle>  weiches  er,  gans  sweckmSssig  in  einem  solchen  Boche, 
In  liekannter  Weise  auf  Prlocipien  zurückfuhrt,  die 'nicht  rein 
statisch  sind,  sondern  schon  den  Begriff  der  Bew^nng  und  Ge- 
sicbwindigkeit  in  Anspruch  nehmen;  ergiebt  aber  späterhin  auch 
noch  einen  rein  statischen  Beweis,  ungeföhr  so  wie  Poinsot,  inl 
siebenten  Buche  unter  den  Ergänzungen  zum  ersten  Buche.  Der 
Itehre  vom  Schwerponkte,  von  der  Stabilität,  der  Reibung  uod  den 
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einfachen  und  Busanraieogefletiteo  Hatebhieii  ist  die  geMurende 
Berücksichtigung,  so  weit  alle  diese  Dioge  In  ein  solebee  Beeil 
gehören,  za  Tbeil  geworden,  und  eine  Reihe  von  Uehnngsatifgaben 
ist  der  Statik  beigegeben.  In  der  Hydrostatik  sind  die  eSnuntTi- 
eben  Grundgesetse«  auch  das  Geseta  des  ünicks  auf  die  Seiten* 
%Tande»  was  sonst  olt  in  fihnlicben  BAchern  fehlt«  in  einfacher  Weise 
gehörig  mathematisch  begrfindet  worden,  was  in  gleicher  Weise 
von  der  Aerostatik  gilt,  wo  auch  die  Yersehiüdenen,  im  gemeinen 
Leben  am  häuGgsten  vorkommenden,  auf  dem  Luftdrücke  beruhen- 
den Maschinen  deutlich  erklärt  und  die  viesentlichen  Umstände» 
auf  die  es  bei  deren  zweckniäs^li^er  Anlegung  in  der  Pra:^i8  an- 
kommt, erurtert  worden  sind.  Zv^eckmänsig  gewählte  Aufgaben 
sind  auch  liier  überall  eingereihet  worden.  I)en  verschiedenen 
Methoden,  das  specifische  Gewicht  zu  hestimmen,  ndt  Ruckf^icht 
auf  die  verschiedenen  dabei  in  l?<»trarht  konimcndef}  CorrectioneD, 
hätten  wir  eine  etwas  eini^ehendere  Ürörteruns:;  gewünscht,  wenn 
auch  dieser  (iei^enstand  melir  dein  Gebiete  der  Physik  als  der 
eigentlichen  Mechaitik  anheimfällt.  Die  eigentliche  Bewegungslehre 
für  feste  Körper  enthalt  ebenfaiU  die  gewühnlichen  L(  liren  in 
sehr  fasslicber  Darstellung  mit  steter  Rücksicht  auf  praktische 
Anwendung.  Ob  noch  ein  der  Hydraulik  gewidmeter  Theil  folgen 
^wird,  ist  aus  den  bis  jetzt  vorliegenden  Tbeiien  nicht  ersichtlich; 
wir  wQnscben  es  aber. 

Besonders  erkennen  wir  bei  diesem  Bfichlein  an,  dass  nur  so 
viel  in  demselben  gegeben  worden  'ist,  als  sich  mit  den  voransge- 
setaten  geringen  mathematischen  Hfilfsmittehi  mit  vollstindiger  Deut- 
lichkeit hegrflnden  und  sum  VerstSndniss  bringen  Hess.  Oft.  ist 
uns  bei  Bfichern  dieser  Art»  namentlich  aueh  sotcheo,  die  einem 
praktischen  Bedürfnisse  in  der  Maschinenlehre  in  etementarer 
IVeise  entsprechen  sollen,  das  Bestreben  entgegengetreten«  anf 
allgemeinere  mechanische  Gesetze  von  einer  höheren  Natur' au- 
^rfickEUgehen  und  deren  Anwendung  in  der  IVIaschiiien lehre  ce 
zeigen^    Ein  solches  Beetreben  halten  wir  für  verfehlt.  Uena 
einmal  zeigen  die  VcrfLisser  solcher  Bücher  oft  nur  zu  deutUcb» 
dass  ihnen  seihst  kein   ganz  volL^tändiges  Verständoiss  dieser 
Gesetze  zur  Seite  steht,  und  anflemthoils  gehen  dieselben  mei- 
stens öher  den  Gesichtskreis  des  Publikums,  welches  solche  Bü- 
cher im  Auge  haheu,  hinaus  und  führen  dahpr  mir  zu  leicht  Miss- 
Verständnisse  herbei.  Dies  hat  der  Herr  \  erlasser  des  vorlle^^cnden 
Biichlein.s,  wie  schon  gesajjt,  mit  sehr  richtigem  Takte  dadurch 
vermieden,  dass  er  nicht  weiter  zu  ^ehen  gestrebt  hat,  als  die 
vorausgesetzten  roatbematischen  («rundldiren  nur  eben  gestatteten. 
Oiee  lohen  wir  neben  seinen  öbrigen  oben  öcbon  hervorgehobenen 
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Vorzögen  noch  besonders  an  diesem  Elementarbuche  und  empfeh« 
len  es  auch  deshalb  vor  vielen  anderen  Büchern  einer  ähnlichen 
Tendetus  allen  denen  recht  sehr,  die  sich  für  die  gewohnlichen 
Oesdifllle  des  praktisoben  Lebens,  welche  von  den  bewegenden 
Katarkrüfllen  6ebni«ch  roaehen,  eine  hlnreicbeaile  Kenotnise  der 
Ghindlebreii  der  fifeebaeik  verschefen  wollen.  In  keiner  anderen 
iMihenalieeben.  Wiasenecbaft  sind  dttreb  nnldare,  der  gehörigen 
BcgrOadang  entbehrende  Vorstellnngen  berbeigefäbrte  Missver- 
■iisidnisae  leichter  nOglich  wie  in  der  Meelumik,  nirgends  ßihrett 
diaseiben  ieicliler  xa  falsehen  ond  verfehlten  Anwendungen.  Da« 
Toriiegende  Bdeblein  wird  dazu  wenigstens  keine  Veranlasenng 
geben«  was  wir  nochmals  als  einen  besonderen  Vorzug  desselben 
erkennen.    Wer  weiter  in  der  Mechanik  geben  will^  ninss  sieb 
vorerst  weiter  in  der  sogenannten  reinen  Mathematik  umsehen» 
wozu  es  Uulfsmittel  genng  gieht;  das  ist  nan  einmal  bei  einem 
■oloiieo  BestrelMo  «nerlisslicb. 


Astronomie« 

Physische  Znsammenkunft  der  Planelen  1  bis  42^ 
wahrend  der  nScbsten  Jahre«  Von  Karl  v.  Llttrow, 
wirklichem  Mitgliede  der  kaiferl.  Akademie  der  Wis- 
senschaften. Mit'  zwei  Tafeln.  (Aus  dem  XVI.  Bande 

der  Denkschrirten  der  niatheniatiseh  •  naturwissen- 
schartlichen  Klasse  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  besonders  abged-rnckl),  Wien.  1859,  4.^ 

Eine  vor  läufige  kurze  Anselge  dieser  wichtigen  Arbeit  Ist' 
schon  Im  Archiv.  ThKXXXlL  Hefta  S.  367,  ans  den  Sitzungs- 
berichten  der  Wiener  Akademie  von  nns  geliefert  werden,  und- 
wir  freuen  nns  sehr,  jetzt  das  Erscheinen  der  wirklichen  Abband- 
hng  anzeigen  zu  können.  Worauf  es  bei  der  betreftenden  Auf* 
gäbe  ankommt  und  was  dieselbe  erstrebt^ .  kann  Im  Allgemeinen 
als  hinreichend  bekannt  angenommen  werden.  Eben  so  ist  die 
Metbode,  deren  sich  Herr  v.  Littrow  bei  den  hier  zur  Sprache 
kbmm^den  Ermittelungen  bedient  hat,  aus  seinen  frfiheren  biet* 
her  gehörenden  verdienstlichen  Arbeiten  bekannt»  DIesolbe  ver* 
bindet  in  sehr  zweckmlissiger  Weise  Zeichnung  und  Rechnung 
mit  einander*  und  ist  in  der  vorliegenden  Abbandlung  von  Ndnem 


*}  Di««e  Zfthleo  find  in  Kreise  «ioxatchlieaacn. 
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in  der  Kirse  wieder  aa«  einander  gesetit  wordeii.  Wel«h«ii  Auf- 
wand von  Zeit  und  Mtthe  aber  bti  aller  ZfreekmfiMigkeit  der 
Metbode  Vaterencbuej^en  dieser  Art  erfordern,  and  wie  sebr  die 
WieaeosebafI  Herrn  ▼«  Littrow  zu'  Thaik  verpdichtet  iet,  das« 
er  sieb  derselben  uoterxogen  hat,  kann  nur  der  riebtig  beaitbel* 
Imk,  wer  sieb  selbst  schon  mit  soJeben  Arbeiten  besebiftigte. 
Alles  ist  in  der  Abbandloog  mllgetbeiit  worden ,  was  in  tbeore* 
tiscber  und  praktischer  Rücksicht  nutbig  ist/  um  zu  einer  voll- 
ständig deatllcbeo  Einsicht  in  die  ganse  mühevolle  Arbeit  an  ge* 
langen»  so  dass  in  dieser  Beziehung  gar  nichts  an  wünschen  übrig 
geblieben  ist.  £b«nso  sind  die  gewonnenen  Resultate  mit  der 
grossten  nichts  zu  wünschen  übrig  lassenden  Vollständigkeit  und 
Genaui'^keit  mitgetheiit  worden.  Es  fanden  sich  zwischen  den 
betrachteten  42  Asteroiden  549  Bahnnähen  unter  0,1  (der  halben 
gro.«spn  Krfllialmaxe)  gegenseitiger  L^ntfernung,  und  darunter  157 
von  bewoiiderer  Enge.  Die  grosse  Anzahl  von  Balmnähen  über- 
haupt, etwa  zivei  Drittheile  der  8GI  Paare,  welche  im  Ganzen 
durciizusehen  waren,  darf  bei  dem  weiten  Sinne,  der  dem  Worte 
Bahnnähen"  hier  gegeben  wurde,  nicht  überraschen.  Mit  dem 
vorliegenden.  Mattifial  iiess  sich  eine  weitere  Frage  von  iuteresse, 
nämlich  ob  irgend  besondere  Anhäufungen  von  Bahnnühen  an  ge« 
wissen  Punkten  des'  Weltsystems  sattfindeh»  lelcbt  beantworten« 
Um  in  dieser  Beslebnng  einen  Oeberbück  zö  gewinnen«  worden 
SImmtliebe  Babnnäben  nacb  ibren  LSngen»  projicirten  Radien« 
Vectoren  und  liotben  auf  ein  Blatt  geseicbnett  wie  aus  Taf.  IL' 
ersicbtlicb  ist  Der  Ceberblick  dieser  Zusammenstellnng  lebrte^ 
dass  keine  besondere  Anordnung  sich  geltend  mapbt»  man  im  Ge> 
gentbeile  an  der  Annahme  berecbtigt  ist,  dass  bei  snnebmen* 
der  Zahl  von  Asteroiden  die  jetzt  schon  nahezu  rorbandene  Glei<^' 
ftirmigkeit  der  Vertheilung  sich  immer  mehr  einstellen  werde; 
Für  1858  bis  1667  bat  Herr  Littrow  folgende  Zasamaiea» 
künfte  gefunden: .  ^ 

Eaterpe-Lütetia ....  1858  Mitte  Oetober. 

Bellona-Metis    .  .  .'  .  1858    „  November. 

Polyhymnia- Vesta  ^   .    1858    „  „ 

Massalia- Psyche  .  •  •  1859  Ende  Oetober. 

EuDomia-Metis.  •  •  •  .   1860    „  Jänner. 

Emnomia  Irene  •  .  .  ,   1860  Anfangs  Mira. 

Irene-Metis  .   .  •  •  .   1860  Mitte  März. 

Hebe-Partbenope  •  .  .  1860  Ende  NoTember« 

Fides*  Vesta   %  •  .  .  1861  Anfangs  MSra. 

Metis-Polybymnia  .  .  1863  Ende  April. 
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Enterpe-Polyhymoia    .   1864  Mitte  Jaiii. 

Hebe-Parthenope .  .   .  J864    „  September. 

Melpomeoe-Partbeoope  1864  Ende  November. 

Iris-Pomona    ...»  1S65  Mitte  Oclober. 

Fiden-Fortniia  •  .  .  .  1866  Eiide  «läoner. 

Calliope-Egeria  .  .  .  1866  Mitte  October. 

Flera-Melpomeoe    .   .  1867    „  Februar. 

Euterpe  -  Proserpina  *    .  1867  Ende  April. 

Pomona -Vesta    •   .   .  1867    „  I^ovember. 

Herr  Littrow  hatte  seine  Arbeit^  bei  welcher  die  Herren 
Hornstein  nod  Oeltsen  die  ersprieeplichste  Hälfe  leisteten,  ganz 
l»eeiidigt  und  ivar  eben  mit  der  Sesammenstellung  der  Reenitate 

hesobäftigt,  als  er  von  einer  äbnlicben  Arbeit  des' Herrn  Karl 
L  i  n  s  e  r  in  Sqnneber-  bei  Coburg  Machriebt  erhielt  Die  ven  dem- 
selben angewandte  Methode,  die  nnr  anf  Rechnung  beruhet,  wird 
liebst  den  erhaltenen  Resultaten  von  Herrn  Littr^w  niltge» 
tbeilt  und  die  befriedigende  Uebereinstimmung  beider  Arbeiten 
nachgewiesen.  Dadurch  wird  die  vorliegende  interessante  und' 
wichtige  Abhandlung  zugleich  zu  einem  Repertorium  alles  dessen, 
was  bis  jetzt  wanieotlich  in  praktischer  Racksicht  mit  Erfolg  anl 
diesem  Felde  gearbeitet  worden  ist. 

Wir  mfissen  uns  leider  hegnSgen,  durch  die  Torhergebende 

kurze  Anzeige  auf  die  in  wissenschaaiicher  Hücksichi  grosse 
Wichtiglceit  der  vorliegenden  Abhandlung,  die  Jedenfalls  zu  den 

bedeutendsten  neueren  Erschciniingen  auf  astronomischem  Cebiete 
gehört,  und  das  grosse  Interesse,  welches  dieselbe  in  so  vielen 
Beziehungen  darfnetet,  im  All[:enieinen  hingewiesen  und  unseren 
Lesern  zur  sorglalti-sien  Üeachtung  empfohlen  zu  haben,  und  kön- 
nen zum  8cbiuss  dem  geehrten  Herrn  Vertasser  in  deren  VoM^a« 
iluug  nur  noch  aufrichtig  Glück  wünschen. 

'  T 

In  dem  Jahr  gange  I8S9  des  immer  viel  Lehrreiches,  enthal- 
tenden Kalenders  für  alle  Stftnde.  welchen  Herr  Ten  Llt- 
trow  heransgiebt,  befindet  sichs 

.  h   Eine  ungemein  vollständige,  atjt  die  neuesten  IJestiraraun- 
gen  gegrüqdete  üehersicht  des  Sonnensystems,  in 
welcher  auch  das  HistorUche  in  sehr  lehrreicher  Weise 
'  ausfllhHicb  mitgetheilt  ist.  ' 

%   Ein  Aufsatz  über  den  Einfluss  des  Vortitekena ^er 
riaciitgleicben  auf  die  Stellung^  QfUtme,, 
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welchen  wir  namentlich  auch  uei]:€?n  der  ihm  an f];e hängten 
eilf  Tafeln  Liebhaherri  der  Astronomie  recht  sehr  em])re)ilen. 
Taf.  I.  his  Taf.  X.  enthalten  den  Hundertjährigen  Be- 
trag des  Vorrückens  der  iVac  h  t£?  I  ei  che  n  in  c^era- 
der  A  u  i  ^  t  e  i  gii  n  ;  uiul  Taf.  XI.  gleht  den  Hund  ortjäh- 
rigen Betrat;  des  Vorrückeos  ^er  ^achtgleicbeo 
in  Abweichung. 

3.  Die  Fortsetzung  der  im  Jnhri^nncrc  1^8.  S.  III.  angefange* 
nen  Geschichte  der  beoba  c  Ii  tenden  Astronomie, 
vorzüglich  betreffend  die  Erfindung  des  Mikrometers,  die 
Verbindung  des  Fernrohrs  mit  winkehnossendcn  Instrumen- 
ten und  die  grossen  Verdienste,  welche  der  berühmte  dä- 
nische Astronom  Glans  Römer,  ausser  auf  anderen  astro- 
nomiscl^en  Gebieten,  sieh  hauptsachlicli  durch  die  Eint'fihruHg 
des  Passagen -iDstruotents  in  die  beobachtende  A«»troiieiiti« 
erworben  hat. 

Wir  wifnschen  sehr,  dass  Herr  von  Ltttrow  diese  nickt 
bloss  fflr  Laien  lehrreiche  Geschichte  der  beobachtenden  Astro* 
uomie  in  den  folgenden  Jahrgängen  seines  Kalenders  weiter  fuhren 
möge,  und  sind  im  Allgemeinen  uberzeugt,  dass  dieser  Kalender  io 
sehr  erspriesslicher  Weise  zur  Verhreitutig  astronomi.sehor  Kennt» 
uisse  unter  einem  grussereo  PublÜLum  mitzuwirken  geeignet  ut 

Andere,  von  der  Wiener  Sternwarte  ausgegangeim  TerdicnsU 
liche  neuere  Arbeiten  eind  die  folgenden  BahnberecliLnungen  einiger 
Planeten  und  Cometen: 

Deber  die  Bahn  der  Eugenia.  Von  M.  L&wy.  Wien. 
1868.  8. 

Ueber  die  Bahn  des  Cometen  V  1868^  Von  Demeel* 
ben.  Wien.   1858.  8. 

Elemente  der  Bahn  des  vou  Brnhne  am  21.  Mai  1868 
in  Berlin  entdeckten  Cometen.  Von  Demselben. 

Ueber  die  Bahn  des  Cometen  Donati.  Vou  Demsel- 
ben.  Wien.    18Ö9.   8.       '  * 

Natärücb  müssen  wir  uns  hier  mit  der  blossen  Titel- Anneiga 
solcher  vorzugsweise  nur  caiculatorischen  Arbeiten  begnügen,  wo- 
durch  aber  deren  Verdienstüchkeit  durchaus  kein  Eintrag  gellMi 
werden  kann  und  soll. 

Vefglelebang  des  MCatalogns 'generalis  pi'o  1880*  ii 
StriiY^'a  Stellaram  fixamm  iibprtmis  diiplleliiai-*et  msl- 
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ftiplielnm  poaUioii««  mediae.  Petropoli  1852."  mitd«» 
beiden  Katalogen  aus  BesaeTs  ZoDeii-Beabaohtiiog*9* 
ViMi  Dr.flbfcx.  Weiaiie»  Director  der  8t«rnwarte  xuKra^ 
kau.  Wie»  im.  a, 

Herr  Director  Weisse,  der  atch  durch  die  Bearbeitung  der« 
beiden  aus'  Besse l*s  Zoneobeobaehtungen  aligeleiteten  Stemca- 
tainge ,  von  denen  auch  der  «weite,  an  vrelchem  rasch  gedruckt 
wird,  .bafd'io'den  liinden  der  Aetronoiaen  sein  wird,  so  grosse 
Verdienste  erworben  |)at,  liefert  In  dieser  aus  den  Sitz  an  gebe» 
richten  ,der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften» 
Band  XXXII.'  Jahrgang  1898.  .besonders  abgedmckteoi  Ab- 
handlung eine  Vergieichung  von,  Strnve*«  »»Positiones  me- 
diae"  mit  seinen  beiden  Catalogen,  für  welche  ihm  die  Astrono* 
men  gleichfalle  su  besonderem  Danke  verpflichtet  sein  werden. 


Nautik. 

l  eb  er  di  e  B  er  ec h  nn n  tl  es  Widerstandes  d  e r  D  a  m pf- 
stlitffe.  Von  Dr.  i^ckhardt,  rot»s  h o  r/ogl ichem  Ge- 
heinierath  in  Darmstadt.  (Aus  dem  englischen  .Tournal 
„Artisnn'*  März  und  April  1858,  in's  Deutsche  über- 
tragen und  mitgetbeilt  von  dem  Verfasser).  Extra- 
Abdruclc  aus  der  Zeitschrift  des  Architekten-  und  In« 
genieur- Vereins  lur  das  Königreich  iiunuover.  4". 

Wir  glauben  auf  diese  Abhandlung  aufnierlcsaro  machen  zu 
missen.  Der  Herr  Verfasser  unterscheidet  in  derselben  den  mitt* 
leren  Schiffstheil,  das  Vordertheil  und  das  Hintertheil«  und  be* 
rechnet,  immer  ein  an  seinen  Enden  mit  zwei  Prismen  versehenes 

Parallclepiped  betrachtend,  gestützt  auf  die  im  Archiv.  Tbl« 
XXV.  8.  11t).  entwickelte,  an  die  Versuche  der  IVanzü.sischen  Ma- 
thematiker angeschlossene  Formel,  auf  8,8.  seiner  Abhandlung 
eine  Tafel  für  den  Widerstand  des  Wassers  am  Vor- 
schiff und  Achterschiff,  welche  als  das  Haupt- Resultat  die- 
ser Abhandlung  zu  betrachten  ist,  indem  er  zugleich  die  Anwen- 
dung derselben  durch  ein  interessantes  Beispiel  erläutert,  welchem 
die  Dimensionen  des  Great  Eastern  oder  Leviathan  zu 
Grunde  gelegt  worden  sind.  Für  dieses  Beispiel  ist  der  Wider- 
stand des  Vordertheils  943,353  Pfund  und  der  Räckstoss  des 
•  Wotertbeils  390,598  Pfund;  alee  der  verminderte  Widerstand  des 
ganzen  Schifie  552;ilS5  Pfund.   In  lefarreleher  Weise  beschfiftigt 
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8  ÜierartteAer  BetieJU  CXXJX. 

Rmt  VerfaMM  sleli  nocb  mit  der  Lösung  der  Aufgabe: 
i^Vfmu  xwei  Priamen  von  gleicb«p  Basis  zasammengefugt  werden, 
deren^Langen  veränderlich  siod,  aber,  zusammen  addirt,  eine  coo- 
atttDte  Summe  geben,  dasjenige  Verblltnias  der  Längen  zu  finden, 
ittr  welchea  die  WlderstandsTermiBderung^  welche  durch  das  Ter- 
einigte.Vorder-  und  HinterCbeil  herrorgebraeht  wird,  ein  Maximum 
oder  der  Widerstand  selbst  ein  Miiiinram  wird«  und  acbliesst  mit 
einigen  besonderen  Befracbtnogen  fiber  die  Dampfschiffe«  "Wir 
gbiuben,  dass  diese  wenigen  ßemerknngen,  mit  denen  wir  uns 
an  diesem  Orte  begnOgen  mfissen«  faioreidbend  sein  werden»  %m 
aof  die  Wichtigkeii  der  vorliegenden  Abhandlung  för  die  weitere 
Entwickeinng  des  in  ihr  behandelten  Gegenstanden  ufinerkeam 
sn  machen.  0, 


Vermischte  Schriften. 

Jahresbericht  fttr  d!»  Mitglieder  der  bamborgiseben 
Gesellschaft  znr  Verbreitvng  mathematischer  Kennt* 
nisse^  Fastnacht  1869.  4. 

Wir  haben  schon  mehrmals  die  Freude  gehabt,  in  unseren 
literarischen  Berichten  auf  das  so  sehr  verdienstliche  Wirken  der 
genannten,  in»  Jahre  1090  von  zwei  a«  litunsswerthen  Männern  and 
Lehrern  iti  Hamburg,  deren  Namen  noch  jetzt  in  dankbarer  Er- 

Innerun«;  fortleljen  :  - 

Heinrich  Meissner,  Director  der  St  Jacobi •  Schnie  (gest* 

1716)  und 

Valentin  Heins»  Direotor  der  Sehale  an  StMidiaeli»  (moat 
1704)  .  '  . 

iira|MriInglieh  nnter  dem  Namen  der 

Die  Kunst-Rechnvng  lieb«  iifid  übenden  SocietSt 

gestifteten  Geseltschart,  welcher  auch  der  Herausgeber  des  Archivs 
als  Ehrenmitglied  anziii^ehnren  sich  znr  gaitz  besonderen  Ehre 
reebnet,  hinzuweisen,  und  sehen  aus  diesem  neuen  Juhresb erlebte» 
dessen  Inhalt  wir  im  Folgenden  anrieben  werden,  dass  das  Wirken 
der  Gesellschait  im  169sten  Jabre  ihres  Besteheos  an  Aosl>rei- 
timg  und  Bedeutung  nur  gewonnen  hat. 

Seit  1853,  wo  der  letzte  Jahresbericht  erstattet  wurde,  bat 
die  Gesellschaft  zehn  Mitglieder  durch  d«n  Tod  verloren,  Ven 
denen  wir  neben  anderen  verdienten  Namen  nur  Gauss,  Crellc, 
A.  C.  Peierseo  nennen  wolleo;  vieraeho  neue  Mitglieder,  (nat 
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%m  ^MMvtfMbe  «der  in  deo  benaebbarten  StSdten  AHooa«  Lil- 
Mekv'  Cnlift»^  «nlMige;  sIirI  U  dem  ZdlnM^  ttm  im^im 

•ehafl  Too  mehreren  Seiten  zugegangen. 

Der  voHi«^£ren(?e  Jahresbericht  enthalt  mehrere  «cJi&tseiMwertbe 

Aufsätze,  die. wir  im  Folgenden  namhaft  machen.. 

■  •  •  ■  " 

.1«  Ver««'ch,  langectellt  »nr  Besti'mttQng  dd#  An'm* 
fl«e#-Cb«rrieientoB  liOr  «iBken  etnniider  Uegende-SebliC-. 
senBffnvngen  und  Ansflvflil 'anter  Waeetr.  Von  fl«ffffB 
lagtonieur  F*  HviMelta  in  Hamburg. 

2.  Aaffiabe:  Ein  Faden  xs^t  mit  einem  Ende  be- 
fc« ti^t,  das  andere  Ende  ist  i'iher  eine  lotJe  und  durauf 
Ober  eine  les te  Rolle  s^e  fü h r t ;  w  eiche  C urve  w  ird  b e i ' m 
Aufziehen  des  Faden  ?  über  die  feste  Rolle  die  mit  ei- 
•lemGewiehte  heTaetete  lose  Rolle  beschreiben?  Von 
Herrn  Wasserbau- tnnpector  J.  DalinMn  in  Uambiirg,» 
Jet/igem 'Jahrverwatter. 

3.  Aufgabe;  Es  sind  ein  Seil,  desseu  Länge  /  ist, 
und  zwei  in  einer  horizontalen  Linie  liegende  Punkte 
gegeben.  An  dem  einen  Funkte  A  wird  das  Seil  fest 
gedacht,  läitft  von  A  über  eine  mit  dem  Ce^vir  h  t  e  Pbe« 
tastete  Holle  C,  ^eht  von  C  über  B  und  kehrt  von  B 
zur  losen  Hol  I  e  C  2U  r  üc  k ,  wo  es  befestigt  wird;  es  soll 
der  Punkt  gefunden  werden,  an  welchem  die  Rolle  im 
Falle  des  Gleichf'e wich ts  sich  befindet.    Von  Dem- 

....    o     ...  1  .1  •   •  ■♦  1  .'t  < 

aelbon. 

■  ;■••*••  .        •  •  ... 

4.  Jedermann  kennt  die  einfache  geometrische  LOeung  der 
Aufgabe:  Wenn  eine  gerade  Linie  und  zwei  Punkte  gegeben 
find,  in  dieser  geraden  Linie  ekien  Punkt  so  zu  hcstininien,  dass 
die  Summe  seiner  Rntfernnngen  von  den  beiden  gegebenen  Pankten 
ein  Minimum  werde.  Herr  C.  W  Plath  beschäftigt  sieb  nun  mit 
der  Lösung  der  folgenden  Aufgabe: 

Wenn  eine  Gerade  und  drei  Punkte  gegeben  «lud: 
in  der  Geraden  «inen  Punkt  so  au  beatimmen«  daaa  die 
Summe  seiner  Entfernungen  von  den  drei  gegebenen- 
Punkten  eltt  Minimum  werde. 

Legt  ninn  den  Anfang  der  rechtwinkligen  Cnordinaten  in  die 
gegebene  (iorade  als  Axe  der  .r  dahin,  wo  «lie.selbe  von  der 
auf  sie  von  dem  einen  dor  drei  gegebenen  Punkte  gelallten  Senk- 
rechten getroffen  wird,  und  bezeichnet  demzufolge  die  Coordinaten 

1» 
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der  drei  gegebenen  Puokle  dyrcb  0,.  #;  6»  €i  d,  e;  die  Absciese 
des  gesuchten  Punktes  durch  M  liefert  4ie  Diiefentkilrecii- 
niing  znrBMdiiDiiinns       ae.  leiebt  die  ^leicbeftg: 

welche  Herr  Platii  rational  gemacht  hat,  vvo<iiirch  er  zu  einer 
•ehr /weitläufigen  Gleichung  des  zwölften  Grade»,  deren  EntwIeke* 
kiiig-  ihih  gewiss  nicht  ^eriage  Mühe  gemacht  bat,  gelangt  is|w 
Aneh  'hat  er  sidi  di«  Mfih«  nlebt  verdiMm  lausen,  diene  Cliai- 
chnag  auf  ein  numerisches  Betspiel  ansawendan.  Halten  wir  diese 
Entwiekelong  schon  an  sich  für  verdienstlich  ao  glauben  wir 
vom  Standpunkte  unseres  Journals  aus  alle  Heiausgeher  von  Samm* 
lungei^  allgebraischer  Aufgaben  '^auf  diea«;n  .  Anfsata  des  Herrn 
Plath  schon  deshalb  aufmerksam  machen  aa,mjl!saen,  iveil  die- 
selben  wohl  schauerlich anderwSrts  ein  beaserea  voilständig  aua- 
gerechnetes  Beispiel  (ät  das  Hatiomdmaeben  der  Gleichungen 
finden  durften,  welches  zugleich  geeigneter  w&re^  die  grosse  Weit- 
liufigkeil;  in  welche  diese  Opetatioa  meistens  fillir)^  nachaoweiaen. 

Möge  die  Hamburgische  Gcsellscbaflt  zur  Verbreitung  mathe* 
matiscber  Kenntniisse  die  Wissenschaft  noch  oft  mit  gleich  ver* 
dieqstKchen  Mittbeilungeu  erfreuen,  und,  was  wir  iMsonders  wfia« 
sdien»  die  vorwiegend  praktische  Tendena  Ihres  Wirkens»  wie 
bisher,  auch  fernerhin '  atets  festbaften,  waa  am  besten  geeignet 
selo  wird>  der  angemein  grossen  Wiehtigkeit  strenger  matbema- 
bischer  Theorien,  neben  ilirem  grossen  inteliectnelien  Warthe  aa 
sich,  TÄr  alle  Gebiete  praktlseher  Anwendung  im  weitesten  Sinne 
immer  mehr  Geltung  mid  Anerkennung  an  versehaflen* 


')  Die  rein  geometrliche  Ldtnsg  dft.  helwOMMba  Aafgabo  mfahte 
«isee  Veraoch«  eicht  nawerlb  mIb, 
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gytwe«  Iiekr«  mm*  WCrteckCcker.' 

K.  Breyniann^  Lebrbueb  der  reinen  Elenicntarniatbematik 
lür  aiii;eho{)(le  Forstleute  liberhaapt  utid  zuiu  (»ebrauehe  als  Leit- 
laden bei  den  Vorträgen  über  Mathematik  in  forstl.  Lehranstalteo. 
LTbl:   Arithmetik  und  Algebra,    ^r.  b'*.    geh.    Wien.    P/^  Thlr. 

F.  G.  Mehler,  Hauptsätze  der  Elementar  -  INIatfaematik  zum 
Gebrauche  an  Gymnasien  und  Realschulen,  gr.  8®.  geh.  Berlin. 
n%  Ngr. 

ArltluBetUc* 

K.  H.  M.  Aiseheuborii,  Lehrbuch  der  Arithmetik  mit  Eiiischlu«» 
der  Algebra  und  niederen  Analyesis.  Zum  Gebrauch  bei  den  Vor- 
trägen an  der  vereinigten  Artillerie-  und  Ingenieur- Schule  und 
zum  Selbstunterrichte,   gr.  8®.   geh.   Berlin.   V/2  Thlr. 

P.A.  V.  Heidenreicb,  Die  Elemente  der  reinen  Arithmetik. 
I.  Curaus.   8®.   geh.   Leipzig.    10  Ngr. 

 Dasselbe  IL  Curaus.  8^.  geb.   Ebendas.  12  Ngr. 

A.  LSffler,  Ceber  die  Methede,  die  grüssten  und  UeiosteB 
Werthe  unhestfannter  iDtegralformelii  su  finden^  Lex. -9*«  geh* 
Wien.  8  Ngr. 

J.  P  •  ti  ▼  al ,  Integration  der  linearen  DiferenfialgleiehuDfen  mit 
oonstantea  und  TerSnderllcheir  Coefficlenten.*  Lief.  gr.  4^.  geb. 
Wien.  2%  thlr. 

M.  RH  hl  mann«.  Logarlihmlseh-frigpnemetf lache  vnd  anilece 
(ttr  Recboer  nfltaliche  Tafeln,  ZunSchst  fät  SebQler  technlscbef 
Bildungsanstalten »  sowie  fUr  piaktiscbe  Rechner  Überhaupt,  t,  Sier.- 
Ansg.  16^.  geh.  %  Thlr. 

M.  3»deb0ek,  Lebrimch  Aiithmflüh  «ad  Alsehm  Ittr 
Gypnailen  nad  Realedniten.  gr^  8^.  gab«.  Anäaa«  Ui  Nif* 


H.  SebeffUf,  Die  AnfMtoimg  der  algebraischen  nnd  tran- 
■samieDfeii  Gleichungen  mit  einer  und  roebreren  Cobelcannten,  in 
reetten  vod  cemplexen  Zahlen  nach  neuen  nnd  zur  praktischen  An- 
weodang  geeigneten  Methoden,  gr.  8^  geb.  Brannschweig.  24  Nsr. 

H.  Schwarz,  Grundnage  einer  Klomentar  Arithmetilc.  Eio 
Lehrbuch  fiir  Gymnasien  nnd  Ii9here  Bärgefecbuien.  Abth. 
gr.  8^   geh.   Hagen.   1  Tbir*  , 

G,W.  Strauch.  Anwendung  des  sogenannten  Variation scal- 
euU  auf  zweifaebe  nnd  dreifache  Integrde.  gr»  49.  geb.  Wien. 
2%  Thlr. 

Theorie  des  fonctions  donblemient  p^riodiques  et  en  particu- 
iier  des  fonctiona  elUptiquea;  par  Briot  et  Bouquet.  Paria. 
8».  2Tblr. 

G.  V.  Vega,  Logarithraisch  -  trigonometr.  Handbuch.  43.  Aufl. 
Bearbeitet  TOB  C.  Brem ik er.    gr.  8".    geh.    Berlin    ly^  Thlr. 

A.  Wiegan d,  Lehrbuch  der  Mathematik  fi'ir  den  iSchul-  und 
Privatunterricht  bearbeitet.  Allgemeine  Arithmetik.  4.  Aufl.  gr.  8°. 
geb.  Halle.  12y,  Ngr- 

I 

t 

Joe.  Balogh»  De  qnadratnra  cirenB,  aecnndum  legem  ioter- 
aeetionis  dopli ;  et  de  polygonia  regnlaribua»  Peat  8».  Mit  8  Steiolaf. 

2  TUr.  20  Ngr. 

F.'  W.  Becker,  Lehrbuch  der  Biementar*Geometrie.   L  Thl  *. 

Planimetrie.  2.  Abtheil.  gr.  8^.  geb.  pppenhefan  a^  IL  16  Ngr. 

■F.  A.  T.  Heide nreicb,  Elemente  der  niedem  Geometrie. 
I.  CnrauB.  99.  geh.  Leipaig.  12  Ngr. 

J.  J.  J.  Ten  Heffmann,  Daa  eilße  Axiom  der  Elemente  des 
Euklidea^  neu  bewieaen  mit  erlSuternden  und  erweltemdeo  Be- 
merkungen Teraehen.  gr.  8**.  geh.  Halle.  Vg  Thlr. 

PnOitteelie'  Hee|UMilc« 

Mabiatre,  Cours  dem^niqueappliquöe.  Paris.  H^,  2%  Thlr. 

♦ 

Die  gebräuchlichen  roikrometrischen  Maasse  in  üe(  inialbrOchen 
pnd  in  gemeinen  Brächen,   gr.  8^.   geh.  Braunschweig.    Vs  Thlr. 

Aatronoinle« 

Astronomlaehe'  Beobaehtangen  auf  der  kSingl.  Ünlvereitita- 
Sterpwarte  au  Künigabefg.  32.  Abth.  Fol.  KSnigahcrg.  '9%  rThlr. 
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M.  L'6wy,  Ueber  die  Ball»       Comcten  V 
geh.    Wien.   2  Niyr. 

E.  Sander,  Handbuch  der  niathematischeti  Erdkunde,  ein  Buch 
filr  Schule  und  Uaus.   gr.  8».   geh.   Wien.  2%  Thlr. 

H.  Schröder,  Die  Elemente  d««  Conwten  VI  1857  berecb- 
nel.   4*».  geb.   Tübingen.   4  Ngr.  •.     »    •',  • 

■  '         *  ■ 

M.  F.  Manry»  Explanations  aod  Saillng  DtracUom  to  acconi- 
pany  the  M^ind  aad  Curreat  Charta,  aj^proved  by  Cpt  D.  N.  In« 
grabam,  and  pablisbed  by  Aatbority  of  Hon.  laaac'Toocey» 
Sacretary  of  tbe  Navy*  VoL  I.  Eigbtb  ediHoa,  ealarged  and  im* 
pmed.  Wasbington.  4^  Sllt  AbbiMangen  qad  KärtOH. 

riiyailc 

Corr^spondance  m^ttforologique.    Pnhlication  anniielle  de  l'ad- 
ninistration  des  minaa  de  Rimiie,  redig^e  par  A.  T.  Kupffer. 
'  Anndes  1855  et  1850.  St  PdterabQurg.  (Leipzig,  Voss.)  4».  Mit 
4  Steintaf.  5  Tbir.   [ßiideo  Nr.  ^,  der  »Annale»  de  Tobaervatolre 
phyaiqae  eentral  de  Ruaaie*  Aondea  1864  et  1855."] 

F.  C.  J.  Crflger»  Grnndafige  der  Physik  mit  Bfickaiclit  eaf 
Chemie,  al«  LeitEaden  fdr  die  mittiere  pbyaikaiiaebe  Stafe  metho- 
diach  bearbeitet  6.  Aufl.  gr«  9^.  geb.  £rfai;t  Vg  Tbir. 

Mch.  F^araday,  Experimental  Researcbea  in  Cbemiatry  ^nd 
Pbysics.  Reprinted  from  the  ,,.PhiIosophical  Tranaactiooa'*  of 
1821  — 1S57,  the  „Journal  of  the  Royal  Institution«,  the  „Philo- 
aophical  Magaziners  and  other  publications.  London.  8^.  6  Thlr. 

J.  Gavarret,  Lehrbuch  der  Electricität  Deutsch  bearl>eitet 
▼on  R.  Arendt.    2.  Lief.   8».    geh.   Leipzig.   1  Thlr. 

J.  C  railich,  üeber  symmetrische  Functionen,  «velche  zur 
Dari^tellung  gewisser  physikalischer  Verhältnisse  krystalliairter 
Körper  dieoen  können.   Lex. -8^.   geh.   Wien.   6  N{»r. 

K.  W.  Knochen  hau  er,  (Jeher  den  S|caia  der  i>iQbenbatte> 
rie.    Lex.- 8^.    geh.    Wler».    3  INgr. 

V.  von  Lang,  Einige  Beraerkuneren  zu  Herrn  Dr.  J.  Ste- 
fan*« Abhandlung :  üeber  die  Trans  Versalschwingungen  des  elasti- 
«cheii  iSubes.    Lex. -8o.    geh.    Wien.    2  Ngr. 

V.  von  Lang,  Die  Aenderung  der  Krystal laxen  des  Arago- 
aitea  darcb  die  Wfirme,  gerechnet  aus  KuUberg  s  Beobachtun- 
*  gea.  hex.'S^.  geb*  Wien.  3  Ngr. 

A.  Hurmann  und  L.  Rotter,  Uatersucbungen  über  die 
phyatkaliaeben  Verbtttniaae  kryatalliairler  KOrper.  Lei.  -S**.  seh. 
Wien.  .%  TUr. 
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Reitling  er,  Ueber  flii^^ge  Uoiatorett  der  Electricität. 
geh.    Wien.    4  Ngr.  » 

X,  und  E.  Wtia«,  Untersucbuogen  über  den  Zusammenhang 
in  den  Aeadeiningeii  4«v  Dichten,  und  Brechung«  •  Ezpooenteo  in 
Ge»iNigeo  V09  FkfsvOgkeiteB.  Iifx*-^^.  geb.  Wien)  %  TUr. 

"H.  Westberg,  Grandzuge  d«r  Pliyidk  Iftr' Krelatehiilen  dts 
DoKpatscbeo  Lehrbesirbi.  2.  Aufl.  gr.  tfi,  cart.  Rei^al.  V3  Thir. 

Termlsclite  Schiifteii. 

Bulletin  de  bt  Classe  physico  •  iMidi^imtl(|ae  de  l'AcadMt 
imp^iftie  des  scienceg  de  St-P^tersbour{^.  ToraeXVl.  St,*P^#w* 
benrg.   (Leipzig,  Voss )   40.   Mit  5  Taf.   3  Tbir. 

Inhalt:  M^moires.  -  Werner,  Einige  neue  Theorenie  von 
den  Polygonen  und  daraus  hervorgehende  arithmetische  und  gonio* 
metrische  Sätze.  —  Elegante  Ableifuns:  der  Formein  für  den  sphä- 
rischen Excess.  —  Mention.  Sur  le  eercle  focal  des  sections 
coniques.  — Jacob i,  Sur  la  necessite  d'exprimer  Ja  force  des 
eourants  ^lectriqoes  et  la  resistance  des  cireuits  en  uoites  unaoi- 
inement  et  g^n^ralement  adopt^es.  —  Struve,  Sur  la  ndbaialse 
d*Orion.  —  Tchebychef,  Sur  les  questions  de  ^ninima  qui  se 
rattacbent ä la repräsentatioD  approzimatiFe  des  fonctions.  —  Leüz, 
Ueber  den  EinlhiM  dw  Gftchwiadiglteit  des  Drehens  auf  den  durch 
magnetoelectriscbe  Bfaseblnen  erzeugten  lodncHoiMutroiii.  8«  Abtb. 
Mit  6  Taf.  —  Tcbdbyebef,  Sur  rint^fpolatieo  des  ▼ateiira  fo«r- 
nieüi  par  les  obsertafloas. 

Denkschriften  der  k.  Akademie  der  WlaseDSchafleii.  Halbst 
matiscb-Datarwisseiiscbaftiiche  Classe«  Iß.  Bd.  gr.  4^,  cart  Wieo. 
8%  ThIr. 

Sitzungsberichte  der  k.k.  Akademie  der  Wissenscbafieo.  Matbe* 

niatisch  -  naturwissenschaftl.  Classe.  Jahrg.  1S69.  No.  1-^.  LeaL-fl?. 
geh.    Wien.    Preis  för  den  vollst.  Jahrg.  16  ThIr. 

Berichte  aber  die  kunigl.  Sächsische  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  T.eipzig.  Mathematisch  -  physische  Cktsse.  ISSSi,  2.  ssd 
3.  m.  gr.  S%  Leipzig.   %  ThIr.  .  *  ' 
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Literarischer  Berieht 

cxxx. 

Durch  Mittheiluug  eine«  Nekrologs  des  zum  grossen  Schaden 
der  WisseMcbaft  derselben  so  trüh  entrissenen  Pro^BMors 

in  (jiDttingen  würde  mich  der  Einsender  zu  ganz  besonderem  Danke 
verpflichten.  Grunert. 


GescMchle  der  Afathematik  und  Physik. 

V 

Eine  Arabeske  aas  dem  Jugendleben  beröbint«? 
Natur forselief.  Von  Ptefeaaor  Doctor  H.  Bfnainana  in 
Stettin.    (Pftdagogiscbea  Archiv  1859.   Band  L  Nr;  7. 

Wir  halten  es  für  unsere  Pflicht,  unsero  I^eser  auf  diesen  in 
mehrfacher  Rucksicht  interessanten  Aufsatz  aufmerksam  zu  machen, 
der  ihnen  jedenfalls  eine  aiif^enehnie  Lechire  getvfibren  wird,  wo- 
bei wir  noch  besonders  bemerken,  da^^s  hauptsächlich  die  mathe* 
matiscbtfn  Natorforselier :  Gauss,  Ampere,  Thomas  Young, 
Clalrant»  Sanveur,  Freanel,  Carnot«  Monge,  Huyghens» 
Gasaendi,  Fourier,  Pascal,  vor  Allem  Newton,  Kepler 
und' viele  andere ;  auch  die  maihemattscben  Franeii :  Uypatla, 
Maria  Gfttana  A'gnesl,  Laura  Maria  Catbariiia  Basal, 
Madame  Ii ep ante  (die  Gehfilfin  Lalande's),  Bevern  Gattin, 
Bersehers  SeWester,  Mademoiselle  Sophie  .Germain  und 
andere  Beachtung  gefunden  h^hen.  Möge  Herr  Emsmann  wei- 
tere Früchte  auf  diesem  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathmnatik 
und  Physik  sammeln  und  sie  dem  Publikum  mltth^ilenl 
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Arithmetik. 

Erklärung. 

Nachdem  ich  vom  Herrn  Regierungsrath  von  Ettingshaa- 
flen  zu  Wien  benacbricbtigt  bin,  da^s  Herr  ProfeMor  Spitzet 

daselbst  sieb  darüber  beschwere,  das»  ich  in  meiner  vor  Kurzem 
erschienenen  Schrift  über  die  Auflösung  der  (Tleichiingcn  seiner 
früheren  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand ,  welche  in  einigen ,  der 
k.  k.  Akademie  der  WMssensebalien  überreichten  Ahhandinngeo, 
insbesondere  aber  in  der  Schrift  Ober  die  allgemeine  Auflo- 
sung der  Z ah lengleicbu Ilgen  vom  Jahre  1851  niedergelegt 
seien,  nicht  erwähne,  obgleich  ihm  doch  für  gewisse  Operationen 
das  Prioritätsrecht  d«r  Erfindung  gebühre;  so  beeile  ich  mich, 
hierauf  folgtade  ErklStung  abzugeben. 

Die  fraglichen  AtbeUen  dtt  ftnra  ProiEessors  Spitzer  waren 
i^ir  nicht  bloss  ihrem  Inhalte  nach  völlig  unbekannt;  ich  hatte 
aaeh  nicht  einmal  Kenntniss  von  ihrer  Existenz  überhaupt.  Ob 

diess  mehr  durch  eine  unvollkommcnp  hnchhändlerlsche  Verbrei- 
tung jener  Schriften  oder  durch  eine  ephemere  Besprechtini^  in 
den  Journalen  oder  durch  die  allgemeine  Ablenkung  der  Äulraerk- 
samkeit  in  jeaeB  politisch  be»«gteo  Zeiten  vtrantaNi^t  Int,  raass 
ich  dabin  gestellt  sein  lassen,  und  kann  nur  bedauern,  dass  es 
unter  solchen  Umständen  f^r  mich  eine  Unmöglichkeit  war,  die 
Verdienste  des  Herrn  Professors  Spitzer  hervorzuheben. 

Was  die  Sache  selbst  betrifft»  so  ffberzeuge  ich  mich  durch 
die  iDir.^'«tzt  Torliegeiide  oben  erwähnte  Schrift,  dass  in  Bezieh- 
iing  anT  die  Verallgemeinerung  der  Horn  er' sehen  Metbode  behufs 
Berechnung  der  komplexen  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  einer 

Unbekannten  und  der  Wurzeln  eines  Systems  von  Gleichungen 
mit  niehreren  Unbekannten  dem  Herrn  Professor  Spitzer  die 
Priorität  gebührt.  Ob  nun  die  Unbekanntscbaft  mit  den  Unter- 
suchuDgen  des  gedachten  Herrn  hinsichtlich  derj^inig^n  Partien 
meiner  Schrift,  weiche  mit  jenen  Untersuchungen  in  den  Grund- 
gedanken kongruiren.  für  die  Wiääunschaft  insofern  von  Nutzen 
gewesen  isei,  als  zwei  beibstsüindige  Forschungen  auf  demselben 
'Gebiete  eigenthümliche.  Details  der  Eiitwickelung  darbieton^  über- 
lasse ich  der  kritischen  Vergleicbung  der  Sacbkenner. 

BiüttiMcliweig»  ^  ik  Jmn  MSO. 

.  Dr.  H.  Sdieffler. 
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Ben  Profesflort 

Erlauben  Sie  mir»  Ihre  Aofmerkiaimkeif  auf  eine  etwas  groaae 
Arbeit  au .  richten,  welche  vor  einigen  Jahren  heraua^komiaen 
Ut,  «lie  aber  der  Beatrafeng  der  dentacbeh  Kritiker  entgangen  an 
•eia  aebeipt,  vialleicbt  deaabalbt  weil^  man  in  Dentachland  die 
englieche  wiaaenacbafUiclie  Litteratnr  wenig  atadlrt.  Ea  iat  eine 
Abhandlnng  fiber  die  AaflSaung  der  algebraiaehen 
Gleichungen  der  höheren  Ordnungen  von  IIK  tIf/bmuMe» 
Diese.  Arbeit  iat  gar  niclits  anderes  als  eine  Oeberaeiaung  von 
^Tbeory  and  Selution  of  Algebraical  EquationR  of  tbe 
higber  Orders.  By  IS.  R.  ¥oaiig'%  welche  Herr  Scbnuae  > 
flberaefst  und  ala  »eine  eigene  Arbeit  aufgegeben  bat 

Mit  auageaeiehneter  Hechachtung 

ergtbeiial 
•A.  J.  Weeherrb^a^rtb. 

Fiir  don  voratahenden,  aum  Abdruck  im  Arcliiv  mir  laitgetlieil» 
ten  Brief  des  Herrn  A.  J.  D.  Wackerharth  an  der  ^ternwart^: 
iu  Upsala  danke  ich  dem  Herrn  Einsender  recht  vielroala»  weil 
man  dadvrcb  das  sehen  eft  geragte  literarische  Treiben  des  Herrn- 
Dr.  Sehn  ose  immer  mehr  und  mehr  und  immer  besser  kennen 
lernt.  Traurig  ist  es  wnr,  dasa  durch  solches  Treibee  die  Acb* 
tnng  tor  der  deutschen  mathematischen  Literatur  im  Auslande 
Bur  meken  kann,  namentlich  in  einem  Lande  wie  iri  Sehlde- 
den,  wo  so  vrele  treffliche,  wenn  auch  theilweise  weniger  durch 
Schriften  bekannte  Mathematiker  loben,  in  deren  Aucen  wahr- 
hafte GrfinHIirhkeit  die  erste  yeiiin<;iin2:  einer  guten  matbematft* 
sehen  Schrift  ist,  nnd  ()i*^  von  solcher  N  c  Ii  n  ii  ,->'c' sehen ,  aufl4os8aik> 
GeWerwerb  speculirendv-n  Fabrikarbeit,  «amentlich  wenn  in  Üer^elb^n 
von  ihnen  ein  Placfiat  erkannt  wird,  wenigstens  in  ihrem  Lau  de 
keine  Ahnung  und  keine  Vorstellung  haben,  wenn  ihn«n  dit&elbe 
nicht  »o  unmiltetbar  wie  im  vorliegenden  Falle  entgegentritt,  wo- 
bei übrigens  bemerkt  wird,  dass  uns  seihst  eine  nähere  Kennt- 
niss  der  in  Rede  stehenden  Schnuse* sehen  Schrift  abgeht,  und 
wir  den  obigen  Brief  nur  so  mittheilen,  wie  er  uns  zugesandt 
worden  ist.  .Grunert. 

Oeomeirte. 

Berichtigung. 

Mein  in  Tbl.  XXXtl.  Nr.  iL  S.  m-^m.  ahgedmohtet  AuMa: 
«^Ueibef  die  Keia-tion  awiacheit  de?  Batl^-ernoftg  def 
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Mittelpunkte  und  de«  H albni es sern  zweier  Kreise,  von 
denen  der  eine  u  la  und  der  andere  in  dasselbe  Viel- 
eck besjchrieben  ist'S  der  übrigen«,  wa«»  ich  ausdrücklich 
bemerke,  wenn  dies  auch  ecbon  Beine  ganxe  Form  deutlich  erken- 
nen Vi»8t,  zaoSebst  und  banptsSchfich  nur  den  Zt^eck  hatte»  so 
einer  vreitereu  Beschäftigung  mit  dem-  fraglieben  Ge- 
genstände ansuregen,  keineswegs  denselben  so  erschöpfen, 
bedarf  in  doppelter 'Welse  einer  Berichtigung,  die  ich»  schon  voir 
geraumerer  Zelt  auf  dieselbe  aufmerksam  geworden,  in  diesean 
literarischen  Berichte  gebe»  om  sie  nicht  bis  zur  Ansgaho  des 
vierteil  Heftes  dieses  Th'eils,  an.  fielchem  jetst  schon  gedruckt 
wird»  aafschieben  zu  müssen,  wenn  ich  auch  sehr  wohl  einsehe,' 
dass  sie  mehr  in  das  Archiv  selbst»  als  In  die  literaliscbeu  Be* 
richte  gebort  bStte. 

Erstens  ist  es  nicht  allgemein  richtig,  wenn  es  auf  S.  75, 
heisst:  M Zuerst  erbellet  nun  auf  der  Stelle,  dass  im  vorliegen* 
den  Falle»  wo  das  «eck  om  den  einen,  in' den  anderen  Kreis 
heechriebeo  Ist»'  der  la  Obigeu  hervorgehobene  iVnuHau^,  dass 
die  Mitteipimbte  der  beiden  Kreise  anf  veraehledanen  3eite» 
einer  d^r  n,'  die  Vieleck  einscfaJitoseaden  Seiten  ISge»  gar 
nieht  vetkonunen  kann»  Indem  vielmehr  die  Jliattei|Niiikte  der. ' 
beiden.  Kreise  auf  einer  Seite  jeder  der  it,  das  Vieleck  ew» 
aebllessenden '  Seiten  liegen  müssen,  o.  s.  w.**  Hierbei  ist . 
aber  zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Mittelpunkte  beider  Kreise 
auf  verschiedenen  Seiten  einer  Seite  des  Vielecks  liegen  sollten, 
für  diese  Seite  unter  den  positiven  Winkeln  s(<»i-"<^o)> 
iim^—oJi),  i(^g*-<<i>2)>  ••••  der  betreffende  Winkel  zwischen  90** 
und  180^  liegen,  sein  Cosinus  also  negativ  sein  Wörde,  man  also 
nach  den  auf  73.  (unten)  geijebenen  Regeln  in  der  betreffen- 
den Gleichung  wieder  das  obere,  nämlich  das  positive  Zeichen 
nehmen  niüsste.  Mit  Bezue:  auf  diese  Bemerkung  wird  der  fol- 
gende loiialt  des  Autaatzes  keiner  weiteren  Berichtigung  bedürÜMk 

Zweitens  beruhet  das  Raisonnement  auf  S.  74.,  durch  wel- 
ches nachgewiesen  werden  soU»  das«  man  Immer  eine' Elcke  des 
Vielecks  in  die  durch  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  .gebende 
Gerade  legen  liunne»  ohne  der  Allgemeinheit  der  Betracbtnng  an 
neliaden,  auf  einer  unrichtigen  Anschaunngs weise  von  roetoer 
Seite  und  kann  nicht  als  stichhaltig  angesehen  werden.  Daher 
wird  man,  nm  die  in  Rede  stehende  Behauptung  an  rechtfertigen, 
immer  etwa  auf  den  von  Poncelet  im  Trait^  des' propri^t^s 
projectives  des  fijrurcs  pi».  361.  bewiesenen  Satz  zurück- 
gehen müssen,  den  er  aut  ("olij;eri(le  Art  ntisdriicktr  ,,Qiiand  un 
pelygone  quelconque  est  a  la  fois  inscrit  ä  une  section  eoniqac 
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et  circiMiscrit  ä  uiie  autre  ii  en  existe  une  infinite  de  semlilaMM' 
qai  joobsent  de  la  m^iDe  proprietö  a  Tegard  des  deux  courbe»; 
ou  phitdt  tou«  ceux  qu'on  essaterait  de  decrire,  a  volonte,  rraprÄ« 
cefi  coaditions,  se  ienueraieut  d  eux  lueme«  «ur  cet»  courljes.*' 

,»Et  r^ipro(|nemeiitj  »II  arriv«  qtt*eii*  emayant  d'inscrire  k 
'   volonte,  ä  noe  sectioii  conique»  im  polygooo  dont  les  coti^s  en. 
toacbeDt  une  autre,  ce  polygooe  ne  se  ferroe  pas  de  luim^me,  il 
ne  saurait  nf^cesaaireinent  y  en  avoir  d*«atr€8  qiii  jooiMent  de 
cette  propritftö." 

&k>  eelkllii  aber  diceer  Stti  aoch  ist^'  eo- mose  man  dodb  Im' 
hrteraeae  der  Blemente  iHlneclieii»  noeh  eine  niher'K^nde'Be- 
'  grihidttog  der  in. Rede  etebendco  Beliaiiptaiig  nmäebst  nnd  epe> 
ciell  fflr  den  Kreis  aa  besitsen,  und  ea  wäre,  da  mein  eigenea 
erwifantea  Raiaonneinent  nicht  *  genfigt,  an  vrttnachen,  daas  eine 
aolehe  elementare  Darstelinng  gegeben  irfirde,  die  gern  im  Archiv 
AnfhahoM  finden  würde. 

Alle  übrigen  Entvvidceiuiigeii  in  itieirieni  Aufsätze  sind,  inso- 
fern b\Q  nur  den  Fall  betreffen,  wenn  eine  Ecke  des  \  ielecks  in 
der  durch  die  Mittelpuolite  iieider  Rreiee  gehenden  Geraden  liegt, 
richtig»  nnd  werden  aur  Erfüllung  ibiee  Zwedw,  eine- weitere 
Beaeliirtigong  mit  dieaenv  nicht  anintereaaanten  Oe* 
genatande  In  elementarer  Rttckaicbt  ananregea,  geeignet 
aeb,  Bo  wie  tlberbaopt  die  Torafehenden  aw  knraen  Bemericnngen 
aiir  Veistftndignng  über  dieaen  Gegenetaad  biurelcben  werden. 

Granert. 


Physik. 

Ijebrbnch  der  Physik  und  Mechanik  ffir  gewerb- 
lich e  Fort bildun!:js schulen  von  Ludwig  Blum,  Ober- 
realiehrer  in  iStuttgart.   Leipzig  und  Heidelberg.  Win« 
^      ter.  1859. 

Die  wgrttembeigiaelie  Regierung  hat  in  dem  letzten  Jahtaebnte 
eine  Reib«  ven  -ioirtltatea  in'a  Lelien  gerufen,  welche  die  Mtige 
rgraerge  detaeiben  ffr  die  Hebaag  den  Gewerbeweaena  bekna- 
den.  Etoe  berrerragende  Stelle  unter  dieaen  Aaatalten  nimmt 
die  gewerbliche  Fortbildongaaehnle  In  Stuttgart  ein,  welche  sich 
^ner  namhaften  Frequenz  von  Seiten  der  Angehörigen  der  Ge- 
vrertte  erfreat,  wie  sich  auch  das  allgemeine  Interesse  für  Real- 
bildnng  darin  ausspricht,  dass  die  dortige  Realschule  den  bedeu- 
tendsten  derartigen  AnatiÜen  in  Deutschland  gleich  geatellt  werden 
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darf.  .  Der  VerfaMer,  dessen  Lehrthäti^keit  ein«  aelir  ansgedekst» 
i^t»  «r«r4e  v«»  dw  K.  CoramisaiMi  f|ir  FoitbildmigMcMM  hmd» 
tmgt,  tSm^  Vortrig«  im  Druck  tu  vtrOimtllelMfl»  ood  diM» 
UawlMide  ?erda»kt  dm  dUge.  Werk  .Mlii«  Bnlitekm?«  »ekkw 
dte  wichtigsten  Lelireii  der  Piiysik  .vod  Mechanik  in  populSrer 
Darsteltong  eothSIt;  -  dior  SiotF  Ist  io  42  Vorlesungen  abgetheilt, 
wovon  jede  etwa  die  Dauer  von  2  Stunden  in  Anspruch  aelwieB 
wurde.  Bei  oberflAcblicbem  Durchbbttem  des  Puchs  t&ii  lunficbst 
die  grosse  Reicbbattigkelt  der  Figuren  angenehm  In'e  Auge ,  welche 
bei  einem  Werke  von  verhäUnissmässig  so  geringem  Umfange 
selten  anznireffes  sein  wird»  worunter  Referent  naiuentUcb  aof- 
merksam  macht  auf  diejenigen ,  welclie  sieb  auf  die  Constructioo 
der  Chren  bezieben,  der  Wasserräder,  der  DaraplinasehineD  und 
der  Telegraphen.  Die  Ausffihrung  dieser  in  den  Text  eingedruck- 
ten Figuren,  deren  Zahl  sich  auf  365  belauft,  ist  tast  oiiiie  Au«- 
nähme  musterhaft  m  nennen.  Wenn  ein  sf^klies  Werk,  neicbes 
für  einen  beistimmten  Leserkreis  berechnet  i»t,  aU  Handbuch  fär 
die  Lehrer  an  gewerblichen  Fortbildungsschulen  zunächst  um  eine 
praktische  und  übersichtHche  Eintlieilong  des  vorliegenden  Stoffs 
aiu  geben,  die  eine  abgerundete  und  rollständige  Darstellung  ie 
einem  Cursus  von  vorgettchriebener  Dauer  ermöglicht,  auf  weitere 
Verbreitung  und  spezielles  Interesse  Anspruch  machen  seil,  so 
wtrd  omii  eHie  Berücksichtigung  der  Forschungen  auf  iVem  Ge- 
IltOt»  der  Pliyeik  auch  hi9  in  die  neueste  Zelt  hefeiw  erwarten 
dihrfbn.  I»  dieser  Beslehnng  sind  inehesondere  aniuflihffen  die 
Darsteitong  der  Bewegungen  in  der  Atmrosphftrft  und  H»  Wasser 
in' Folge  dc#  onglelcben  VertbeUnng  der  Wftrme,  nach  Manry, 
die  umfassenden  und  detaillirten  Angaben  tiher  DampfmaachlDen 
mit  Zugrundelegung  der  vom  Verfasser  irShrend  seines  Anfent- 
halt*  In  Paris  und  London  zur  Zeit  der  dortigen  Weltannatellan- 
gen  gesammelten  Notizen  Über  die  neuesten  Verbesserungen  und 
die  sehr  in*a  Einselne  giehehde  Darstellung  der  Telegrapbie. 
Seibst  die  neueren  Forscliungen  von  Pizeau,  die  Geschwindig- 
keit des  Lichta  ftuf  direkte  Weise  au  messen,  sind  berflcksich* 
tigt  worden. 

.  ^  Weniger  einferstauden  kann  sich  Referent  mit  dem  Verfas- 
aer  erklären  hinsichtlich  der  Behandlung  von  gewissen  thonreti- 
sehen  Fragen,  Das  bekannte  l^eispiel  mit  dem  Schiffe,  wekbei 
quer  über  einen  Fluss  faiiren  aaü  und  durch  die  Bewegung  des 
Wasser«  eine  schräge  Richtung  erhält»  geu^^  dem  VerCaRRer.  um 
hierauf  unmittelbar  den  Satz  vom  Parallelograaim  <ler  fekrütte  lu 
(legffinden;  nach  der  i^an/cn  Anlage  des  Buch»  soMte  man  eine 
mehr  detaillirtQ  Berücksichtigung  der  verschiedenen,  noch  ia  neue- 
ster Zfit  gemachten  Versuche  erivart^u,  diese  Lehre  s|jr«ng  wis- 
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«•niwhliillich  nocl  Mglciol^  tmtändRch  für  ein  eblchet  PobUinini 
sil'bAgrfiiideo»  bei  dem  ilathematische  Vorkeontnisae  ttidit  mr- 
luiszttseljDeii  «iD4.  Pal  «so  t  hat  durch  die  Einföhrittg  des  Bt- 
^riflfe  det  CSegenpfttfe  in  4w  Mechanik  du  wesentliche«  und  neog» 
fiittmeiit  geschaflien;  di«  gaoae  Theorie  der  Drebang  der  KOrp«r 
gewinnt  dadurch  «ngenct«  an  Klarheil  «nd  bebersicbtlicbkeit; 
d*r  Verfasser  bat  bod  ailerdings  diesen  Begriff  erwähnt  und  erklärt« 
abne  jedoch  spezielle  flelspiele  aoaufähren,  welche  die  fmcbfbm 
ued  nOtaliche  Adwendong  desAclbeo  zeigen.  Doch  Ut  sat^licbef- 
«reise  die  Auflkeeaeg  der  Bedeutang  des  Worts  „poptdäre  Dar- 
stellung*'  aabjektiv,  und  wenn  anoh  die  nächste  Veranlassang  tm 
Ausarbeitung  des  Buchs  die  war,  den  Lehrern  an  gewerbKehen 
Fortbildungsschulen  eine  ubersichtliche  Darstellung  an  die  Hand 
zu  ^eben^  so  dürfte  dasselbe  den  Schuiero  an  solchen  Anstalten 
olcbt  minder  zn  enrpfebfea  sein.  Ür.  fiökien. 

.    PÜ  Patantlalfonetidn  iind  4ae  PeleütiaL  Ein  Bai-  - 
irag.  mr  aiafhematiaehen  Pbyaik  Ten  Dr,  TL  Cla.it«iaa, 
Ptofeaaarlltr  PhyaLk  an  der  UniTeraitSt  and  am  aid- 
gen4aal«ebenF«lytecbnitkiuli  sn  SflTiak  Leipzig.  B«rtb.  « 

im.  a  < 

Es  Tfar  jedenfalls  ein  Bediirfniss ,  einen  kurzen,  aber  doch 
möglichst  vrtUständigern  Lehrbe«riff  der  Potentialtheorie  zu  besitzen, 
da  dieselbe  in  neuerer  Zeit  immer  mehr  an  Wichtigkeit  gewinnt, 
je  mehr  es  gelingt,  die  physikalischen  Erscheinungen  ans  den 
Wirkungen  von  Efernf  ntarkräften  zu  erklören  und  sie  dadurch 
awf  einfache  niecbaniäiche  Principien  zuröck  zu  fuhren.  Herr  Pro- 
fessor Olausius  bat  sich  daher  durch  Heraiisi^abe  der  vorlie- 
genden Schrift  jedenfttlU  sehr  dankenswert hes  Verdienst  er- 
worben, was  um  so  mehr  Afierkennuug  verdient,  je  mehr  maiL 
bU  jeUt  genotbigt  war,  bei'm  Studium  der  in  Hede  -stehendeu 
wichtigen  Theorie  auf  eine  nicht  geringe  Anzahl  einzelner  Ab- 
handlungen und  Aufsätze  zurfickzugeben.  Der  Herr  Verfasser 
hat  baupteffcblich  die  Arbeiten  Ton  Green  und  Gauss  benutzt, 
ist  aber  bei  der  Beweisßihrung  in  verdienstlicher  Weise  häufig  . 
aeinen  eigeoen  Weg  gegangen,  und  bat  dadurch  seiner  Arbeit 
anilli       eigendrtnfiehe«  Verdienst  gesichert   Dabei  hat  er  der 

'CWIsea'tflto  mechanieehen  ArMt,  welche  man  aus  der  nrsprüng- 
Hieh  tri'  der  Bstentlaltheorie  befraditeten  ffbnctibn  durch  Integra* 

'Utotf  citbÜ^y  die  bei  Green  gar  niicht*  bei  Gauss  nur  gelegent- 
lieb  bertfckaichtigf  wird»  beeendere  Anfmerkaamkeit  gewidmet,  unÜ 

'feff'dieifealb  aWleeb^ii  Pötehtfatfnnctlon  und,  Potential, 
ao'wie  HSraefr  tmMtunk  PofenfiaT  efnchr  ffasee  auf  eine 
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^andere  uud  Potential  einer  Masse  auf  sieb  seihst  an* 
terscfaieden,  »reshalb  nuvh  die  Schrift  aus  den  lieiden  I.  Die 
Poten  tialfu  II  (' t  i  (Ml.  U.  Das  Potential  iiberschriebenen  Haupt- 
abßi'hnitton  besteht.  Auf  A  n wemiungen ,  nanif^ntlich  in  der  Lehre 
von  der  Electricität  und^  Mai^nctii«inu8  j  ist  <3er  Herr  Verfasser  in 
dieser  Schrift  nicht  eingeeangeo ;  jedeofails  ist  aber  zu  wünschen, 
d^ss  er  der  vorliegenden  verdienstlichen  Arbeit,  welche,  wie  ge- 
sagt, die  allgemeine  Potentialtheorie  enthält,  bald  eine  den  ge- 
-ii«Aiitott  Anwendungen  gewidmete  Schrift  folgen  lasse.  Indem  wb 
mit  dteMm  WwMclie  von  dem  Hmn  Vcifamer  «eheiden,  empM- 
leo  wir  die  vMdienstlidie  Schliß  der  fieaclitung  uDserer  Le«er  in 
jeder  Besielrang  reebf  sehr. 


PreisMi^alie  der  Akademie  der  WimwmmtMtMtm  wm 

Paris. 

Lee  gdom^tres  connalssent  actuellement  des  ro^thodes  gön^ 
Tales  qui  permettent  de  d^der  si'  denx  surfaces  donnees  sont 

applicables  l'une  sur  Tautre  sans  dechirure  m  duplicature,  ou,  en 
d'antres  tprm'^s,  s'il  est  possible  de  faire  corresponäre  las  points 
de  la  preniiere  a  reiix  de  la  seconde  suivant  une  loi  teile,  que  la 
loDgueur  d'un  arc  de  coiirbe  qne!con({ne  trac^  sur  U  premiere, 
,8oit  egale  ä  celle  rie  l'arr  forme  par  les  points  correspondants  de 
Fautre.  Les  questiuo»  qui  se  rattachent  ä  ce  beau  probleme  sont 
bien  loin  cejiendant  d'avoir  4t6  traitces  d'une  maniere  compiMc, 
et  la  recheiche  des  surfacejs  applicables  sur  une  surface  donnee 
n'a  ^t^  entreprise  que  dans  de  cas  tres-particuliers.  L'Academie 
propose  ce  prolilime  pour  sujet  du  grand  prix  de  Slalii^matiques 
en  ISQO,  et  met  pm  concoare  la  qnestion  saivante: 

„Former  Veqtiaiion  ou  les  equatious  dijfereniielles  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  donnee,  traiter  le 
probleme  dans  (juel^jues  cas  particnUerSy  sott  en  eher- 
chant  toutes  les  surfaces  applicables  sur  une  surface 
donnee y  soit  en  trouvant  seulement  Celles  (jui  remplis' 
senty  en  mttre ,  une  seconde  condiUon  ehoisie  dc  ma- 
ntere  ä  simplifier  la  Solution  *^ 

L'Academie  verrait  avec  iateret  i'applicatioo  des  formales  g^ne- 
rales  ä  la  d^termination  des  surfaces,  applicai^lee  tm  vne  aoriaoe 
du  secorid  degre,  et  sans  en  faire,  pour  les  concurrents,  uneeoB- 
dition  obligatoire«  eli^  jks  invite  particuli^renent  ä  traiter  cette 

question. 

(Le  prix  consistera  dans  une  medaille  d'or  de  la  valeur  de 
trois  raille  francs.  Les  JVfemoires  d<*vront  etre  remis  avant  le 
K  No?eml>re  1860.)  Comp/rs  Hendm  —  14  Mars  —  1859. 
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Der  Hegrurulcr  der  französijschen ,  ja  man  kann  saL'en',  der 
ganzen  neueren  .mathematischen  Journalistik»  der  hochverdiente 

Joseph  Diez  Qergonaei 

Ut  in  dem  bohen  Alter  von  88  Jahren  aiillontpeliier  gestof» 
ben.  Er  wox  am  19.  Juni  1771  zu  Nancy  geboren  und  starb  am 
4.  April  1859.  Die  von  ihm  begründeten  Annales  de  Math^- 
niatiques  pures  et  appliquees  utid  viele  überaus  werthvolle 
eil2;ene  Arbeiten,  sichern  seinem  Namen  ein  unversrängliches  An- 
denken in  den  Annalen  der  Wissenschaft.  D  is  ArrVtv  ^vird  sieh 
bennifjcn,  seinen  Lasern  hald  einen  ausrührtichen  iSekroiog  des  .  « 
tref  liehen  Mannes  aus  kundiger  Feder  vorlegen  zu  können. 

G. 


Systeme ,  Lebr-  und  Wörlerbücher. 

Elementaf  ny  wyklad  niatematyki  von  J.  K.  Stecs« 
Icowaki»  PTofeasor  an  der  Jagfiellonischen  Üni?eralt$4 
aa  Krakan»  Tbl.  III.  Geometrie. 

•  Im  vfirii^en  Jahre  ist  iu  Krakau  der  III.  Tbl.  de«  im  Jahre 
1851*)  begoooenen  Werkes  der  elementaren  Mathematik,  von  Herrn 

■ 


,  ')  Die  Anseige  d^r.  beidea  erttteu  arithmetit>clien  Theiie  diexes  der 
.poliiUchen  inatbeniatUel^eii  liitemter  jcdeafulU  %ii  bviionderer  Zierde 
l^^rdchenden  Lebrbocbt  s*ni.  im  LiCerat.  Ber.  Mr«XC.S.  4.  •  Mdjj;« 
der  geabrte  Herr  VerfiMter  Zeit  llodeii,  ent  bald  mil  «eiteren  FortMivuD" 
gen  e^ims  'Mlidofla  Werkes  ao  erfreuen.  -i:  6  ran  er  t. 

Tlil.XXXIII.Vfi.S.  *  S 
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Professor  Steczkowsiki  bearbeitet;  trathienen,  die  iwei  tittM 
Theile  der  Geometritt^i»  dier  Flentmeirie  end  ^r»tfiDilmkiil> 
baitend.  •        i  •  .  '  .  ^''fd'>iA  «dm«. 

miM'^^yMMBfktM^kiiiifmi^  W^rkifiieMdltvKfiorg. 
'ftli^«i«<KtMV6b«lM<4iMrii»]|^  a»eW 
wir  andei«V^i9ni«'<>W'dif8lllldeil««M 

aDgenehm  berfifarf  «rordeb»  ond  rnilTriirden  ^ 
das  Boeh  aieh  gaoi  vornämlicb  als  Leitfaden  raP^tf^HMNt 
M«C|rdiAii^^fri«lh>««ide»*l  v  m  -  f     etiTelaieY]! wb  fofl 

^^/  Jiine.  yip)  jährige  Praxij«,  während  der^ri^  tfer'^^^e^sM^^ 
allerdingi^  gegründete  Erlahning  gemacht  fiij^^^" irlaste ''dre^lfugfeh^ 
^i^ij^cl^  Ue^fid,i|;png  des  Gymnasiums  dlo  TTniver'Jl^t  't'eziölit,  ohne 
hieb  klare  Begriffe  von  der  niathenialischen  VVl'sKenscTiali  ■^njgeeif* 
net  zu  haben,  dass  vielmehr  ilir  gesanimtes  Wissen  ölil  lii^i^a- 
niscHes  B<*f,  '\**e!cbe8  nicht  nach  dem  Gruniisi^id^mj^^r^staiMiigeQ 
Beweise  frftgt,  v\\l[  ihm  die  Anregung  zu  eioen»  HaiwJ buche, 
deta  jeti^il^en  Standpunkte  der  WissensdohTt  ■4ntt!i))Täcb)»&  jyei^:4ien 
tidni'Wh^  wi>  (Veuen  uns  de«  gläckiiebeki  fii«^uiU^n<  m^oIoiM  i. 

.und  dep  Zweck  derselben  bei  verscbiedeneb' Autgaoek  und'^^nwci' 
dangen  grfindlicb  und  klar  kennen  lernen.  .  '"^"""^ 

.jj^^-jjper  Verfasser  bonniht  sich  <\eni  Anfänger^  ^d,^rjjcut nun /  das« 
gjj^j^j.^ip  mathematischen  Wahrheiten  ai^^^manmwjfacfee  Art  dar- 
stylen  und  beweisen  kann.  Diese  verscniederfen  "  Arten  von  Be- 
weisen haben  einen  doppelten  Zweck;  während  sie  einmal  dem 
Anfänger  die  üeberzeugung  abgewinnen,  dass  dasjenige,  was  sieb 
so  mannigfach  beweisen  lässt,  durchaus  eine  absolute  Wahrheit 
sein  muss,  geben  sie  ausserdem  noch  Anregung  zu  eigenem  Nach- 
denken  und  Versuchen,  die  schon  bekannten  und  ausgemachfeo 
Tbatsachen  zu  begründen,  wodurch  sich  der  Anfänger  nicht  ängst- 
KiilH' an  sein  Buch  gebunden  sieht,  vielmehr  den  An lass  erbalt, 
'^«ti  gedachten  Währheiten  «elbstständig  necbzuforscheii,  um  tuf 
'einent  ibtli  eig«ntbumlichen  Wege  cum  Beweise  so  gelangen.. 

'  Des  Verfassers  Streben  ist  ferner  darauf  gerichtet,  den  Le- 
tter mit  der  «yntbetiscben,  so  wie  mlt  4er  aoflytiscben  Beweiurt 
1i0l(anilt'«b  iMcben,  und  zeigt  i^ngfstfi^^y^  jlc,  »r^hjiyji|r,> , 
^dlt^MliKilrin  jMiwendbaf  as4<a      vth  ;i.i^i'i^^^4«^«he/ 
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Mdern  berühmtewvJletberaaHkmi  iM«ir«»ti^i<>  9^«' 
«Mb  sA^m  Verfasser  eigetodiäroJiohi.  von  ^if^ff^^M^  ^  iUMt» 


;  Die  Anwendungen  «ttd.iBclifie|#f.«ta4ri#l*l*<*  l?ew«bU  und 
Eignen  Hjch^  «orzägaoK ,  den  ,  Atiföf^eni  iMiji^iMff k  uAf) 


* "  ' Ai/aus^ülirß^  Sfir  V^effasifer  die  Kri^isl  eW^8, 


Bei  der  Kreislehre  giebt  Herr  ProfeMr^^p«|raMlii\!ll»hlt 


«•>^^'  Dlö  äitde»w{* Methoden,  regul&re  Vielecke  in  den  Jf^K^i^^^iUi^' 
■^relltoi^i'^y  »wt*  einem  in  Metall  gestochefien  ,Vi0f^',m\n- 
W^lm^^  Zirkel^  «»d  Linealgebrauch,  sowohMiii  »4i»)4"8^^ 
aU  Profe88ioni«rtÖf*J^I  «tiandwerker.  Verlegt  io;  AHgf^g  ?Pn 
JohAlLP  ^ßrtfiV*  ,l>ec  Verfasser  macht  aber  gleich  darauf  auf- 
merT!?im"¥5^^^^  nur  NäherungsÄiethoden  slilÖ,  die 

mit  den,  bis  jelat  ^rfangten  Ke,i«»tBissen  noch  nicht  bewiesen  weJ- 

fV.  noan?'"  '.  •  ■•■m*"'i?I:m'!I'»#  loti 'ii'Mi><^i<oj»  "«f.V  n  •!>  )|'«<-^ 
den  Kvnnen.  .        ^      ^       -  i. 

ills  verdient  jlieses.  treffliche  Buch  alle  EmpMIttng, 

(phuic 


i,icif.  -i  '^  M'>ißb  isarii  ..  _    .  ,         *  fib  '»9L'n»..»nA 

:    Ji.i;.      tjhil  -idB  Olli  •       '  '       ,  .  '    '  *  }i-»-io<;«n  r)> 

.•■'>.'"  i'v  '  ■  ' 

'        ^  o .    Ariihiuetik.        •  .f> 

.    ••    -  *   .    .^A.,;- ■       '     •       .  ■  f 

Logarithmisch-triijononietTisches  Handbuch.  Her- 
Ätisgegeben  von  Dr.  Heinrich  Gottlieb  Kühler,  SechÄte 
Stereo^^typausgabe.  Leipsig.  VerUg  F^ii.  M^ff^hf^^ 
T»u«|in^f5..18§9..    .  .  ..v  ,-^  / 

tör^im^iNI*  äbiib^Stfsal^'  Wi^  litte  tVtiJmliwUi  ii$t$k»mkm 
V«ria^iM»dliipig,  10  dy  tr^Wüstoil"  -WÜI^  oi»igi>»(iltH»i 
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tich  ist  dies  der  b^8t»  Hcrvr«is-filr  die  weite  Verbreitnng  des 
Buehs»  irenigstens  iir  «DetitsehlüDd ,  nnd  einer  Anzeige  bedarf  es 
daher  eigentlich  im -Afchi^YiUiiU  iiAelir,   Um  aber  detn-trel^tidieii 

Buche  auch  im  i%MElf«M«  eihe  iibiiier  noch  grrissere  Verbreiton4,' 
und  Bekanntwerdung  zu  sichern  und  zi#^r8chn(fen,  scheint  der 
berühmten  Verla«;t»handlun£'  uikJ  den  Opfern,  welche  dieselbe  fort- 
wal^rend  der  schr>r»en  urit!  nn^  h^'h^fftp  (»ra<le  z\ve5kentpprec|jeii- 
d?n  Ans^tattuns^  des  vorliegenden  Werkes  brinut,  unsere  ZNeitsd^ift 
es  scIinUliij  zu  sein,  ihre  eigene  grosse  X  erlueitmii;  in  üen  Läri- 
Üikstn  jj^Ht^  Zuni^e  nicht  unbeniltet  zuJaHseb;!  ufUL^lunib  li^TIcarze 
Anzeige  der  so  eben  erschienenen  sechsten  Stereotypausg|ijiäl^as 
'hri»e  zu  ,de;"en.  Empfehlung  im  weitesten  Kreide  beizutr^sao»  "'O' 
K'öf^iV  uns  freilicli  ba.iptsacblich  auf  diö  iti^^W^fey^ifeehco 
jln^alti$  iv^^d«^  ^bet^chränken  luasseji.  ..jrp^^^ff^oY  nohidd  »iÜ) 

"""^  l>ie  kä^l^re'^^  Ist/irie  ikö'n'l'i^m? 

siehoogen  so  Tonfiglich  ond  sweckmfK^^V  aytafm^ 
in  dieser  Beziehung  deo  .  boslen  eiigli8c|HMk«i(|i9d,ek<My9M*<^^ 
Werken,  ^niicher  A;t  nicht  nur  unbedingt  an  die  Seite  stelico 
bann ,  sond^rtfi'^iiföielbeil  noch  TielfdcV^mlfftA^  ^dabei 
ist  «der  Preis  von  27  Sgr.  jedenfalls  ein  beiapielloi  \mg&i?^^ 
thiST  A^bit  fem  ärro^«n, Schüler  d^  f^n^gj}}^^^  VlB^Pf^  l>«r 
Inhalt  nach  «^inen  Hsoptr^hrili^i;  Ui\^^i^{f»mi^^  5ß,->  ,,f| 

iNach  der  ge»vü^Ji,qhg|t  j^ift^yt^^^g,^  ü/^fi^,  J j,,  det 
Tafein  folgt: 

m  ri    j  •    ^WOf  ,Pt'^  ,  I  .  f       ü'ti'   A^'«<ü  i  .lf*l>  jjiiiJ' 

Tafel  der  gemeinen  oder  briggiscben  LogarUbmen  äler  na- 
türlich Zahlen  bis  108(K)0^UaAlifei4iia«i»i(f2MUi»<^  wo- 
durch die  Logarithmen  der  SipuH,  Tapgenten.  i^. «.  füc  die  drei 
ersten  und  letzten  Grade  des  QuadraAt^rfW'^iBfWfichli^lle  der 
.^cu^idfl  wit  Leichtigkeit  gefunden  w^Aflf^  ,,CDif),.L«jS%rithnien 
«{^4  ( wie  mit,,  wenigen  Auftiiabmen  wini«t.<ji|^i|Mßii9|;^(;^^ 
ben^filÄgft).  M  i^h 

Um  .'^^^^  Gannaisohen  Loganthipen^  ^  f^^jj^eii  l^egarith- 
inen  zweier  2<ahlen  den  Logarithmus  i|irff,^.u|iki[^i^^^er.p 
sen  zn  finden. 

;;l^r]ggi8che' tiogra^^^^  aller  Primzahlen  von  2  bis  J811.  um 

mo  Jjogantnmea  aller  aus  diesen  zusammengesetzten  Zahlen  zu 
.4|||d!Bn.  >  (Qle  üiOgarithpieo  sind  eilfstellige).  .  .  „5/ 

'  '  'Einige  beständige  Logarithmen,  um  die  gebräuchlichst^* titii- 
gen-,  Quadrat-  und  Cubik-Maasse  in  einander  zti  Ve(^ift(Mir*' 

(Beide  rorhergebende  Täfeln' sfaid  sehr  vollstlndig  nnd  sehr 
zwecknilssig  filr  den  praktischen  Gehrancb.) 
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Tafel  der  gemeinen  Loj^itlMUMi  der  Sinus,  Cosinus»  Tan- 
genten und  Cotangenten,  für  di»^  n«t)nt(.#rstrn  und  neun  letÄteii 
.Ivitode  des  Quadranten  von  «ebn  a«  zehn  Sekunde!»,  lür  den  ubri- 
^.XhfiU/df«MU^en  aber  mMmt§j^  f»«^«^ 


^siu;n%fiti  d«ruliRatKhrlidwa^  Logaialbmeiiiii  <rV4«  Ü.  bU  atrkt- 

(Die  beiden  Torhe^tebenden  Tafel»  leisten  in  Verliiiidiing  mit 
'  Wf «fMgem  >Ra«me  »ortreffüche  Dienste  bei  de»  Ge- 

=>■     Tafel  der''P61enteii  Ten  2,  8  Bild  5.        -i.^  .  .  ,i   ,  i,  . 

(Der  Grad  der^^PöttlBieW'irtelgt  VdÄ  l' W»      '   '  .  Vf-i^  Vf  ^;.rjL,o  I 

Tafel  der,  Cubik^ahlep  von  1, bis,  1000. 
>   )Qiiiidit^^d«€libiiwmeld/iaU«tKBiil^^  1000. ^ 

^  '  '  T^Mi^atn'  mie  A^Miten  und  Sekunden  in  Decimtflthl^l^  des 
ClnUM^^ei'^^tlÄide,  wie  auch  Fusse,  ^oUe^  Linkfttfiid  Pärtkto 
Id  Pecnnaltli«ne  der  Klafter  oder  dee  Fusses  su  nrwäÜÜi^:'"-* 

CocffK  lenten  der  1.,  2.,  3.,  4.  und  5.  Differenz  beim  l^iiischal- 
ten  nach  dem  DeciniaUystem.  .     '  '  , 


Tafel  Entwidcelung  der  Coeflßcljjjiten  n.  e^nigefi^ttoeud- 
Jicheo  Reiheo,  welche  V  höheren  IUciijiiijp||^  9l^irfl^yerko|i[ii9^. 

Man  wird  aus  dieser  Inhaltsangabe  seh^n,  wie  tiH  des  Nöffc- 
licbeQ  zu  äusserst  geringem  Preise  h\f^%  in  der  y  ni  trefflichsten 
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biete 'd'«VA'M^aWtfy#'V'^'/Pm«^n 

»^/^Nr. ;Cit?tVr«;  ll'^SÄgezeigt  worden.  Das  ^■r^r\Uimsfm'^^ 
Hte  eiithafr  die  drei  ßfeenden  Aufsätze Zur  K  o m  e t^e  li'k il'A'tf'e: 
*bf.'"jr.  n.  mkiirer.  -  S.69 —S.Ör.  '—' reber  die  Ei-enbe- 
i^^g«^^  der  Fixsterne,  mit  Bezug  auf  ^\^t\u  Staatsrath 
M^d fers  Hypothese  der  Bewegung  der'S  tei"ne  am  Al- 
cyone  alsCentralsonne.  Vom  nerauHRCbcr.  S.  S8.'— ''S!  130. 
rrrv:^wjh«i«i«Mf>«pn  über  einige  Veräadf^^ic^ft^fViim  Dr. 
Hencke  in  Driesen.  ^^^^i^ 


gMteUten  Recbirangen.  .ftert*,!*  -rr. 

Für  den  zweiten  überaus  lehrreichen  Aufsatz  des  Herrn  Her- 
|^Mg|ebf^i;f ,  sind  "Wir  d.iQnii^eUien  zu  ganz  besonderi^ijv,  j^aij^-^}  ver- 
p^icjitet.  Denn  nirgends  ballen  wir  in  nii»glich%t  #Mgf  iPfBip  ver- 
^^\<J^if  Jjf^r  \Veise  so  deutlich  wie  in  diesem  Aufsat^  i^ayi^ge wiesen 
g^|i^nd^f),  djiJ?«  es  mit  Herrn  INI ädler's,  jCentral^purifi  g^.ifichte^ 
^4ff,,i(^8^  dieselbe  vielmebr  ein  blosses  jTrgggftbiWft.mr  ^reiches 
hi»(L;lf/»t^. ,\n  dero  Kopfe  seines  Urhebers  Jn /ganz  verw4ij-?ener 
Weise  existirt.  Wir  stinunen  dem  Herrn  iJeransgej[i(Bi:  v^iilcoiQmeD 
bei,  wenn  derselbe  gegen  das  Ende  seines  Aufsatzes  auf  S.  127. 
eftgft*'  »jt^ii  ftolcbes  Gewebe  von  willkührlichen^^Aftnatmieii  und 
WI<4«t«J)tüchen  bildet  Mädier's  Theorie  der  Bewegangen  der 
uro  Alcyone  als  Centraisonne!  Man  fciiniife sagen,  wes- 
mrtli^^'teb  in  solcher  Ausführlichkeit  über  die  Uhhältbarkelt  einer 
Hypothese  mich  ausgelassen  habe,  die  in  allen  ihr  zur  Stütze 
dlenei|den  Argumenten  die  INichtigkeit  schon  in  sich  selber  trägt. 
l|^i^  ejjscC^n^  e^  je<]|ocli  schon  durch  den  Umstand  gere<^tfertigt, 
w^ejy^i^,  jrr^tjiüippp,  da  ihr  Urjiehejc  siqli  als  populärer  SjcJj^riiV 
s^)l«l  eMifflURvf  prw;p^ben  l^iAi  ^ün^^f  ite  V.?rb^^f>Ui)ijg  ^Ipnd^ 

^  ^'W*  ■  "ttftnuM*  iiif(         .-u  v  .«»  »»•  ?»;  kf«fi  •♦iioii^ui  liT.i  -i«^«ii?t  ,,. 
•)  (gewtcaes).  M^  -u 


I 
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hilMo.  Auch  hielt  idi  #•  der  Wiird»  d«r  Wisseiiscbaft  angeröes« 
MO«  tfb^r  die  unu-issenftcbaftiiche  Ari^iinieritationsweige,  die  Ifoir 
Staiitslatfa  Mftdier  sich  in  die^^/^cbj'^Hauht  hat,  indem  «r 

^^üfta^^aiftr  (Aartiien  wii^'diHi'lf^i'^h  «e^rarisgeher  gjui«  WsöÄ^ 
ders.    Denh^^es  ist  it»  derTlA^t^*v«hrHilft'^h  >ten« 'rt^ri 

8ieht,  wie  in  {)o puliirtMi  astronomischen  Schriften,  selfjst'in  d^ 
neueren  yirid  |ies*^<)^i-^|r.**)  ^  .,<lfW,^  Twigjl^WUte  ( «^«ner 

|[jeii(rals«mie  X*st,  '^Is  ein  Evan^eljun^,  yp^?;getfapen^/^^  jlajpit 

^H^Ä'f^üi'H* ^5-^/^5^  Vi/l^fg^'f  .ii"?  '»^^f^^JiB^^ 

wö^l^^qh^^«f»^f^^  y:^.  d^ss  den  Verfaseerii  eolf^^,l^h|y  .^ß^Up^ 

gi|)^j^|iQ^£^\^fi!ach((rackiiche  AufkläruQg  uberj  ^iSf/e^ 
^^Sni^^^^'l^'^-'^'''  wodurch  der  Herx  Äerau^g^|e^,^f ^  jl^ 

Wf^^W  -^^H^m^  j|5ftpacht ,  hat         ,  .  , , .  n  3  « I  c  » u  ^  5 

^^ÜD^Ied^^^  bfrse  Aufsatz  ehtbiMt^r'<«iift4f '>(»«rf»l!^<NT)^ 
iSmm  fiber  einige  verfinderlicbe  Sterne.       nii^aiiU  ai  9A3a9li 

'^"»figgyMflg'TWJfeiitfd  Herr  Heraiisg6be#»tilttt»allMf4n>(Mt  so 
HftiriAfai^liWirttaW^^  -iliir  vorber  niibef 'tve^«MclB«(4MPiMl 

gang  haben.  -  '  '>»t***nd9eH  aalUelAü^ 

* 

der  t^^fclrfigfi^ten  NKhferh^irii:r^4*€?^^faT  äi<!  Soni^yriW^^ 
«iShde  '^^1'  9\^\\e{^Ti  und  die  ^tl^Weh  eiyif^y/i^cHeWd^ 
astronoraisVh^h  'Eliideckuiigeri  hiÜ  lMic1cs1cb*t  ^ü^f'^i*^ 
Geschleifte  dietr^i'iieihe  und  der  auf  sie  |G(j^rrh^e#tf 
rolgerunuen.  VWn  Professor  Dr.  J.  F.  C.  Hess»* lH?*Wfä'*Ü 
bürg.  ^ItvenVehe  Buchhandlung.   1859.  ^eWH 

-  ^  An.47v4£rU>4^.f«««rt«  ein  .würdiger  Lehrer  ^«.Uftb^y^ie 
Hi^f  .G&U.lielnjhaird  MmlUr.,  auiiaernf^tlWhAfrfflpr^W 
der  MatbeinallfcTa«  jidfAÜnirfMniiUlt  sii.ftl»rbar|e»  «neb  neu»^^ 
mn(iigjlifai['igffo^  («egeiaireMen  Wifflsen  a|e  (•eliMr  .aiB  Bädagogii^ii 

Die  überhaupt  nicht  Berru  iH  ad  ler*a  «tarke  Seite  tu  sein  «ctiomepy 
**)  M.  8.  z.  n.  das  neueste  Buch  d!P8«-r  Art:  fliindbtich  dcif 
iDBtheinatiBchen  Erdkunde,  ein  ßnrh  für  Schule  (ind  llatbV^ 
▼  on  Ed  aird  Sander,  Gros  Aherzog^I  ich  '  %l9ki\»'cfi'^iA'  fl^vtti- 
•  chal-Directo  r.  Wien.  1859.,  worin  da«  Mädlers'sehe  Tro^^ge- 
bilde  eitter  CentralHonne  anf  S.  48.  ,u.  s.w.  fast  nnorostÖMliche  Wahr-» 
kell  imtpMOIk  wird.  imttmm^'i 
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8  lUtrMiektr  BnUkt  CXXKi. 

«nil  dnr  Universität  dortiitIM»*  «eint^fkigjähriges  DoctorjubUiMl» 
-«lelcher  erfreulichen  F«l^  d!«'  voHfegende  Be^tiickwGiischanss* 
ncbrift  siuiäehst  ihr«  Eiit8t^T>iiT)<^  verdankt.  Es  ist  bekanotrilMS 
v^mehrereVi  At<(rondiiifenV  B.  von  Titlas^,  Bode,  Wiirtii  A. 
dk^  Abstüm»«  der  Phinet«!t?^«n '«er  Sonh€i\lBrch  nach»  «neai  fe- 
i«1il^^'0teet%e  rege!mä«lbig^Tl>ff8<?hi^ifend*''  ZÄiileniieilwii  «ilwwi- 
Ä€ÄI«^  ver»utlit  *»^rden  ölftÖr  -  Vt'rfHiti      B:  dr8dkt»e"ilen  «whimi- 

dfetrirfd  des  iit^H''Plä«^i^ir»dfir«4lW^»FoWrt^    •        '  ^ 

tf>»^  '.i;f^  Tili  mW*-  Id'ijii  >  i^'^f.h'*  ■/  ntisH  n^inirtiVi*»»!  d^ji^T;:;»»»!«  !>  .  "i)f 

•II."     '        '         -  '     ^li^«  i)^fTfr^  inoai>ib  Um  flßdaRtrox-^i'/* 

aus  und  suchte  dann  die  Constanten  so  zu  bestimnriiif^^MlI^dlM 
obige  Formel  die  Sonnenuh^tände  der  Planeten  so  genaa  als 
niOglich  numerisch  dargestellt  wurden.  Er.^^et,  den  mittleren 
HVorth  des  Sonnenabstandes  der  Erde  als  Einheit  angenommen, 
das«  aatOy^  und  6  =  0,3  brauchbare  .Jf^ormig^erfl}^,  ,^ben, 
bik'lribor  <t^0^3ö7  und  6  =  0,293  für  ztiiQckma,spigf7i»,Jt^Dd  «agt, 
^•«ot,<dio  ^gebeoe  Formel  aliein  für  Mcrcur  «  nicht?  anwendbar 
soL'*  Uejier  .-di^te  und  andere  Reihen  hat  nun  Herr  Profe^or 
HeflfSQjj.iin^.^^^r  .yiorliegendeii  Schrift  eine  aticl^  ji/i  allgen)einer 
a^jt|jm^j'^(^^;,fliicksicht  sehr  sorgfällige  un|J^^  e^^r^eiche  Unter- 
i^Ufhung^i^gest^llt,  und  zugleich  alles  Histor^^c^e  so  ausführlich 
berücksichtigt,  endlich  auch  die  vielen  ne«i,^ren  astrononrischea 
Beobachtungen  mit  so  viel  Kenntniss  und  l£in^ichj^  in^  d«;n  Kreis 
seiner  Betrachtungen  gezogen,  tlass  wir  diese ^  Sc'hV'jijt  urisefen 
Lesern  au8,,^^|ier#^4gp|fl^^ji,j^  W«W«*J^J|»"'^^'rÄShl*8f^:^4«fe^^ 

v  »<j  swiofi'»     t-;-'»  X    ■•>{•-.,♦  ,n  if  I.,.,  ,     I        'yiu>in*^Vf  f**; 

,  Q^  l^he  construction  of  the  new  1  m p.^r^pl  ^ ndar«) 
Pf^lin.difi,!  on  tho  coniparison  of  the  new  S^^pdards  w  ith 
thC;  Kflogram  m  e  des  Archiv  es;  and  the  construction 
of  sccondary  Standard  Pounds,  a  Ten-Pounds  w  eight, 
a  Kilogramme  ad  a  Series  of  troy  onnce  weights.  ßy 
W.  H.  Miller,  Professor  o  f  IM  in  era  1  o  gy  in  .(be  üniver- 
«itY->of  jDambridge.^  .London.  1847.  4**. 

'  •  ^Im^V'üH  Mtdli  4ii  pwp  Quart  umfamewle,  aus  4eB  Pbi- 
»«tfophü&il'frttfii'iactWiia.  Part  III.  for  im  tfU  b'MOodlans 
Wetib  0golk«ciila vAMiandlang.lat  laidar  erot  jetal  ni.iiBMm 
Küililfthiis'gvkMfiwiii*  -DeMMiiti|Melitat' Mtea  wir^ima  iRir  w 
pii«ltal,  ''Bocli  letat  mf  cRtaella  anfateik«»»  stn  vuibh^  s^^nlM 
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Italtonen,  auf  dem  ausftibiUchen  /j^'itetiviUliAVffekMudei  VulUtäu- 
«ligkeit  augegeUen^n  Gegeostände,  tj^Ha^tit.  ^uch^iveil  wk  gUlttx^n, 
<fMji  die^e  mU  dedu  grössten  fc  l^i^e.^xid  g^qs^te^  i^tibe  s|Uä- 
g6arbaitete  Abhuikdlvng  für  alle  de^fr^^^J^f^t^l^Vibuugen^  ^In 
%vabre6  Muster  hetrarjitet  \5«rdflf?i  4€ä  IpMI  »elb^t 

em&«h^ ,  40RddCö  müssen  vh%  hegnfig^t HiW,*^©) ^^eser, 
Werk  selbst  zu  verwei4sw,,|d^^ifthef,.jJ§injBfii||§fttlicfe,aBf^^ 
Krystallograpb  beriibniten  Herrn  Verfasser  recht  sehr  für  das  der 
Wissenscbaft  mit  diesem  ^iihK^cb  Werk*  gemachte  fauchst  w«ttk- 

^?*^Mift»^^Äfi^*ffr!fnimiii<  •  a:.)  luJi.r c  >  sib  «nßh  ^jdjifss  bmi  «ui; 
**lj;  U£ii;>^   08    iTotf>ir(,Ki    .1.    V;  "  *(fri<»f<  oih   I;Min</f  i!>}4iM» 

•**^<^aßnifti*fPdf'^'h'teniatica  pura  ed  applicata  ^^ibii^ ietitl 
ffa 'BivrtaWr-'TVrrtoHtii  e  compilati  da  R.  Öfftli  wtBf^t./ 
F.  BTVrtÄcWl'  k^'Pavia,  A.  Genocchi  a  ToriftnÄr^lfc  T^ihvtoHBl 
A^'Rdn.a^.    ^}  (S.  LUerar.  Ber.  Nr.  rXXVllfc'IS.«jJ&'J  'M'jh 

.(:^la^zö  e  Aprlle  1859.)   Intorno  äne^lipeftifickö  *delltf 


«econ 

4,u;irt:i'-ctksse'  mti'''lf^^ »Prof.  Luigi  C rem  ortk'.''"|):"fl5S'lü'*Ktf 
Teorlca  (l'ei  c%nanyr;''e  deoli  invariant«  delle  fdrtne'btoi&'*^''^äÖ 
prtnänktVlal^Ä'ztonl.  '  Monogrkfli  '^el  Prof.  Pfari  ce^^^rf'-^BW^ 
schl.  p.  fe.  -  ^enöraiisatiöri  de  lii^^btw  dfe^f HtitpftÄtetf;  ä^itir 
caÄF  g^kelflquesV  '  Mi^fe^*» ?  Jöjb  ^VmWf.'k^'l^  «ff 
covrim  d'ooe  serle  et  de  figoe«;  Pw  T:^'JWrft)! 

p<  95*  ^  M^iMire  stir  k  ligtftt- il»-!*  torrc^  «ostUtr^  «mm» 
differetitod^QB«  «pli^f«^  Par  llr.  OMiao  Boiiiiet  (CoofiiDiuMlaiie.) 

9cbi.  p.  131. 

tk^6n« \[l$MKa^ t%or.  F.  BrioschL  p.  133:-  M^nflA» 
HS  ciirvi^ara''<rella^stiVerfide  deOe  ond«. .  Artleolo  del  PM^If^Wi^ 
oibfil?  p.1S^."-^'^di^eifci  per  premie  pnlpesK» 'dW^Vlfeild^kS 

e  sul  nnmero  degli 
tifl. '  |K  137,M-;dte, :  Ja.>eul^*  d'jm  fl*dll^li«  ^t^^fmm  de 
llfniaft  .l^rHlE.aU^.BiMtJ.<Ge«Hliiiasim 
l»imMfikC8s:qiiif^t  4'eovelAppOtsdepii>plftiiidtflildiiilfefiiii^  ^fism 

d  un  eHipeoide  peiyfKJIrulftifgpinnt  j^Wt  i1lton9>i)MIM^i9^rJ#j(0||||nH( 

ckmeidMe  ««IniiieiliiW^dMbiiMidek^Ate^  apM«ii|l  Vtf|  ^^imM 

8* 
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UterarUeher  Berfcki  CXXXL 


Bonn  et.  (Continuazione  e  fine.)  p.  180.  —  Nouvelle  metbode  pour 
la  d^terinination  da  reste  de  la  formule  de  Taylor.  Par  te  Df. 
Ant.  VVinokler.  p.  185  ^  Sülle  figure  inverse.  Nota  de!  Prof. 
ßarnaba  Tortolini.  p.  189.  —  G.  Lejeune  Diricblet.  Artkolo 
del  Prof.  fiarnaba  Tortolini.   p.  im, 

WLMBtm  MMtogTApliiea.  Tfa^rieg^nMe  de  l'^limioatiM. 
Par  Le  Fran^oU  Faä  de  Bruno.  Articofo  dt  F.  O.  p.  197.  - 
Pabblicasioni  receoti.  p»  200, 

Tbe  Atlantis:  a  Register  ofLiteratnre  aad  Science. 
Condneted  by  Hembres  of  tbe  catbolic  Ualf'ersity  ef 
Ireland.  No*  liL  Janaary  1S69.  London.  1^.  8. 

Die  beiden  ersten  INummerD  dieses  neuen  enipfehlenswerthea 
Journals  sind  im  Literar.  Her.  Nr.  CXXVI.  S.  8.  angezeigt.  Die 
vorliegende  No.  III.  enthalt  die  folgenden  in  den  Kreis  des  Archiv« 
gehörenden  Aufsätze: 

jVrt.  VI.  Note  on  the  Laws  which  regulato  the  Distribatiou 
of  1  so  thermal  Lines.  By  Henry  Hennessy,  F.  R.  S.  p. '201. 
(Dieser  ganz  mathematisch  gehaltene  x^ufsatz  uher  den  fraglichen 
Get^enstand  verdient  schon  deghalh  besondere  Beachtung.)  — 
Art.  Vif.  On  Terrefetrial  Climate  as  influenced  by  the  Distribution 
of  Land  and  Water  during  differeot  geologicai  epocha.  By  Henry 
Uennesay,  F.R.  S.  p.  m 

Mitth  eilunE^en  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern  aus  dem  Jalire  18f>8.    Nr.  408-423.    Mit  2  Tafeil.. 
Bern,  im  (Ver^i.  Literar.  üer.  ISr.  S.  7.) 

Aneb  dieses  neueste  Heft  der  Terdienstlieben  MltjAeiinngee 
der  natorforscboDden  Gesellscbaft  in  Bern  enthilt  wieder  mebieie 
sehr  lesenswertbe  AnfsStse  mathematiseben  nnd  pbysllndiedieii 
Inbalts»  nämlicbs 

Cbr.  Müller:  Ueber  die  aräometrlöche  Milcbprüfnng.  Nr. 408 
nnd  409. 

C.  Brunner:  Noch  ein  Wort  über  MilchprufuDg.  Nr.  410. 
Hermann  Kinkelin:  Ueber  Convergenz  unendlicher  Reiben. 
415. 

BrftndU:  Erseugung  der  Cardloide  aus  zwei  ungleichen 
Kreisen.  Nr«  415« 

Hermann  Kin bell n:  Ueber einige nuendliebe Reihen.  Nr.4l9 
.und  420. 

MeteerelogisebeBeebacbtnngen.  Juni  ]fld7  bie  Ne▼embef.lft^7. 
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fi|^ydftfflftpQft^bdl^ilyii  'mit,  einer  imd  mehrifren  OdlielbiiBtem  In 
itiifjtol^rfittleifcffll^^  nach  neuen  und  zur  jftrakfjscheh 

i»iwjg|to§r«e<ilB!int6fi. Methoden.   Mit  35  In  den  Tgjt^ejlijjjjffn 

W.Siroerk^,  l-Owng!«weier  Arten  wp  Gkigjjiyjg^j,^^ 

^11».  ^,  ^ti^bl^a,  Sannmiung  algebraischer  Aulgahen 3  nebst  Anleif 

'  MtnJfilHRf %clY^S^*  Logarithmisch -tngononietnsche^  Handbuch, 

' '  '  C.' Hechel,  Die  ebene'moilytiiche  Geometrie' nÜ  a&hlrilcheD 

1^;^«^!,']»  MfibtivMkelige  Pafal|tfepl|Kid.  HBflw  .«Mtite- 
Sw^tlfl«!»)**»*^«^^!»'«-        ß***-  Fraucnfeld.  6  Ngr.  ^  ^ 

W.,Äc'lieU.  ÄllgemelDe  Theorie  der  Curven  doppelter  KrOmo 
«HlWfd^  .^if»  i^pmetrlscher  Darstollun^.  gr.       ^e}k,  J^ 

'  '  '  C.  Spitz,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigoiionieti4e '«öm  Öebrauch 
an  huheren  Leliranstalten  und  beim  Selbststudiam.  gr.  8*.  ^gialii 
Lelpiig.  *  14  Ngr.  -  i 

—  ,—  Anhang  dazu.  Die  Resultate  und  Andeutungen  aar  Aut 
lOsung  der  in  dem  Lehrfonche  befindlichen  .Aufgaben  eiftbaitcnd. 
irr.  80.  geh.  Ifibendasclbst  4  Ngr.  -i»'*  ^^'o.  iM.'i      .  i 

.  U  Blam,  J^iebcbiidi  und  MeohaoOiu 

für  gewerbliche  Foitbildangeschulen  in  Württemberg  ausgearbeitet 
.  Leipsig  und  Heidelberg.  8».  MiMngedr.  HoiMchn.  1  Thlr.  90  Ngr. 
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Asirononiiscbe  Beobachtongen  aof  der  kOoigL  Universitäto* 
iSCernwarte  zu  Königsberg.  'JQ.  Abth.  KOnigsb.  u.  Leipz.  Fol.  SThlr. 

Handatlas  der  Erde  und  des  flimmels  in  70  Lief.  Neu  red« 
Ausg.   36.  u.  37.  Lief,  qu«  lnp.-Fo).  Weimar,  k  10  Ngr. 

Astronoroische  Nachrichten.  BegrCndet  von  H.  C.  jichiima- 
cber,  fortgesetzt  von  P.  A.tiaDs'en  und  C.  A.  Peters.  51.  Akl. 
No.  1.    gr.  40.    Altona.    Preis  des  vollst.  Bandes  5  Thir. 

C.  Rümker,  Neue  Foiore  der  mittleren  Oertcr  von  Fixster« 
nen  für  den  Anfang  von  I8ÖO.  ALigcleitet  aus  den  [{eobachtuno:en 
auf  der  Hamburger  Sternwarte.  Die  6*  Stunde  euth.  qu.  gr.  4^, 
geb.   Hamburg.    8  Ni?r. 

H.  Schultz,  Dcclinatinns- Bestimmungen  mit  dem  DoHond- 
schen  Durchgangs -Instrumente  auf  der  Berliner  Sternwarte.  Ber^ 
liD.   40.   1  Thlr.  ' 

CameroD,  The  Variatioii  aod  Defiefien  of  tiie  Ckmipase 
rectified  by  Asimnth  and  Altitede  Tablee  Iroin  fbe  Eqoater  to  tbe 
Latifude  ef  Eighty  Oegrees ;  also  by  tbe  Asimulb  and  AHIM« 
Table«  are  foend  in  tbe  tme  poeition  of  «  Sblp  at  Se»*  tbe  Enet 
ef  tbe  Cbronomefer  and  tbe  Longilnde;  Kkewiee  a  IVeatiee  m  ' 
HlagDeiiam  and  tbe  Deviation  of  tbe  Compaaa  in  Iren  Sbipe,  aa4- 
ibe  metbod  of  Obserrlng  and  €orrectiiig  tbem  by  Bfagnefi.  Lee* 
aon*  ^.  4  Tbtr.  6.  Ngr. 

'  H>  O«  BallOf  £influ8s  der  atmeepbSriacbeo  Eb1»e  und  Floth 
auf  des  Barometerstand  mid  die  astrooomieebeRefractlen, 
geb.  KOnigaberg.  20  Ngr. 

\u  Blum,  Lebrbueli  der  Pbysilc  und  Mechanik  für  gewerb- 
liche Fortbildungsschulea.  Im  Auftrage  der  köoigi.  GonmissioD 
fi!r  gewerbliche  Fortbildungsschulen  in  Würtemberg  aeegeatbeitet« 
im  eingedr.  Holzschn.   8»    Leipzig.    1  Thlr.  20  Ngr. 

R.  Clausius,  Die  Potentialfunction  und  das  Potential.  Ein 
Beitrag  zur  mathetnatischen  Physik,    Leipzig.    8<*.    24  Ngr. 

J.  Lamoai^  Untersuchungen  uber  die  Richtung  und  StÖrke 
des  Erdmagnetismus  in  Norddeutschland,  Belgien,  Holland,  Däne- 
mark im  Sommer  des  Jahres  IB58  ausgeführt,  gr.4^'.  geh»  München. 
2%  Thlr. 

•  B*  Studer,  Einleitung  in  das  iStudium  der  Physik  und  El^ 
nepte  der  Mechanik,  gr.  H^.   geh.  Zürich.   24  Ngr.  - 

Termlschte  Sehrifien. 
Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.   Als  Forf- 
Setzung  dc8  vun  Crclle  gegründeten  Journals  herausgegeh.  von 
C.  W.  Borchardt.   57.  Bd.  Is  Hft.   gr.  4«.   Berlin.   Preis  für 
den  vollständigen  Band  4  Thlr. 
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Literarischer  Bericht 
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4di  6«  Februar  1859  starb  zu  UpsaJa  der  Professor  emer. 

früher  Doccnt,  dann  Adjunct  bei  der  dortigen  philosophiselieii  Fa-  • 
cultät,  1811 — 41  ordeiitliclier  Professor  der  Astronomie  und  Di- 
rector  der  Sternwarte»  im  SSsteu  Lebensjahre«  £r  ist  z.  B«  V^t' 
fasser  4ea  gendllteteo  Werkes :  Theoretiska  Astronomieos 
fvrttodor.  Efneo  Nekrolog  des  Terdieoten  Mannes  wtlrden  wir 
gern  in's  ArehlY  avAieimien.  6. 


Geschichte  der  MadieiBAtik  und  Ph^ik. 

Amtlicher  Bericht  über  die  zwei  und  dreissigsle 
Versammlung  deutscher  rs  atur  iorächer  uiulAcrzte  zu 
Wien  im  September  1856.  Herausgegeben  von  den  Ge- 
schäftsführern derselben  Hjnra  und  M^kMUew,  Mit 
32  Tafeln.  Wien.  Hof*  ttnd  Staatsdrnckerel.  (Karl 
ißerold).  186a.  4<». 

Die  beiden  verdienten  (Geschäftsführer  der  32st€n  Versamm- 
lung deutsclier  INaturforscher  uod  Aerzte,  weli  he  im  Jahre  ISaf) 
zu  Wien  tagte,  haben  jetzt  den  interessanteu  ;sehr  austührlu  hen 
Bericht  über  diese  diMiLwürdige  Versammlunir,  nelcher  280  imd 
XXXIV  Seiten  nmfasst,  veröffentlicht,  und  wer*leii  sich  dadurch 
gewiss  den  griissten  Dank  nicht  nur  aller  derer,  welche  jener 
schGnen  Versammlung  beiwohnten ,  und  sich  !*ern  von  iNeuem  in 
die  bei  derselben  empfansjeneii  Eindrücke  zurückversetzen,  son- 
dern überhaupt  aller  INaturiorscher  und  Aerzte  erwerben.  Die 
1  kl.  XXXIU.  Ult.  4.  4 
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An*M  der  MUglieder  betinig  885,  die  AnaM'M'TkiMmkm 
798»  im  GaDzen  also  1063.  Wem  den  die  AneeM '  lief »ttHgüiitt 
nnd  TheUnehmer  bei  der  im  Jabre  1888  In  Wiea-lMtedAniM 
VeraammloDg  418  betrag,  so  bereehllgt  die  VefjgleieliMg  #Bnr 
Zahlen  wobl  an  dem  bSebat  erfreulieben- Mlnsae  ,  dam- ti 
24  Jalireii,  welche  zwischen  den  beiden  Wiener'  Veieiimalmgn 
lie^n^  das  Interesse  an  den  Natnrwisseftschaften  in  bedeotendem 
Maasse  gestiegen  ist  Allen,  weltfae  nie  der  GnteraeicbDete  du 
Glfick  hatten,  der  32sten  Versamminng  beizuwohnen»  wird  dieeffti 
Immerdar  'nnrngesslidi  bleiben,  tiiid  Jeder  wiM  eiel»«  aaob  M 
dankbar  der  groisart^en  Mnnificenz  erinnern,  mit  welcber  ron 
der  Imiserllchen  Regiemngund  der  ^tadt  Wien  Alles  aufgebllm 
worden  war,  vm  dieser  Versaihmlung  einen  möglichst  gimtes 
Gbnz  an  terieiben,  und  die  derselben  Beiwohnenden  io  wjUA^ 
•ter  Weise  zu  empfangen.'  Einen  Glanzpunkt  aller  Sitzmign 
bildet»  der  feierpciie  Moment,  wo  17.  September  in  der 
ersten  allgemeinen  Sitzung,  die  wie  alle  diese  Sitintngen  in  den 
von  unzähligen  Lichtem  erieuehteten  prachtvollen  grossen  Rfr 
douteosaale  der  k.k..  Hof  bürg  gehalten  wurde,  der  zweite  6» 
schäftsfuhrer,  Professor  Sc lirutt er,  der  Versanimhmg  vetk([»> 
dete,  »dass  Se.  Ic.  k.  apostolische  Majestät  zur  Diirchfilhfon?  <1?t 
jVersammlung  durch  Anweisung  so  reichlicher  Mittel  gesorgt  h'ätkü, 
•dass  der  ganze  Betrag  der  Einlagegelder,  der  sich  i^etjeuwärtig 
—  (nämlich  bis  zum  17.  September)  —  anf  iingetabr  8000  fl  be 
laufe,  der  Versammlung  zur  freien  Disposition  s^estellt  wcrilffl 
konnten."  Heber  alle  diese  Ereignisse,  ^reiche  als  wesentlich« 
Momente  in  der  Geschichte  der  Natnr^TissenscIraften  für  alle  Zei- 
ten SU  betrachten  sind,  weshalb  auch  die  vorliegende  Anzeige 
von  uns  absichtlich  unter  die  Rnbrik:  „Geschichte  der  Ma- 
thematik und  Physik"  gestellt  worden  ist,  entbSit  der  vor- 
hegende  '»Amtliche  Bericht"  die  interessantesten  und  merk 
würdigsfen  Mittheilimo;«^)! ,  weshalb  wir  denselben  allen  unseren 
Lesern  dringend  zur  Beachtung  empfehlen.  Hier  müssen  wir  ans 
mit  einer  kurzen  Itihaltsanzeige  desselben  begniigen,  in  so  weit 
die  betreffenden  Gegenstände  entw*»der  unmittelbar  in  den  Krdi 
des  Archivs  gehören  oder  von  8o  allgemeinem  Interesse  sind,  daes 
eine  Erwähnung  derselt^en  an  diesem  Orte  gerechtfertigt  emcb«iflt 

Die  schöne  Eröflfnungsrede  des  ersten  Gescbaftsföhrer»,  Prif 
,  fesBors  HyrtI,  überschrieben:  „Einst  und  Jetzt  der  Natur- 
wissenschaft iü  Oesterreich"  giebt  eine  sehr  interessante 
Darstellung  der  wahrhaft  grossartigen  Unterstfitzung  uiid  Fürtie 
jung  ,  welche  in  dem  zwischen  den  beiden  Wiener  Versätnralangfo 
iiegeuden  Zeiträume  voi|  24  Jahren  4eil  iNatutwiseeDsebafteaii 
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Owtoriviof»  z«  TMf  geirordeii  lämät  wo  liatOrliiih  üe^Mlubg  der' 
kaisertichvii  Afeademi»- ^d«r  Waaenvebaft^n  das  grusste^  Gewicht 
in  die  Wagscbale  iegt»  und  in  nächster  (linie  die  GrOodiiDg.der  ■ 

Centralanstalt  für  Meteorologie  iiod  Erdmagnetismus,  des  geolo* 
jgiscben  Reichs -Instituts  11.8.  w.  zu  erwähnen  sind.  Auf  die  Er* 
licbtiiiig  der  Centralanstalt  för  Meteorologie  und  Erdmagoetismos 
tnig.inerBt  der  Vice -Präsident  der  Akademie,  der  treffliche  Baum-^ 
gartner,  an,  und  zwar  in  einer  Weise,  welche  geetattete,  ohne 
Versiif .  an  ^ie  Ausfuhrung  selbst  zu  gehen,  indem  er  der  Anstalt 
#ein  gaiH(ee..Gehalt  zur  Verfügung  stellte,  eine  Uneigennützigkeii, 
und  ein  warmer  .Eifer  für  das  Gedeihen  der  Wissenschaft,  denen  ' 

wobl  nur  wenige  ähnliche  Beispiele  an  die  Seite  stellen, 
lassen.  —  Der  Rede  des  aweiten  Geschäftsführers,  Professors 
Sch rütter,  ist  schon  oben  gedacht  worden.  —  Ausser  diesen 
Reden  beben  wir  nun  noch  die  folgenden  Aufsätze  nach  den  bei- 
den oben  angegebenen  Kategorien  tie^?or:  Ucber  den  Aetna  und 
seine  Ausbrüche.  Von  Prof  Sartorius  von  Wa! t e rsh aus en 
aus  Göttingen.  —  Mittheilungen  über  die  rotbeii,  schwarzen 
und  weissen  Bevüikorer  Nord^  und  Mittel*  Amerikas.  Von  Dr. 
Karl  ^»cherzer  aus  Wien.  ~  Am  meisten  sin^  Geologie  und 
Geognooie  vertreten,  w^ohin  is.  B.  die  ausführlichen  Abhandlungen : 
Zur  Geologie  d«r  Lombardei.  Von  Theodor  Zoliikofer  und:> 
Uebcf  die  geognosüschen  Verhältnisse  des  westüchefi  Columbien. 
Von  Dr.  Heriuann  Karsten  aus  Berlin  gehöre».  —  Ueber  die 
Anwendung  des  Elektromagnetes  hei  eiektro- dynamischen  Dota- 
tionen. Von  Prof.  Dr.  Anian  Jedlik  aus  Pestfa.  —  Modiüca- 
tioo  der  Grove'scben  und  Bunsen'schen  Batterie.  Von  Demsel- 
ben. —  Neuer  Lieh teinlass* Apparat.  Von  Dr.  Schofka  aus 
Reichenau  in  Böhmen.  üeber  die  Veränderungen,  welche  der 
CapiUarstand  des  Quecksilbers  durch  die  Temperatur  erleidet. 
Von  Prot.  Frankenheini  aus  Breslau.  —  Üeber  die  Wanne- 
Leitung  des  (Quecksilbers  und  ;  Ucbcr  die  Verbindung  heteroge* 
ner  Krystalle.  Von  Demselben.  —  üeber  ZodiakalUchter,  Nord-  » 
lichter  und  Sternschnuppen.  Von  Prof.  II  eis  aus  Münster.  — 
üeber  die  Bestimmung  von  Tangenten  und  Krümmungshalbmessern 
auf  elementarem  Wege.   Von  Professor  Gugler  ^us  Stuttgart. 

Skizze  ffir  Aleteorologie  und  Erdkunde.  Vorschjag  zu  einer 
▼erbeeeerlen  Art  von  Psychrometer -Beobacbiaiigeii.  Vorscblag 
ztun  Eiilwiirf<^  toq  natfirKcbeo  Kartop,^  Vc^ii  Dr.  Friedraann 
«US  lM««b«*.  — »'Udber  4ie  mltlkv»  yiUk^^^i^ng  über  .den 
«rillel*'  <hm1  MideuropäieclieR  Lladerii  wn^  Meereii,  jie  wie  über 
4i»|(0ograpUaelie,  -Dm|flUiiiig  der  mittlere^  ^WiodrieWog.  Ve» 
Öl.  Freetz  ^wß,  E»d^«*  ^  Ueber  einige  «edi  «lebt  gaoa  alU 
. m0l»mQ\m^  Von  Georg  Binder» 
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evangel  Pfarrer  in  Kaisd  bei  SchSssbiirg  in  SiebeiiMipeenk> ^ 
Gleiefees  Maass.  Ein  Vor^cblag.  \on  Dema^khßu,     '  r..  i:.'; 

Wir  irfiDscbeo  sehr,  jass  die  beideii  Tecdienbo  Geacliftfls- 
Mier  W.Bli8eiilolir  und  Volz  der  vorjfibrigeii  gleich  wiehti^eo 
und  scliuDÖn»  anter  dem  nnmittelbareD  bohen  ProtecCörat  and  fort-« 
wSbrender  penIhiUdier  Tbeiloabme  Sr.  KOnigl*  Hobeit  d«8  Groes- 
bersogs  Yon  Baden  gebaltenen  Carlsruher  Versaminltttig  nne  bald 
mit  einem  Sbniiieben,  gieicb  ansfiSbrlicben  Berichte,  erfreuen  niugen» 
4ereicb  an  bobem  Interesse  dem  vorliegenden,  Iflrwelrhrn  vrh  cfeh 
Herren  Hyrtl  nnd  Schrutter  nochmals  nneem  wärmsten  Danic 
aussprechen»  gewiee  in  würdigster  .Weiee  wiri  an  die  3eite  stel- 
len  koQnen. 


Arithmetik,   

'■       .        •      *•      '*  ■ 

fi:serelee«  ^'Analyi^e  BirmM^ves^  Sx^raK«,  Cow- 
mentaitea  et  ReohaYches  relatifs  ä  l'Analyse  ind^tar- 
minöe  at  k  la  Theorie  den  Nombre«.  Per  V«  A.  Ije  Bmw 
gae,  Profeaaeur  beneralre  de  la"Facuit4  dea  aeieneea 
de  Bordeaux»  Membre  corre^pondant  4e  riaalllst. 
Paria.  Leiber  at  Favaga^t» 

Oer  Zweclc  des  Herrn  Verfassers,  welcber  deh Üekaniffieb 
auf  dem  Gebiete  der  höheren  Zablenielure.  namhafte  Verdienste 
enrorben  bat,  bei  der  Herausgabe  dieser  ^^Ezefclcea*'  ist»  in 
deren  yerschtedenen  Abtbeilungen»  so  wie  dieselben  nach  and 
nach  erscheinen  werden»  einen  '»»Traii^  dldmentaire  de  la 
tiidorie  des  nombres*'  nachdem  iieoesten  Zustande  dieser  UVis- 
aenscbaft  zu.liefern.  Dfe  TorÜegende  erste,  Abtheilung  enthält»  wie 
der  Herr  Verfasser  hi  der  Vorrede  sagt :  Tanalyse  ind^termi'o^ 
da  prämier  dcgre  et  des  applicafions  de  nature  k  fiure  voir  en 
qnoi  consiste  la  th^orie  des  nombres,  et  a  donner  une  id^e  des 
mäthodes  qu'elle  empleie*  Die  zweite  Abtheilung  wird  enthalten: 
la  th^rie  des  congruenees  bin^mes  et  en  particuiier  de  la  con- 
graence  complete  da  second  degrä,  qui  s*y  ram^ne  imm^diate- 
ment.  Les  appllcations  seront  la  resolatlon  de  rcquation,  biodme ' 
et  i'exnosition  de  quelques  ibeoremes  qui  s'y  rattacbent 

.Wir  geatebjBB»  dass  ans  die  ▼edtflgenda  erste.^Abllieilaag 
mebrAudi  iM^f^qiimliiaTbat»«  vageacfatfi|4er.v^^  nurapbeilf 
atiäcben,üa|lillig»*BB(l  der  Kurze  der  IkwstelluDg,  welcba  ihltgm 
vielfach  zu  eigenem  ]>ia«hdealoen  anregt  und  i^den  LeaM:üSiiigl^ 
sich,  die  Bevaisa  nach  kfiraaien  Andentungta  fMa^jmv 
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IM  IMgcM  Alte«  doriA  dmtl'itei:  »»Exereioes«'  vottsttii% 
gm^lfcrtigt  enwiialiit  Y^h  empfehlen  das  BSchleln  uosern  Le- 
sern» ohne  auf  eine  in's  Einzeln©  gehende  Kritik  uns  einlassen 
zu  können,  die  überhaupt  im  Allgemeinen  nicht  in  dem  Zwecke 
unserer  literarischen  Berichte  liegt,  und  hegnilgeo  nts  im  Uebri- 
pen  mit  der  folgenden  Angabe  des  Hauptinhalts  :  Observations 
pr  ei  im! naires.  (Du  nombre.  Ohjet  de  la  th(äorie  des  nombres. 
Classification  des  nombres.  De  la  congruence;  sa  notatioo.  Mode 
de  r^daction.  De  quelques  identit^s.  Fonctions  entidres ;  foncßons 
homogenes  ou  forme«.  Permutations.  Puissance  du  poIyn<5me, 
du  hindmo.  Combinaisons.  Nombres  figur^s.  Nombres  polygo- 
nes)  *).  —  Premiere  Partie.  Analyse  fndtftermin^e  du  premier 
degrä ;  proprl^t^s  des  nombres  qai  en  ? dsultent  SysUmn  d'dqoft- 
flomi  bomogöiiM  deot  la  mtlMm  M  'renfenne  qn'oDe  seole  lod^' 
tOTiDiade.  Dif isenr  crauBun  maxInmiB.  Propridtda  da  commmi 
dktocor  niiaiiBaiii  de  din  mmdbrasi  Des  Dombre«  premicr«  antra 
eax.  Rdeolution  da  rdqaafton  wc — bg=e^  Syatöaia  d'^qaefioa^ 
!denf  lea  iaoeaaaf a  a'aipiiaaaoft  an  viejea  d'ooaaeala  iaddletauodck 
Btalailoa  d'aaa  «^natüm.  qvaloonqaii  da  pnenief  dagr4,  |Ummh 
laHoa  d*iui  afatdnm  qaalaaaqae  d*dqpiatioDe  da  .preniec  di^Hb 
Factilba  da»  a«abM|ib:—  Applications.  Natioiia.  aar  lea  eea« 
gruences.  Consequenees  du  thtodne  d«  -Fer tnat  (sehr  reicb» 
lud^^.  De  la  ddceaiiHM^tiaa  dua  iieailHEaf  ^  c^vr^  et  en  bicar« 
res.  Qnestions  diveroea  aar  lea  nombres  premiers.  Sur  remplol 
dea  imaginaires,  des  qnantit^s  irrationellea  et  dea  adriea«.  3ai 
Templol  des  s^ries  divergentea. 

Man  sieht  hieraaa»  dass  auf  den  geringen  Räume  yon  161 
Seiten  hier  ein  grosser  Reichthum  von  Material  gebotea  wird. 
Ffir  den  strengen  theoretischen  Unterricht  in  der  Arithmetik  ent- 

bSit  da»  Büchlein  manchen  Braue  lihare,  und  an  nmnchen,  dem 
verdienten  Herrn  Verfasser  eigenthSmlichen  Darstellungen  fehlt 
es  gleichfalls  nicht.  Wir  wünschen,  bald  die  ju  Au^aicbt  geatelU 
|eq  t'prtseUuoj^en  anzeigen  2u  können.^  / 


Aslronomie. .  * 

Astronoroical  Observations  niadc  during  the  Vear 
1848,  at  the  U.  S.  N.  ObaerTatory,  Washington»  ander 

,     De«  MM  4me  ObserraMoa«  > rdnwIMlItea-ladien  wir  im 
Vnaelaia  Imgegebea,  OM  «a  ailgw,  wt»  tUmtM0'iM  Um'yw9mm 
jtatfilMl.  Ott  mßlUm  liMl.liwia  m  nlaa«  Hanyikaliidbia  aM^  ««»- 
■  ji^^a  warie& 
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IHqry,  8!ta|l'liHwt«*d^iit9  Oiiiinilkftclore  &  iWi»»vi»Eti»mv 
€I^W  «f  B«Mp4iaii^rOvtf«llil«^'|{1id^Ii9llr«M?vaphy.  VoLlV/t 

Astronomtcal  Obs^rvatlons  m  ad  e  during  the  Years 
1849  and  1850,  at  the  U.  S.  Naval  Observatory,  Was- 
hington, approved  by  Captain  Ä.  HT.  Ing^rÄha  m ,  Chief 
of  the  Bureau  of  Ordnance  and  Hydrography,  aud  pu- 
blished  hy  Authority  of  the  Honorable  Isaac  Toucey, 
Secretary  of  the  Navy.  By  M.  F.  .'?Iaury,  LL.D.,  ü.  S. 
Superintendent  of  the  U.S.  Observatory  and  Hydro- 
graphieal  Office,  Washington.  Vol«  Vv  W anhing to»» 
1859.  40.. .  ;  '  " "  .  .      /-  '] 

t>ie  beiden  neuesten  prachtvoll  ausgestatteten  BSndi»  der  Be-' 
(Aaditiii^en  des  National -Observatoriums  zu  Washington  Vrrtren 
ane  rot,  welche  die  Beobachtungen  der  Jahre  18^»  1849»  1850 
omfassen,  und  tod  Neuem  Zeugniss  ablegen,  in  wie  groiwftrtigein 
Maassstabe  alle  solcbe  Arbeitcfik  in  Amerika  betrieben  werden ,  wie 
ftlAioo  aus  der  grossen  Aii^hl  der  bei  denselben  beschäfligteo 
Astrimöroen  erhellt  £8  wird  gewifw  für  unsere  Leser  interessant 
•äle,  wenn  wir  ihnen  sagen,  dass  ausser  dem  berfftmten  Diree« 
ior  des  National -Observatoriums,  Herrn  Maüry,  unter  dessen 
bOchst  umsichtiger  '^Leitung  bei  demselben  noch  bescb&ftijgl  sind 
die  folgenden  Herren : 

1.  Die  Chronometer  und  anderen  aantiscben  Instromente  sfeben 
unter  der  besonderen Leitnng  des  Herrn  Lieutenant  Julian  ^yersl 

2.  Bei'm  Charten -Departement  sind  aoges^lU  4il^  Hersep  JJeu-r 
tsnants  £.  C.  Sloutund  8.  IVJagaw.  .  ., 

13*  Die  Cbnstrtiction  der  Wind  and  Current  Charts  ist  besofn* 
ders  übertragen  den  Herren  Lieutenants  E«  6.  Parrot,  J.  ü.  Gu^»' 
tbrie»  Hen^ry  S.  Neweomb,  T.      Houston«  Hob.  L.  May. 

4.  In  dem  ei^ntlicben  astrpnomischeii;  Departement  sind 
schäftigt  die  Herren  l^irofesspren  Jäines  Fergnaon  (Assistant 
^roiM>mer),^A*  O.,pendleton,  .RL  .Yarnf  I,  ;J<\|n^  M^jor, 
ipsepb^.  Hubbard,  A.  W.  Lawrence. 

Ausser  diesem  Beamten -Personal  von  fünfzehn  Personen  finden 
wir  s^er  bei  den  Bcobachtuiigen  und  Hecbnungen  in  den  Jabreo 
1849  nnd  18S0  noob  beeobäHigt  die  Hewen  Professoren  Beeeber^ 
Keith,  Winl'Ack»  Coffinp  Benediot,  die  üerren  Ltieiil«0anls 
Steedman>  Worden  u.  A.  -   
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:  :  t  IMi  «Miriw  i  artliMIthwi  «Ht»  <      totnmieiite  s 

.Veftiea>  Tmpwi  InrtrwwiWfl,, g.t|Wü><»riat»  ^i^  Art  ßeliraucli« 
.md  dl««»ite4iicliM  ^er  duBit  Mifccateltte»  Qa^ba^j|(h«if|tB  folgen 
4w8«  kitoterfifi  ^Mi.lA  tdmelben  Ordnung  niie  Torber  die  In» 
•t|39^f|R|V  ,1^^^  '^'^"n  folgen  in  den  beide«  , 

variiegendeo  Bänden:  lilean  places  of  Stars  observed,  Mean  Righjt 
Aficensions/ ^|>9cliiiat|0BS  and  Senii  •  diameters  of  the  Sun,  Moon 
'    lajid  Planets,'  Resutt»  of  Observation»  fvith  the  Eqnatorial,  rCata-- 
Wne  of  i^rars  obeerved  In  i^,         1850.  V 

Man  m\rd,  wie  adbmr  «bna  gfinagt^  jUffRlM.«»il  JicnMl  db 
GroiisarUgkeit  erktaiuitpk..  nili  wdidini  AOft^MMn  AiA^ttnJaAvNi- 
jUia  l^kbnnr  wtedMp.  ^vntniiCNblniMird^ 
Zmmk  voriiccp^er ,  Anxeige  äm  diea  äm,  Octe  .«af  nnd»  Jinr  nite 
konnte.  Die  Wichtigkeit  der  BeoluiehtungeQ  selbst  ffir  den  eigent* 
liehen  AetMnemen  verstM  nieh  Ton  telbet 

•         :         ■       •  •         •  ' 

,  -   .  P  h-y  s  1  k-  .  •  ■- 

'  Das  Wetter' und' dfe  Wetterprophexeiung,  Efn  Cy- 
klus  meteorologiscfaeryortiikge  für  Gebildete  ▼on  Jo- 
seph Helme«*  Oberiebrer  d-er  Mathematik  nnd  Physik 
am  Gyninasiiim  an  Celle'.  Hannover.  Hahn«   I858L  8^* 

Wbr  haben  diese  Schrift  mit  Interesse  und  Belehrung  gelesen. 
Wenn  auch  ihrem  Zwecke  nach  populär  gehalten  und  für  ein 
grösseres  Puhliicum  bestimmt,  steht  sie  doch  c.in?;  auf  wissen- 
sebaftiichem  Standpunkte  und  berat  ksichtigt  überall  snrgtaltig  die 
nenesten  Forschuniieii ,  veiTiith  übeihaupt,  wie  sehr  der  Herr  Ver-  - 
fasser  auf  dem  meteurologischen  Gebiete  bokaniit  und  beivandert 
ist  und  auch  scibstthatip;  viel  in  diesem  Fache  gearbeitet  hat. 
Die  auch  in  einer  recht  ansprechenden  Sprache  verfas^te  Schrift 
ist  jedenfalls  sehr  geeignet,  richtige  Begriffe  und  Ansichten  über 
Wetter  und  Wetterprophezeuing  Immer  mehr  und  mehr  zu  ver- 
breiten, und  kann  daher  jedem  Gebildeten,  wer  sich  über  diese 
Dinge  wahrhaft  belehren  will,  empfohlen  *rerden.  Der  Inhalt  nach 
seinen  Hauptrubriken  ist  folgender:  Einleitung,  das  Wetter  eine 
Naturerscheinung  im  Grossen.  Die  WArmevefhl^tnisse  der  Erde. 
Die  Winde.  Die  Hydroraeteore.  Das  Gewitter.  Das  Baron»eter 
und  seine  Schwankungen.  Der  Mond  und  die  anderen  himmli- 
sehen  Kürper  in  ibr.Qnk  Einibis«»  auf  das  WeUer*  Die  VDrieicbAn 
eine.« ,  suküfiftigeo  Wetters  ^i-  ..  .j^i  *  r  f  .  v».  *  ,  ,  ; 
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l>M  Resollat  aller  seiner  fietrachtnngen  spridit  der  Herr 
Verfasser  am  Ende  auf  S.  248.  mit  folgenden  Wortmi  aus : 

,,Und  eo  gebe»  wir  denn  die  Hoffhtmg  fiberall  auf»  daes  die 
genannten  oder  noch  andere  Mittel  uns  je  befähigen  aeUten»  ein 
Wetter  im  Voraus  zo  bestimmen  /  welches  über  den  mutbmaae- 
licben  Ablaaf  eiaea  iageablicidicb  stattfindenden  Wettere  blnaaa» 
liegt." 

Wir  stimmen  diesem  Resultate  natOrlicb  ans  giieter  Seele  bei 
und  baben  schon  längst  die  in  demselben  ausgespreebene  Ansicht 
gehabt;  aber  (Veilich  wird  es  imtner  noch  Manche  geben,  die  den 

Wetterzettel  auf  ihrem  miserablen  Barometer  und  die  Angaben 
des  huiidertjährigeo  Kalenders  für  Oralceispröche  halten,  und  da- 
her bei  dem  obigen  Resultat,  zu  welchem  sie  die  vorliegende 
lebrreiobe  ScbiUlt  fiibrt»  bedenkUcb  den  Kopf  aehOtteb  werden. 


Aussige« 

Dnrdi  die  nteht  dsttbbar  genug  ansuMlmuiaade,  nai^  allen  Seiten 
steh  hinrichtende  Vfiris^e  des  hohen  Königlichen  Unterricfateminiata- 
riume  i*t  bei  der  Univereität  Greifewald  «eit  nun  fa«e  zvft'x  Juhren 
durch  die  Anstellung  eine«  eigeaea  Uaiversitäts-Mechaniku«  ia  der  Per- 
son des  fiertn  Franeasteni  einem  längst  gefühlten  Bedfirfidete  in 
höchst  zweclc massiger  Wehr  ab^^cholfen  worden.  Während  «eines  Hler- 
•etn«  hat  Herr  Frauenstein  für  die  verschiedenen  Jnstitato  der  llni- 
Ter«itfit:  nämlich  da«  unter  meiner  Directioa  stehende  astronomisch- 
■Mthematiadie  Institut,  für  das  physikalitehs  Institut,  überhaopt  diu 
Verschiedenen  natnrwi««en«cbaft!ichen  und  namentlich  auch  mcdtcinischen 
ImtUute;  ferner  für  die  ferechiedeneo  luatitute  der  Königlichen  «taat«- 
und  tandwirth«cfaaftliehen  Akademie  so  Eldena  eine  grosae  Ansaht  der 
▼er8chit!tlenartii;rtteti  Iniitrumente  in  «i^^ener  neuer  Ausfiihrang  geliefert 
und  Reparaturen  und  Alländerungen  aller  Art  an  schon  Torhandenen  In- 
slrumenten  rorgenomoieo.  Alle  diese  Arbeiten  sind  von  Herrn  Frauen' 
atein  sur  grössten  Zufriedenheit  der  betreffenden  Institut« »Torflehar 
aufgeführt  worden,  und  derselbe  ist  jetzt  mit  (ff>r  Einrichtung  einer 
grösseren  Wetlntatte  hier  am  Orte  beschäftigt.  Aus  vellatur.UMierBan'- 
gu Dg  kann  ieh  Herrn  Franenctoin  allen  wlaaeuflcbafUieiien  laslitatea 
und  Lehranstalten  jeder  Art,  niitncnCtH  Ii  auch  den  Gymnasien,  Real- 
schulen, Srhifffahrtssehuien  u.  s.  w. ,  so  wie  den  Herren  Feldmessern 
al«  einen  »ehr  kenatnisereichen  und  geschickten  Mann  empfehlen,  der 
mit  grosser  Genauigkeit  und  Sanberheit  seiner  Arbeiten  möglichsls 
WohlfciHitlt  der  Preise  verbindet  und  durch  Vielseitigkeit  sich  auszeich- 
uet,  indem  er  besonder«  auch  da«  uptlach«  Fadi  mit  Gluck  iu  den  Kreia 
«einer  Arbetlea  sieht,  leb  iHtenlse  da«  weit  ▼MbMlIeto  Archiv  am  ts 
lieber.  Alle,  welche  mechanieche  Arbeiten  auafuhren  su  lassen  in  den 
Fall  kommen,  gani  Ijesonders  auf  flerm  Frauen  stein  aufraerltsum  tu 
ntaehen,  weil  ich  selbst  sehr  wünsche,  dusses  diesem  geschicktea  Manne 
iNwhd  bald  gelingen  mign,  «In.  ^riassre«  mechanisches  luftltnt  am 
hiesip^en  Orte  in's  tjeben  zu  rufen,  wa«  natürlich  mit  Erfolg  nur  mög- 
lich ist,  urenn  seine  Leistungen  auch  au««erhalb  hi  einem  moglichet  gre«- 
aen  Kraice  dts  Auatheanung  ladis,  die  sie  in  jeder  Beaiehung  TermMa. 

Grsifswald»  dea I.September  1869*  «raasrt 
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Systeme»  üelur- oind  Wftrterbllelier* 

L.  Uo(Tiuann,  MatbematUches  VVürterbocb.  9.  Lief.  gr.  8^. 
geb.   Berlin.   20  Ngr. 

L.  kambly.  Elementar- IVIattiematik  iür  den  Schulanterricbt 
bewbe^et  1.  Tbl.:  Arttboietik  und  Algebra.  4.Aofi.  gr.  8».  geh. 
Bmtftta«  ]^!2  Ngr.  * 

V.  A.  Le  B«^i»e,  BxereiMil'äMly««iiüi4ilfiie.  EklraiU, 
comiDentalres  «t  recberches  refaftlß  k  Tanalyae  iDd^ermiiite  et 
»  Ia  ffa^rie  des  nombrfiu  PaH».  8P*   l  Tbir.  , 

R.  G.  Haering,  SammlvD^  von  Aiifgdb«! •  ans  der  niederen 
und  hoberen  Aritbmetik.  U—^  Uft.  k  Ifgr.  48  Hft  9  Ngr. 
gr.  8**.  2.  II.  3.  Aufl.  Leipcig. 

J.  F.  W.  Hers  eh  et,  SammhiHg -von  Aafgaben  aus  der  end- 
lichen Differenzen-  und  Sunimenrechuu'ng.    Deutsch  beraüsg^, 

C.  H.  Schnuse.    ^r.  8^.    Braunschweig,   geb.  Thir. 

Jos.  Petz val,  Integration  iJer  linearen  Difiereotialgieichuii- 
gen  mit  constanten  und  veränderiicheo  Caefiicienten.  6.  Liefer. 
Wie«.         2,  Bd.  2  ThIr.  20  Ngr. 

N.  Ruland,  Aufltisiungen  der  in  Dr.  E.  HeiK' Sammluni!^  von 
Beispielen  enthaltenen  (iieichungei»  des  1.  n.  2.  Grades,  nebst  den  • 
diophaDtischen  Gleichungen,   gr.  h^.  geh. .  BofiQ.  J  TbIr..  18  ^gr.' 

•  #«  *y  . j         ,  ' 

Praktisch •  geometrische  Anli^abeDsanitiikrvg  mit  Auiiüsungen. 
FCIr  Sonntags-}  Gewerbs- und  Fortbildungsschulen  et«.    Von  dem 
Verfasser  des-  ,«pi'ak|iiSQl|Qni,-^'^i(^otQt§i'^  >'^( 
Salza.    Vj  ThIr.        •        •  ■■•  '-''^  y-.uun,  ^, 
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C  Hechel,  Die  ebene  analytische  Geometrie  mit  zablreicYien 
(Jehungsaufgaben ,  für  höhere  LehraDstolteo  .bearbeitet  gr, 
geb.   Riga  und  Leipzig.    18  Ngr. 

F.  Ä.  Heissiej,  Lebrbiirh  der  darsteMendeii  Ceometrie  und 
deren  Anwendungen  auf  Schatten -Constructionen,  freie  Perspec- 
tive und  anf  das  technische  Zeichnen,  f^r.  4^.  geh.  Wien.  2*7^  Thir. 

J.  Hofer.,  Anfiirigsgründe  der  Stereometrie  für  Schulen  und 
Bum  Selbstunterrichte.   S^,   geb.   Wien.   10  Ngr. 

Ii.  Kambly,  Theorie  der  Harmonikalen.  4^.  geh.  BresUo. 
10  Ngr. 

F.  V.  Kieser,  Ebene  Geometrie  Fln  Leitfaden  beim  Un- 
terricht. 4.  Aufl.  Nach  des  Verfai»öers  Tode  umgearbeitet  und 
vermehrt  von  VV.  G.  F.  Bohne n berger.  gr.  8^.  geb.  Stuttgart 
%  Thlr. 

F.  Rummer»  Lebrliuch  der  Elementar- Geometrie  mit  einer 
Sammlung  von  Aufgaben.  L  Thl.:  Ebeoe  Geometrie.  4.  Aufl. 
gr.  8".   geh.   Heidelberg.    14  ISgr. 

G.  Lame,  Levens  sur  led  coordonn^es  curvilignes  et  leurs 
diverses  ap|>licatioiis.    In -8**.    Pari«.    5  fr. 

W.  Schell,  Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krüm- 
munjv  in  rein  geometrischer  Darstellung.  Leipzig.  8®.  Mit  eia» 
gedruciiten  Holz^cbn.    24  Ngr.        '*  < 

■i  .  .    ^  Tri^ORoinelrie. 

E.  Noegijeratli ,  Leitfaden  für  der!  Unterricht  iti  der  «Ik^ü 
Trigonometrie,  gr.  8^.  geb.  Saarbrücken.  7^^  f^r. 

,J.  P.  E.  L.  J'aeger^  Die  Polygonometrie  imd  4ereD  Awpcb- 
dttng  auf  Venuessung,  Berechnung,  Zetchoung  etc.  groeeer  Wal- 
dungen i^st  Anleitung  zum  trigeoomelriaelMii  HSfaetmiet— . 
gr.  8^.'  gell.  Marburg.  25  Ngr. 

tteclwaifc» 

'w,  H/  Besant,  A  Treafiae  oa  Hydroalaile^  «ti4  %drody. 
nainles«  Ixmdon.  8^.  3  Tbir.  18  Ngr. 

E.  Glärlttvai»  Le^a^  <l*hy<lraoliqiie.  I^tnde  des  nmtetirs 
l^dravtlqiiea»  cottptfemuit  !•»  cönditiei»  tb^riqae«  at  i»raliqua 
de  lenr  constrnctidn  et  de  r^tabllaaeiBettt  des  naniaa  ^dnMqvat. 
Paris.  8«>.   Mit  Ö  Taf.   1  Thlr.  ^  Ngr .  ^ 

Ceartäf'a»  Mncipdä  d'bydvauHqae  ralEoiiii^a^  sfiyliirtiits 
^MX  courantN  natnrels,  tefii  qae  fes  TifMfttS  cA' faH-flü«««.  ^Mis^ 
8».  Mit  1  Taf.   1  Tbtr.  '       .  * 
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Ml;  O.  ßallo,  fiiDfloss  der  aloMMipbSrischeii  ENie  jmi  ftM 

'  aaf  4len  Barometerstand  viid  die  aatronomfaclie  Refiraetloii.  KOntgs^  ^ 
hwg,  40.  20  Ngr. 

J.  F.  Encke»  Uebcf  die  Bedtlmmung  des  L}{ngeii*Uii1ttrfle|||e^ 
des  zwiecbeo  den  Sternwarten  von  Brüssel  and  B^4in«  4bgel^ 
tet  auf  telegraphiacbeni  Wege  im  Jabre  1857.  gr.  4^  '  cait  Ber- 
lin. 22  Ngr. 

Handatlas  der  Erde  und  des  HiDimels.  Nea  red.  Aoagabe. 
38-40.  Lief.   Imp.-FoI.   Weimar,   k  Va  Thfr 

J.  Kepleri,  Ästronorai,  opera  oinnia.  Ed.  Cli.  Frisch. 
Vol.  II.  Pars  U.  Mit  eingedr.  Uolzscho,  11.  41ithograpb.pp,  Frank* 
furta.  M.    8^    3  Thir. 

M.  A.  F.  Prestol,  Das  astronomische  Dias:ramm,  ein  Instm» 
roent,  mittelst  dessen  der  Stand  und  Gang  einer  Uhr,  das  Aei- 
muth  terrestrischer  Gegenstände,  die  Mittagslinie  etc.  bestiramt 
nnd  andere  Aufgaben  schnell,  sicher  und  bequem  ohne  Rechnung 
gel  «ist  werden  können,  gr.  8<^.  geh.  Mit  2  Tabellen  in  Imp.-FoL 
In  Mappe.    Braunschweig.    3%  Thlr. 

J.  F.  Staschek,  Die  erleuchtete  Vorhalle  stum  Tempel  des 
Unendlichen.    Anleknng  zur  nftheren.  Kennlnina  der  Bichtbai^ii 
HImRielakOffper  «te.  gr.  8^  gek  Lcitomiatbl  «od  Leipzig,  geb. 
'  1%  THr.    ,  '     ■      .  , 

,       W.  Webb,  Cdeatbl  Oljecis  for  Cmwa  TMm^^ffm*  13. 
Lmidoto.  •  Oleth.  7  a.. 

P.  Blaserna,  Ueber  den  induetrten  Strom  der  Nebenbatte* 
rie.   Lex.-80.   geh.   Wien.   2  Ngr.  * 

O.  Büchner,  Die  Feaermeteore»  insbesondere  die  Meteori- 
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